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^PREFACE, 

JLi'ouvRAOB  dont  je  donne  aujourd'hui  uncf 
np.uvelle  édition ,  étoit  particulièrement  destiné 
à  ceux  qui  me  font  Thonneur  de  suivre  mes 

i        leçons  à  l'académie  royale  d'architecture.    Peu  . 

^        de  temps  après  sa  publication  ,  messieurs  les  in- 

^  génieurs  -  élevés  du  corps  royal  des  ponts  et 
chaussées  crurent  devoîrl'adopter;  pour  servir  de 
base  a  leur  instruction,  dans  la  partie  élémen- 

^  taire.  Je  saisis  avec  plaisir  cette  occasion  de  leur 
en  marquer  ici  ma  plus  juste  reconnoissance.) 
Ce  choix,  en  effet,  étoit  d'autant  plus  flatteur 
pour  moîj  que  je  m'en  seroîs  cru  indigne  si  ja 
i'avoîs  sollicité  ;  et  que  d'ailleurs,  ilmedonnoit 
lieu  de  croire  que  j'avois  fort  approché  du  but 
que  je  m'étois  proposé  en  composant  cet  ou- 
vrage. Après  avoir  enseigné  les  différentes  par- 
ties des  mathématiques  pendant  plusieurs  années 
dans  cette  école,  justement  célèbre  ;  javois  re- 
connu que  tous  nos  livres  élémentaires  n'étpient 
pas  suffisamment  dirigés  vers  la  pratique ,  quoi- 
que la  plupart  méritassent  à  tous  égards  l'estime 
dont  ils  jouissoient.  Quelques  auteurs ,  en  vou- 
lant ôter  à  la  géométrie  une  rigueur  et  une  sé- 
cheresse prétendues,  l'avoient  en  effet  dépouil- 
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lée  de  cette  précision  qui  en  fait  tout  le  prix  ^ 
et  qui  la  distingue  de  toutes  les  autres  connoîs^' 
sauces  qui  n'ont  pas ,  comme  elle ,  Févidenco 
pour  base ,  et  dont  les  résultats  sont  presque  tou- 
jours incertains*  D'autres,  croyant  afFecter  une 
marche  analytique,  se  sont  hâtés  d'appliquer  l'al- 
gèbre aux  premiers  éléments  de  cette  science  » 
avant  d'en  avoir  posé  les  fondements ,  et  déve* 
loppé  les  principes.  En  un  mot,  il  sembloit 
qu'on  eût  formé  le  dessein  de  proscrire  la  mar*i 
y^ie  adoptée  depuis  Euclide  jusques  à  nous ,; 
et  de  bannir  des  éléments  cette  géométrie  an- 
cienne ,  si  belle  par  sa  simplicité  ,  si  féconde 
dans  ses  conséquences,  et  si  précieuse  par  l'élé- 
gance de  ses  constructions ,  toujours  déduites 
des  considérations  les  plus  directes  et  les  plus 
liées  à  l'état  de  la  question. 

Toutes  ces  raisons  me  déterminèrent  à  essayer 
de  composer  un  ouvrage  plus  spécialement  con-i 
sacré  à  tous  ceux  qui  se  destinent  au  génie  mî-^ 
litaire  ou  civil ,  et  à  l'architecture ,  qui  embrasse 
tous  les  arts  qu'elle  dirige  et  qu'elle  anime.  Sans 
cesse,  occupés  de  plans  de  coupes  et  d^élévations 
géométralesouperspectives,  de  développements, 
de  projections  et  de  pénétrations  de  solides  de 
toute  espèce  dans  la  charpente  et  dans  la  coupe 
des  pierres  \  le  compas  doit  être  >  pour  tous  ceux: 


P  R  E  F  A  C  R  T^ 

Jijttî  se  Evrenl  à  ces  professions  utiles,  un  înslru- 
aent  universel  ;  sauf  à  appliquer  par  la  suiie 
à  ses  opérations  les  autres  ihstruments  de  nos 
connoissances ,  afin  de  les  réduire  en  pratique. 
C'est  d'après  ces  vues  que  j'ai  composé  ces 
leçons  élémentaires  ^  dans  lesquelles  j'ai  tâché 
continuellement  de  faire  marcher  d'un  pas  égal 
la  théorie  et  la  pratique ,  6n  me  rapprochant,  le 
plus  qu'il  étoit  possible  du  taux  actuel  de  nos 
connoissances.  Le  grand  nombre  de  théorèmes 
répandus  dans  cet  ouvrage  ,  annonce  que  j'y 
ai  suivi  la  méthode  synthétique  des  anciens  , 
qu'ils  oirt  nommée  méthode  de  doctrine  ;  il  est 
cependant  entièrement  analytique  à  l'égard  de. 
tous  les  problêmes  qui  y  sont  proposés*  Jamais 
on  ne  trouvera  de  solution  qui  n'ait  été  ame- 
née et  préparée  par  une  discussion  raisonnée 
de  l'état  de  la  question,  et  de  tous  les  rapports 
qu'elle  peut  avoir  avec  ce  qui  précède.  C'est 
toujours  en  supposant  le  problème  résolu,  que 
j'arrive  en  effet  à  sa  solution  ;  et  c^est  là  ce 
qui  constitue  essentiellement  l'a/^is/^^^e,  dont  la 
marche  est  à-peu-près  la  même  dans  toutes  les 
connoissances  humaines.  £n  suivant  cette  më- 
tbode,  on  exerce  réellement  les  forces  de  soa 
esprit  ;  on  ne  doit  qu'à  soi-même  les  vérités 
;iûmbreuses  que  Ton  découvre^  on  étejid  la. 
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Sphère  du  jugement,  et  Ton  se  prépare  cïeê 
jouissances  inconnues  à  tous  ceux  qui  n^ont  ja^ 
mais  médité  et  réfléchi. 

Je  n'ai  point  fait  usage  de  Talgebre  dans  l4 
solution  des  dlâférènts  problèmes  que  je  propose  ; 
parcequ'en  suivant,  comme  je  le  fais,  l'analyse 
géométrique  des  anciens ,'  on  y  arrive  toujours 
par  la  voie  la  plus  tx>urte  et  la  plus  simple.i 
Outre  les  constructions  graphiques  par  la  regld 
et  le  compas,  j'ai  toujours  eu  l'attention  d'y  join? 
dre  celles  qui  tiennent  au  calcul  numérique  4 
cx)mme  plus  exactes  dans  la  pratique ,  quoique 
moins  rigoureuses  aux  yeux  du  géomètre  qui 
veut  s'en  tenir  uniquement  à  la  théorie.  Cette 
réunion  continuelle  de  deux  moyens  applicables 
à  la  solution  des  problèmes  ,  est  peut-être  ce 
qui  établit  une  diÔërence  réelle  et  remarquable 
entre  ces  éléments  et  tous  ceux  qui  les  ont  pré-j 
cédés.  J'ai  lâché  sur -tout  de  multiplier  les  rè- 
gles générales  pour  les  figures irrégulieres,  planes 
ou  solides ,  que  l'on  rencontre  à  chaque  instant 
dans  la  pratique  ;  et  sur  lesquelles  les  auteurs 
élémentaires  ont  gardé  le  plus  profond  silence«i 

On  sera  sans  doute  étonné  de  ne  point  trourf 
ver  dans  ce  traité  une  théorie  particulière  des 
proportions  et  progressions,  suivant  la  méthode 
d'EucUde  adoptée  avec  raison  par  les  meillear| 


r 


h 


huleurs  élémentaires.  Pour  répondre  à  celte  ob- 
jection ,  qui  doit  paraître  fondée  à  tous  égards, 
je  crois  devoir  observer  que  le  parti  que  j'ai 
adopté  tientà  la  marche  que  je  suis  dans  rensei- 
gnement des  éléments.  Comme  il  serolt  absurde 
de  vouloir  étudier  aucuns  traités  de  géométrie  , 
sansconnoître  suffisamment  les  règles  de  l'arith- 
métique ;  c'est  dans  cette  science  qu'il  faut  puiser 
tout  ce  qui  a  rapport  à  la  théorie  des  proportions^ 
Quoique  bien  des  personnes  se  soient  persua- 
dées quMl  est  impossible  de  démontrer  leurs 
propriétés  fondamentales  d'une  manière  géné- 
rale par  les  nombres  et  sans  le  secours  de  l'algè- 
bre ;  on  peut  aisément  se  convaincre  du  cou- 
Irairer,  si  l'on  fait  attention  que  toutes  ces  pro- 
priétés sont  des  conséquences  nécessaires  de  l'é- 
galité des  rapports  qui  constituent  les  propor- 
lions  et  progressions  géométriques  ;  quelles  que 
Soient  les  quantités  entre  lesquelles  ces  rapports 
égaux  se  trouvent  avoir  lieu.  Or  c'est  ce  que  je 
crois  avoir  fait  dans  l'ouvrage  qui  a  pour  titre  f 
Eléments  d'analyse  numérique,  dont  je  publie- 
rai incessammentune  nouvelle  édition.  Cette  con- 
sidération ,  sans  nuire  à  la  clarté  de  ces  élé- 
ments^ a  contribué  singulièrement  à  les  abré-» 
ger  d'une  part ,  et  à  les  étendre  de  l'autre.  Jo 
n'ai  eu  autre  chose  à  faire  9  qu'à  montrer  com- 
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ment  on  établît  les  proportions  géométriques  sut 
les  lignes  ;  quelles  sont  les  figures  qui  servent  à' 
construire  les  lignes  proportionnelles;  et  com- 
ment il  faut  en  fei^e  usage ,  soit  pour  les  lignes  ^ 
soit  pour  les  surfaces  ou  pour  les  solides. 

Cette  nouvelle  édition  diffère  de  la  première  f 
non  seulement  par  des  additions  et  des  correc- 
tions nombreuses  répandues  dans-  le  corps  de 
Touvrage,  mais  encoie  par  l'addition  de  deux 
chapitres  qui  m'ont  paru  nécessaires  pour  don- 
ner à  ces  leçons  tout  le  degré  d'utilité  dont  elles 
peuvent  être  susceptibles. 

Le  premier  est  un  traité  des  figures  isopérU 
mètres  ;  c'est-à-dire  de  celles  qui,  dans  certaines 
conditions  données,  réunissent  d'autres  condi* 
dons  à  un  plus  haut  ou  à  un  plus  petit  degré 
possible.  Ce  morceau  est  une  traduction  libre 
<le  ce  que  M.  Thomas  Simpson  nous  a  donné 
dans  ses  Eléments  de  géométrie,  vrai  chef  d'œur-. 
vre  de  concision,  et  digne  à  tous  égards  de 
l'approbation  de  tous  ceux  qui  connoissent  le 
prix  d'une  géométrie  exacte  et  rigoureuse.  J'aî 
cru  qu'il  serviroit  à  faire  connoître  plus  particu-. 
lièrement  l'analyse  géométrique  à^s  anciens, 
presque  entièrement  inconnue  parmi  nous  ; 
tandis  que  les  Angloîs  la  regardent ,  avec  rai- 
son ,  comme  la  seule  base  solide  des  connoisir 
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tances  qu'on  peut  acquérir  dans  les  différentes 
parties  des  mathématiques. 

Le  second  chapitre  est  un  traité  de  trigonomé- 
trie sphérique,  que  j'ai  cru  nécessaire  pour  com- 
pletter  tout  ce  qui  a  rapport  à  la  levée  des 
plans  et  des  cartes  géographiques,  par  des  opé- 
rations en*  grand  sur  le  terrain*  Je  me  suis  ap- 
pliqué à  lui  donner  le  plus  d'étendue  possible  ^^ 
sous  le  plus  petit  volume» 

Je  crois  avoir  obtenu  cet  avantage  par  hê 
généralité  et  la  simplicité  de  mes  dënionstra* 
tions ,  et  sur-tout  par  l'exposition  des  fameuses 
analogies  de  Neper.  Avec  leur  secours,  les 
deux  trigonométaes  n'en  font  plus  qu'une  seule  J 
tant  les  solutions  des  différents  cas ,  sur  -  tout 
pour  les  triangles  obliquangles,  ont  de  rapport  les 
unes  avec  les  autres.  C'étoit  d'ailleurs  le  seul 
moyen  de  donner  à  la  trigonométrie  rectillgna 
toute  l'étendue  dont  elle  est  susceptible  ;  en 
déduisant  les  formules  qui  lui  conviennent  de 
celles  des  triangles  sphériques  dans  les  mêmes 
conditions  :  ce  qui  n^est  pas  réciproque  de  la 
trigonométrie  sphérique  pour  la  trigonométrie 
rectiligne. 

Ceux  qui  voudioîent  joindre  àla  connoissance 
de  ces  solutions  celles  qui  dépendent  des  opé* 
jalions  graphiques  et  du  calcul  algébrique  *,  pour- 
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ront  âvoîr  recours  à  Fouvrage  que  f  aï  donnîf 
sous  le  dire  de  Principes  (Tastronomie  sphéiir 
que,  ou  à  celui  qui  a  été  publié  depuis  peu 
par  M,  Cagnoli  sur  le  même  objet.  Je  n'aurois 
pu  entrer  dans  un  plus  grand  détail,  sans  sortir 
beaucoup  au-delà  des  bornes  qui  conviennent 
\  à  cet  ouvrage  ;  et  d'ailleurs ,  il  faudroit  suppo- 
ser à  ceux  auxquels  il  est  destiné,  des  connois- 
sances  de  calcul  algébrique  que  je  n'ai  point 
voulu  exiger. 

J'ai  terminé  ce  traité  par  une  théorie  des  cour- 
bes ,  connues  des  praticiens  sous  le  nom  d'Anses 
de  panier.  Elles  sont  d'un  usage  continuel  dans 
la  construction  des  ponts;  sur- tout  lorsque  les 
arches  sont  d'un  grand  diamètre  et  très-surbais-i 
sées.  Je  reconnois  avec  plaisir  que  l'on  trouvera 
cette  théorie  presque  toute  entière  à  la  fin  des 
Eléments  de  géométrie  de  M.  Camus;  mais  je 
me  flatte  aussi  que  Ton  me  saura  quelque  gré 
de  lavoir  présentée  d'une  manière  plus  natu- 
relle. L'analyse  géométrique  ,  que  j'ai  suivie 
ici  comme  ailleurs ,  m'a  non-seulement  conduit 
aux  mêmes  solutions  par  la  voit  la  plus  courte , 
mais  a  fait  connoître  la  loi  générale  du  tracé 
d=e  ces  sortes  de  courbes,  pour  tant  de  centres 
que  l'on  voudra  ;  ainsi  que  la  manière  de  dé- 
terminer les  rapports  de  leurs  différents  rayons^ 
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koït  par  la  géométrie  des  lignes ,  soit  par  un  cal- 
cul direct,  ou  enfla  par  les  tables  des  sinus  ; 
d'où  Ton  peut  aisément  déduire  la  grandeur 
de  leurs  arcs  et  l'étendue  de  leurs  surfaces.  Je 
crois  cependant  que  si  nos  constructeurs  y  fai- 
soientbien  attention,  ils  préféreroien  ta  ces  cour- 
bes, la  véritable  ellipse,  comme  plus  agréa- 
ble à  Tœil  et  plus  solide,  ainsi  que  je  pourroîs 
le  démontrer ,  si  j'étois  à  même  de  donner  une 
nouvelle  édition  de  mes  Sections  coniques^ 
telle  que  je  Fai  préparée,  maïs  que  les  circon- 
stances  ne  me  permettent  pas  de  publier  dans 
le  moment  présent^ 


^Explication  des  signes^  dont  on  fait  usage  dan4 

les  éléments. 

« 

Le  signe  =  marque  Tégallté  entre  la  quantité 
qui  le  précède  et  celle  qui  le  suit. 

-j-  et  —  sont  les  signes  d'addition  et  de  sous- 
traction. Les  mêmes  signes  ±  placés  l'un  au-des- 
sus de  Tautre  ^  indiquent  que  la  quantité  qui  le» 
suit  est  ajoutée  à  celle  qui  précède  ou  soustraite 
ide  la  même  quantité. 

A  >  B ,  signifie  que  A  est  plus  grand  que  B.i 
A  <  B,  signifie  que  A  est  plus  petit  que  B. 

Le  signe  y/  qu'on  nomme  radical,  indique  la 
racine  quarrée  de  tout  ce  qui  suit  ce  même 
signe.  S'il  est  question  d'une  racine  cubique,  on 
se  sert  du  même  signe  avec  un  3  au-dessus.^ 
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CHAPITRE     PREMIER. 

1.  JL'oRiGiNfi  de  iagéométiie  remonte  à  Tépoque 
oii  les  premiers  cultivateurs  songèrent  à  fixer 
d'une  manière  précise  les  limites  des  champs 
qu'ils  avoient  fertilisés  par  leurs  travaux. 

•La  mesure  et  le  partage  des^  terres  furent  les 
premiers  objets  auxquels  elle  fut  paiticulièrenient 
consacrée ,  comme  son  nom  nous  le  fait  assez 
connoître«  Mais  elle  ne  fut  pas  long-temps  bornée 
à  des  spéculations  de  cette  nature  ;  elle  s  est  éle- 
vée rapidement  au  degré  de  perfection  où  nou$ 
la  voyons  aujourd'hui,  en  sorte  qu'on  peut  ia 
considérer  comme  la  science  des  grandeurs  con- 
tinues, c'est-à-dire  de  toutes  celles  entre  les  par- 
ties desquelles  l'esprit  ne  confit  aucune  sépara^ 
tion.  On  en  distingue  de  deux  espèces:  les  unes, 
dont  toutes  les  parties  existent  en  même  temps , 
que  Ton  nomme  permanerites ;  les  autres,  dont 
les  parties  ne* peuvent  exister  que  Tune  après 
l'autre ,  on  les  nomme  successiyés.  L^s  premières 
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se  trouvent  dans  l'étendue  matérielle  ou  dan^ 
l'espace;  les  autres  ont  rapport  aux  idées  du 
mouvement,  du  son  et  de  la  durée.  C'est  uni- 
quement des  premières  qu'il  est  question  en 
§éométrie  ;  et  c'est  encore  par  ces  mêmes  gran- 
eurs  que  Ton  exprime  les  autres  dans  la  mé- 
cîianique  et  dans  les  sciences  physico-tnathéma- 
tiques. 

2.  On  a  de  tout  temps  reconnu  trois  espèces 
de  grandeurs  continues  ;  les  lignes^  les  surfaces 
et  les  solides.  La  ligne  est  une  étendue  en  lon- 
gueur seulement ,  et  n'a  aucune  largeur.  La  sur- 
face est  une  étendue  en  longueur  et  en  largeur, 
^e  corps  ou  solide  est  une  étendue  qui  a  les  trois 
dimensions ,  longueur,  largeur  et  épaisseur.  Le 
solide  ou  corps  est  la  seule  espèce  de  grandeur 
continue  qui  existe  indépendamment  de  nos 
idées  ;  encore  la  géométrie  n'a-t-elle  égard  qu'à 
la  place  qu'il  occupe  dans  l'espace  ,  et  qu'on 
appelle  son  volume.  Nous^  ne  connoissons  les 
lignes  et  les  surfaces  que  par  des  abstractions; 
ce  qui  sera  facile  à  concevoir  lorsque  nous  au- 
rons expliaué  ce  que  Ton  doit  entendre  pa*  di-^ 
mensions  ou  corps  ou  solide. 

Pour  peu  que  l'on  y  fasse  attention ,  on  recon- 
noîtra  aisément  qii'il  n'y  a  rien  d'absolu,  et  que, 
dans  la  science  des  grandeurs,  tout  se  réduit  à 
des  rapports.  D'après  tela ,  il  est  aisé  de  conce- 
voir qu^  les  dimensions  d'un  corps  ou  solide 
sont  des  grandeurs  au  moyen  desquelles  on  peut 
juger  de  l'espace  .qu'il  occupe ,  ou  connoitre  le 
tapp^rt  de  son  volume  avec  un  autre  volume 
^is  pour  loesure)  ^t  qui  «st  censé  connu.  On 
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taé  petit  concevoir  aucun  corps,  aucun  espace, 
ni  même  aucune  partie  de  l'espace,  qui  ne  soient 
terminés  de  toutes  parts;  en  sorte  qu'on  y  dis- 
tingue toujours  trois  dimensions ,  longueur,  lar- 
geur et  épaisseur. 

3.  Ces  trois  dimensions  sont  essentiellement 
'de  même  nature,  puisqu'elles,  ne  sont  chacune 
que  des  étendues  linéaires;  mais  on  leur  a  donné 
différents  noms,  relativement  à  la  manière  dont 
on  les  conçoit  placées  dans  le  corps.  La  longueur 
d'un  solide  ou  du  volume  qui  en  fixe  l'étendue 
est  celle  de  ses  dimensions  qui  est  dans  la  direc- 
tion d'un  rayon  visuel  ;  la  largeur,  celle  qui  se 
présente  de  face;  enfin,  son  épaisseur  est  une 
ligne  perpendiculaire  à  l'horizon.  Comme  cepen-. 
dant  les  dimensions  d'un  solide  pourroient  n'a- 
voir aucune  de  ces  positions  à  Tégard  du  spec- 
tateur, on  nomme  longueur  celle  de  ses  trois 
dimensions  qui  a  le  plus  d'étendue ,  épaisseur 
celle  qui  en  a  le  moins,  et  enfin  largeur  celle 
qui  est  moyenne  entre  les  deux  ;  sauf  à  les  pren- 
dre l'une  par  l'autre  si  elles  deviennent  égales. 
Si  le  corps  est  d'une  forme  extrêmement  irrégu*- 
liere ,  il  tant  regarder,  comme se%  dimensions,  Içs 
lignes  connues  ou  à  connoître,  au  moyen  des- 
quelles on  viendroit  à  bout  de  fixer  le  volume 
qu'il  occupe  dans  l'espace ,  de  quelque  maniteie 
qu'on  pui§se  les  déterminer.  , 

4.  Si  Ton  fait  abstraction  de  l'une'des  dimen- 
sions d'un  solide  pour  n'en  considérer  que  deux , 
ou  si  l'on  ne  considère  que  l'enveloppe  d'un 
corps,  on  a  l'idée  d'une  surface,  ou  d'une  éten- 
due qui  n'a  que  deux  dimensions^  longueur  et 
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largeur  ;  d'où  il  suit  qu*âucune  surface  ne  pent 
exister  seule ,  et  indépendamment  des  corps.    • 

5.  Pareillement  si  1  on  considère  la  borne  on 
la  limite  d^une  surface,  on  a  Fidée  d^une  ligne 
ou  d'une  étendue  en  longueur  seulement.  Ainsi 
la  ligne  est  la  borne  d'une  surface,  et  ne  peut 
avoir  aucune  largeur  :  néanmoins,  pour  représen- 
ter aux  yeux  et  à  l'esprit  celles  que  nous  trace- 
rons ,  nous  leur  donnerons  une  Jargeur  qui  les 
rende  sensibles,  mais  dont  la  raison  les  dépouille 
au  même  instant  qu'elle  s'en  forme  l'idée. 

6.  Le  point  n'est  que  la  borne  d'une  ligne  ;  il 
i:e  peut  donc  avoir  aucune  espèce  d'étendue 
appréciable  ou  sensible.  C'est  le  dernier  degré 
d  abstraction  ;  d'où  il  suit  qu'on  ne  peut  le  con- 
sidérer seul,  puisqu'il  n'a  aucune  des  espèces 
d'étendue  que  la  géométrie  considère.  Quelques 
géomètres  l'ont  cependant  regardé  comme  le 
principe  générateur  de  toute  espèce  d'étendue. 
Quoique  ces  idées  soient  vraies  dans  le  fond, 
néanmoins  de  |Srétendus  métaphysiciens  en  ont 
tiré  de  fausses  conséquences  sur  la  nature  des 
éléments  de  chaque  espèce  de  grandeur  conti- 
nue. Noiis  sommes  forcés  de  relever  ces  erreurs 
avant  d'aller  plus  loin. 

7.  On  a  donc  dit  avec  raison  que  l'idée  d'un 
point  qui  se  meut  vers  un  autre  suivant  une  loi 

[uelconque ,  nous  donne  l'idée  d'urip  ligne  ou 
l'une  étendue  sans  largeur;  ce  qui  est  en  effet , 
puisque  ces  deux  idées  sont  identiques.  Mais 
c'est  à  tort  que  l'on  a  conclu  que  la  ligtie  étoit 
composée  de  points  mathématiques  >  tels  qu« 
nous  les  avons  définis. 
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Pareillement  l'idée  d'une  ligne  en  mouvement 
est  la  même  que  Tidée  d'une  étendue  qui  a  deux 
dimensions ,  pourvu  que  son  mouvement  se  fasse 
de  manière  que  toutes  ses  parties  aillent  de  fronti 
ou  tournent  autour  de  quelque  axe  donné  de 
posiHon ,  puisque  l'idée  a'un  pareil  mouvement 
est  identique  avec  celle  d'une  étendue  qui  a 
deux  dimensions  :  mais  il  ne  s'ensuit  nullement, 
comme  on  l'a  prétendu ,  que  les  surfaces  soient 
composées  de  lignes  sans  largeur;  ou  si  vous  leur 
en  donnez  une,  si  petite  qu'elle  soit ,  ce  ne  seront 

i)Ius  des  lignes  mathématiques  \  et  vous  donnerez . 
e  même  nom  à  des  étendues  très  différentes. 

Enfin  on  reconnoît  aisément  que  le  mouve- 
ment d'une^urface  qui^se  meut  vers  une  autre 
surface,  ou  autour  d'un  axe,  détermine  dans 
l'espace  une  étendue  qui  a  Iqs  trois  dimensions  ; 
maisil  ne  s'ensuit  nullement  que  les  solides  soient 
composés  de  surfaces  absolues  sans  épaisseur; 
et  si  vous  leur  en  donnez  une  quelconque ,  ce  ne 
seront  plus  des  surfaces  ,  telles  que  nous  les 
avons  définies ,  mais  de  vrais  solides. 

Corollaire    I. 

8.  Il  suit  de  ce  qui  précède ,  et  de  ce  que  les 
éléments  d'une  quantité  doivent  être  de  même 
nature  que  cette  quantité,  que  les  éléments  des 
lignes  sont  des  lignes^  dont  le  pain  t'est  la  limite; 
que  les  éléments  des  suifaces  sont  des  surfaces 
dont  la  ligne  est  la  dernière  limite;  et  qu'enfin 
les  éléments  des  solides  sont  des  solides,  infini-- 
ment  petits  si  Von  veutj  mais  qui  ont  toujours 
trois  dimensioBS,  comme  le  soMe  auquel  Us  ap« 
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partîennent,  et  dont  la  surface  est  la  limite  qu'ils" 
n'atteindront  jamais. 

Corollaire    IL 

9.  Il  suit  encore  de  tout  ce  qui  précède  que  la 
géométrie  élémentaire  doit  naturellement  renfer- 
mer trois  parties:  la  première  traitera  dçs lignes, 
la  seconde  des  surfaces,  et  la  troisième  des  solides. 
Mais,  outre  ces  trois  parties ,  nous  y  joindrons 
quelques  traités  particuliers  pourmontrerTapplir 
cation  des  vérités  élémentaires  à  la  pratique. 

Observation. 

10.  En  exposant  chacune  de  ces  trois  parties 
séparément,  nous  les  considérerons  d'abord  dans 
Un  très  grand  degré  d'abstraction  et  de  généra- 
lité, sans  nous  assujettir,  dans  la  détermination 
de  leurs  rapports,  à  aucune  unité  fixe  et  détermi- 
née; c'est  ce  qui  constitue  la  géométrie  propre- 
ment dite,  dont  les  principes  invariables  doivent 
être  les  mêmes  dans  tou^  les  temps  et  dans  tous 
les  lieux.  Ensuite  nous  ferons  l'application  des 
règles  générales  que  nous  aurons  établies  aux  toi- 
sés les  plus  en  usage,  particulièrement  pour  les 
Surfaces  et  pour  les  solides;  et  cette  partie  de  la 
géométrie  devient  une  science  composée  de  la 
première  et  de  l'arithmétique ,  sans  laquelle  il 
sei'oît  absurde  de  vouloir  s  y  appliquer. 

Quoique  la  méthode  d'enseigner  par  théor 
rêmes  tienne  à  la  méthode  synthétique,  il  n'en 
est  pas  moins  vrai  que  ce  traité  élémentaire  est 
en  même  temps  analytique ,  puisque  l'on  n'y 
trouvera  janiaxs  Isr  solution  d'aucun  problème  , 
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ù'elle  n'ait  été  amenée  par  les  considérations 
ies  vérités  qui  y  ont  un  rapport  plus  immédiat, 
et  par  une  analyse  absolument  géométrique  ;  en 
sorte  que  Ton  puisse  apprendre  en  même  temps 
et  les  vérités  élémentaires  les,  pins  importantes, 
et  la  manière  de  les  découvrir  par  la  liaison  in- 
time qu'elles  ont  entre  elles. 

Explication  des  signes  donc  on  fera  usage  dans  ce 

traité. 

Le  signe = signifie  l'égalité  entre  les  grandeurs 
qui  le  précèdent  tt  qui  le  suivent, 

Les  signes  •<  et  >►  signifient  /7/w^  grand  et  plus 
petit,  la  quantité  la  plus  grande  étant  du  côté  de 
l'ouverture  ,  et  la  plus  petite  yers  la  pointe; 
A  -<  B  signifie  que  A  est  plus  petit  que  B ,  et 
A  >  B  signifie  le  contraire. 

Nous  nous  servirons  des  signes  H- et — ,  au'ou 
'prononce  plus  et  moins,  pour  marquer  l'adaition 
ou  la  soustraction  de  plusieurs  quantités  :  de 
même  lorsqu'il  s'agira  d  indiquer  la  racine  ^nar- 
rée d'une  quantité,  nous  emploierons  le  signe  \/ 
qu'on  nomme  signe  radical;  en  mettant  un  3  aur 
dessus  du  signe,  lorsqu'il  s'agira  d'une  racine  cu- 
bique. Nous  indiquerons  pareillement  la  raulti-' 
plication  de  deux  quantités  par  le  signe  x  qu'on 

Erononce  multiplié  par^  et  la  division  par  une 
arre  horizontale  mise  entre  le  dividende  et  I0 
diviseur.  EnlBn  toute  proportion  géométrique  sera 
exprimée  par  deux  points  entre  les  termes  des 
rapports  égaux ,  et  quatre  entre  le  premier  et  le 
eecond  rapport.  Ainsi,  pour  marquer  que  les 
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lignes  AB ,  BC ,  CD ,  DE,  sont  en  proportion , 
on  mettra  AB  :  BC  ::  CD  :  DE.  La  progrès-. 
$ion  ou  proportion  continue  s'exprimera  par  ce 
signe  -=T-  précédant  tous  les  termes^  et  par  deux 
points  entre  les  autres.  Ainsi ,  si  les  lignes  dé^i^ 
gnées  ci  dessus  sont  en  progression  continue,  pi* 
écriroit  cctome  il  suitr^  AB  :  BC  :  CD  ;  DE ,  etc. 


CHAPITRE     IL 

Des  lignes  ^^^çites  et  de  leurs  principales  pror 

priéiés.      • 


§•       P  R  ]^  M  I  £  R. 

11.  JNo US  supposerons  toutes  les  figures  que 
nous  aurons  à  décrire,  tracées  sur  un  plan ,  c'est- 
à-dire  sur  une  surface  à  laquelle  on  peut  appli- 
3uer  une  règle  bien  dressée  dans  toutes  sortes 
e  directions.  Telle  est  sensiblement  la  surface 
.  d'une  glace  bien  polie. 

12.  Définition.  Une  ligne  droite  AB  (Jig.  i, 
planche  l)  est  celle  dont  toutes  les  parties  sont 
dans  une  seule  et  même  direction;  ou  ce  qui 
revient  au  même,  c'est  une  étendue  en  longueur 
seulement,  et  que  l'on  conçoit  formée  par  le 
ipouvement  d'un  point  A  vers  un  autre  point  B , 
sans  aucun  détour;  d'où  il  suit  que  la  ligne  droite 
est  le  chemin  le  plus  court  entre  ces  deux  extré^ 
Biités. 


Çl/sen^atiçn.  Up,  ^uteip-  céjetre  a,  reproché  ^  Mt  d'A/ 


THiORIQTTE    ET    PRATIQUE.  9 

lembert  de  ne  pas  savoir  ce  que  c'est  qu'une  ligne  droite , 

Sarceque  le  géomètre  avoit  attaqué  h.  définition  de  la  ligne 
roite.  Je  pourrois  mériter  le  jnéme  reproche  y  et  je.  con* 
Tiens  que  cette  définition  n'est  qu'un  cercle  vicieux,  et 
que ,  bien  analysée ,  elle  se  réduit  a  dire  que  la  ligne  droite 
est  la  ligne  droite.  Je  crois  néanmoins  qu'on  ne  peut 
pas  espérer  de  meilleure  définition ,  et  que  l'idée  de  la 
ligne  droite  étant  une  des  idées  primitives  n'est  pas  sus- 
ceptible de  définition  ;  et  d'ailleurs  il  n'en  résultera  au- 
cune erreur  dans  la  géométrie. 

M.  l'abbé /^e/ï2>z£,  géomètre  distingué  I  et  auteur  d'un 
excellent  ouvrage ,  qui  a  pour  titre  Elemenù  di  mathe^ 
inaiica,  imprimé  à  Parme  1770,  définit  la  ligne  droite 
par  une  propriété  qui  n'appartient  qu'à  elle  seule ,  c'est  de 
ne  pouvoir  renfermer  aucun  espace  en  tournant  sur  deux 
quelconques  de  ses  points.  Mais  cette  vérité  est  plutôt 
une  suite  nécessaire  de  la  nature,  et  de  l'essence  d'une 
ligbe  droite  qu'une  définition  de  cette.ljgne  ;  en  sorte  qu'il 
me  parolt  toujours  constant  que  toutes  les  définitions  de 
}a  ligne  droite  se  réduiront  4  dire  que  la  ligne  droite  e$t  I4 
ligiie  droite» 

Corollaire    I. 

i3.  Par  un  point  A  donné  sur  un  plan,  on 
peut  faire  passer  une  infinité  de  lignes  droites 
AB,  ACf  AD,  parceque  le  même  point  peut 
être  une  extrémité  commune  à  plusieurs  lignées  : 
donc  un  point  ne  suffit  pas  pour  déterminer  la 
position  d'une  ligne  droite.  On  voit  au  contraire 
que  par  deux  pomts  A  et  B  on  ne  peut  faire  pas-» 
ser  que  la  seule  ligne  droite  AB  ;  d'où  nous  con- 
clurons que  deux  points  suffisent  pour  délermi^ 
ïier  la  position  d'une  ligne  droite. 
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COAOLLAIRB      IL 

i4-  Donc  une  ligne  droite  ne  peut  pas  en  cou* 
"per  une  autre  dans  deux  points.  Car,  supposant 
pour  un  instant  que  cela  fût  possible ,  ces  deux 
points  étant  communs  à  chaque  ligne  et  pouvant 
servir  à  déterminer  chacune  d'elles ,  il  ne  seroît 
plus  vrai  de  dire ,  comme  on  vient  de  le  démon- 
trer tout  à  rheure ,  que  deux  points  ne  détermi* 
nent  qu^une  seule  et  même  ligne  droite. 

S  c  H  o  L  I  B. 

i5.  Tout  le  monde  connoît  la  manière  de  tra- 
cer une  ligne  droite  avec  la  règle  sur  le  papier. 
S'il  s^agit  de  lignes  qui  doivent  avoir  une  certaine 
étendue  ,  et  qu'on  n'ait  point  de  règle  assez 
grande ,  on  se  sert  de  ficelles  bien  tendues  et 
frottées  sur  de  la  craie  pour  les  tracer  ;  en  les 
pinçant  par  le  milieu ,  et  les  élevant  au-dessus  du 
plan  pour  les  lâcher  ensuite ,  la  ligne  droite  se 
trouve  tracée,  même  sur  des  surfaces  irrégulieres. 
C'est  ainsi  que  les  chatpentiers  décrivent  des 
lignes  sur  de  longues  pièces  de  bois,  sur-tout  lors- 

3u'elles  doivent  être  sciées  de  même  épaisseur 
ans  toute  leur  longueur. 
Dans  la  levée  des  plans,  les  alignements  se 
tracent  avec  des  jalons  refendus  à  leurs  extrémi- 
tés supérieures  pour  y  insérer  une  carte  blanche 
qui  sert  à  les  rendre  plus  visibles.  On  les  fiche 
en  terre ,  et  on  les  dispose  de  manière  que  tous 
se  trouvent  dans  la  direction  d'un  seul  et  méi^e 
rayon  visuel. 


fTHiORÎQUK    ET    PRATIÇXJt.  fil 

COROLLAIKK      III, 

i6.  Puisque  la  ligne  droite  est  le  chemin  le 
plus  court  de  l'une  à  Fautre  de  ses  extrémités,  il 
s'ensuit  que  tout  chemin  brisé,  tel  que  AGB« 
(Jïg.  3  ) ,  est  plus  iong  que  la  ligne  droite  AB  ;  et 
que  de  deux  chemins  brisés  ACB,  ADB,  ter^ 
minés  aux  mêmes  extrémités ,  et  formés  chacun 
de  deux  lignes  droites ,  celui  qui  s'éloigne  le  plus 
de  la  ligne  droite  AB  est  le  plus  long ,  et  récipror 
quemenL 

Pour  le  démontrer,  soit  prolongée  la  ligne  AD 
jusqu'à  ce  qu'elle  rencontre  la  droite  CB  à  E, 
pn  aura  AC  -+r  CE  >  AE;  ajoutant  EB ,  on  aura 
AC-hCE^EB/ouAC  h-CB  >AEh-EB: 
mais  AE  -h  EB  est  aussi  plus  grand  que  AD-+-  DB  ; 
car  DE  -f-EB  >DB,  et  ajoutant  AD,  on  aura 
AD  H- DE  H- EB,  ou  AEh-EB  >AD-+-DB; 
donc,  à  plus  forte  raison,  AC-hCB  est  plus  grand 
que  AD  H- DB. 

N.  B.  Les  géomètres,  dans  les  premiers  élé- 
ments de  celte  science,  démontrent  souvent  des 
vérités  qu'on  pourroil  mettre  au  rang  des  axio- 
mes, comme  celle  du  dernier  corollaire.  Nous 
ne  croyons  pas  devoir  abandonner  cette  mé- 
thode, soit  pour  conserver  à  la  géométrie  cette 
précision  qui  en  fait  le  caractère  et  la  beauté,  soit 
pour  mieux  accoutumer  les  commençants  à  la 
manière  de  bien  démontrer,  en  les  exerçant 
d^abord  sur  des  propositions  évidentes  où  ils 
n'ont  d'autre  étude  que  celle  de  saisir  la  marche 
des  raisonnements,  qui  est  presque  par-tout  li 
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'  î.    IL 

Des  différentes  positions  des  lignes  droites  les 
■     unes  à  F  égard  des  autres;  des  angles  qui  en 
résultent  lorsqu'elles  se  rencontrent. 

17.  Deux  lignes  droites  tracées  sur  un  plan  ne 
peuvent  avoir  que  deux  positions  l'une  à  l'égard 
de  l'autre  :  ou  bien  elles  sont  disposées  de  ma- 
nière qu'elles  se  coupent  ou  pavent  se  rencon- 
trer en  les  prolongeant,  et  alors  on  les  nomme 
lignes  œncourantes  ;  ou  bien  elles  sont  dispo- 
sées de  manière  qu'elles  ne  peuvent  jamais  se 
rencontrer,  si  loin  qu'on  les  prolonge^  et  dans 
ce  cas  on  les  nomme  parallèles. 

18.  Deux  lignes  droites,  tracées  sur  un  plan , 
se  coupent  dans  un  point:  trois  lignes  droites ^ 
dont  aucunes  ne  sont  parallèles ,  se  peuvent  cou- 

erdans  trois  points;  quatre  lignes  droites,  dans 
es  mêmes  conditions  qu'il  n'y  a  point  de  paral- 
lèles, peuvent  se  couper  dans  six  points ,  et  ainsi 
de  suite  selon  la  loi  des  nombres  1, 3,  6,10,  i.5, 
21,  etc.  et  qu'on  nomme  les  nombres  triangu- 
laires. 

Des  lignes  concourantes. 

19.  Lorsqu'une  ligne  CD  rencontre  une  ligne 
droite  AB  ,  elle  ne  peut  encore  avoir  que  deux 
positions  à  l'égard  de  cette  même  ligne.  :  car  ou 
elle  ne  penche  pas  plus  vers  A  que  vers  B ,  et 
dans  ce  cas  on  (fit  qu'elle  est  perpendiculaire  sur 
AB;  ou  bien  elle  est  plus  inclinée  vers  A  que 


r. 
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vers  B^  {Jig.  4  et  5  )^  et  dans  ce  cas  on  dit  qu'elle 
est  oblique  ou  inclinée  sur  AB. 

ao.  Quelle  que  soit  la  posuion  d'une  ligne  CD  à 
regard  d'une  droite  AB,  dès  lorsqu'elles  se  ren- 
contrent, elles  forment,  au  point  où  elles  se  cou* 
peut,  ce  que  l'on  appelle  un  angle ^  qui  n'est 
autre  chose  que  Vespace  indéfini  renfermé  entre 
deux  lignes  qui  se  rencontrent.  On  peut  dire  éga- 
lement que  r angle  est  V inclinaison  d'une  ligne 
sur  une  autre,  ou  l'ouverture  de  ces  mêmes 
lignes. 

Si  la  ligne  CD  est  perpendiculaire  sur  AB,  les 
angles  ACD  et  BCD  seront  égaux ,  et  chacun  se 
nomme  angle  droit;  si,  au  contraire,  la  ligne  CD 
est  inclinée  sur  AB ,  elle  forme  des  angles  iné- 
gaux: Tun  ACD  plus  petit  qu'un  droit,  il  s'ap- 
pelle aigu\  l'autre BCÙ  plus  grand'ou'un  droit, 
et  qu'on  nomme  obtus.  Le  pomt  où  les  lignes  se 
coupent  se  nomme  le  sommet  de  V angle ,  et  les 
lignes  CA,  CD,  ou  CB,  CD,  se  nomment  les  côtés 
de  cet  angle.  Lorsqu'il  y  a  plusieurs  angles  autour 
d'un  point,  il  iàut  absolument  désigner  chacun  de 
ces  angles  par  trois  lettres ,  dont  celle  qui  est  au 
sommet  occupe  le  milieu  ;  comme  dans  la  figure 
n  y  pour  marquer  l'angle  formé  par  les  lignes  AC, 
AB ,  il  faut  dire  l'angle  BAC  pour  le  distinguer  de 
tous  les  autres  andes  :  mais,  dans  la  figure  6 ,  on 
pourroît  désigner  l'angle  ACD  par  laseule  lettre 
C  qui  est  à  son  sommet. 

Corollaire    L 

%\.  Il  suit  de  cette  définition  que  la  grandeur 
d'ua  angle  ne  dépend  nullement  de  la  grandeur 
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de  ses  côtés,  mais  uniquement  de  leur  încliaaf- 
6on  au  point  où  elles  se  coupent.  Par  exemple , 
l'angle  ACD  (fig.  6  )  est  plus  grand  que  Tangle 
ûcd  y  quoique  les  côtés  AC ,  CD  du  premier 
soient  plus  petits  que  ceux  ac^  cd  du  second, 
parceque  Totiverture  des  côtés  du  premier  est 
plus  grande  que  celle  des  côtés  du  second 

COROLLAIRS      IL 

22.  Il  suit  encore  de  la  définition  de  Tangle 

2u'il  n'y  a  pas  d'autres  angles  que  ceux  qui  sont 
>rmés  par  des  lignes  droites ,  et  qu'il  ne  peut  y 
avoir  d'angles  curviligne  ou  mixtiligne ,  c'est-à- 
dire  dont  les  côtés  seroient  deux  lignes  courbes  ^ 
ou  bien  une  ligne  courbe  et  une  ligne  droite. 
Si  cependant  on  trouve  de  pareils  angles  comme 
aux/igures  y  et  8,  il  faut,  pour  en  avoir  la  valeur, 
les  ramener  à  la  considération  des  angles  formés 
par  les  tangentes  aux  points  où  ces  lignes  se  cou- 
pent. On  pourroit  admettre  cependant  ces  déno- 
minations pour  distinguer  plus  facilement  les 
parties  d'une  figure  où  il  s'en  trouveroit  de  cette 
«spece,  pourvu  qu'on  n'imagine  pas  que  ces 
angles  soient  d'une  autre  nature  que  ceux  formés 

{)ar  les  lignes  droites  tangentes  à  ces  courbes  à 
eur  point  d'intersectîon. 

DEFINITIONS. 

23.  Outre  les  trois  espèces  d'angles  que  nous 
venons  de  donner,  le  droit,  l'obtus  et  l'aiau  ;  il  y 
a  encore  d'autres  dénominations  qu'il  faut  ex- 
pliquer  ici.  i**.  Lorsqu'un  angle  ACD  joint  avec 
un  autre  DGF  fait  un  angle  droit  {Jig.  5  ) ,  on 


i^it:s  ae  suite,  et  ces  angles  sont  toujours  sup^ 
Tun  de  l'autre  :  car,  en  élevant  sur  AB 


■ 
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dît  que  Tun  est  complément  de  Tautre ,  oU  que 
le  second  est  complément  du  premier.  2^  Si 
deux  angles  ACD,  BCD,  pris  ensemble,  valent 
deux  droits ,  le  premier  est  dit  supplément  du 
second ,  et  le  second  réciproquement  supplé- 
ment du  premier.  3.**.  Lorsqu'une  ligne  CD  tombe 
obliquement  sur  une  droite  AB ,  les  deux  angles 
aigu  et  obtus,  comme  ACD,  BCD,  sont  nommés 
angles  de 
pléments 

ia  perpendiculaire  CF ,  on  voit  que  Tangle  aigii 
ACD  vaut  un  droit  moins  l'angle  DCF  ;  et  l'obtus 
BCD  vaut  un  droit,  plus  le  même  angle  DCF. 

Corollaire     L 

24.  n  suit  de-là  que  si,  en  mesurant  deux  an* 
gles  ACD ,  BCD ,  qui  ont  un  côté  commun  CD> 
on  trouve  qu'ils  fassent  ensemble  deux  droits , 
on  en  pourra  conclure  que  CB  et  CA  sont  une 
seule  et  même  ligne  droite.  Si,  au  contraire,  ces 
deux  angles  pris  ensemble  font  plus  ou  moins  que 
deux  droits ,  CB  ne  sera  pas  en  ligne  droite  avec 
CA  (fig.  5  ). 

Corollaire     IL 

a5.  Il  suit  des  mêmes  définitions  que  tous  les 
angles  tels  que  BAC ,  CAE ,  EAF,  FAG,  GAD  et 
BAD,  que  rdn  peut  former  autour  d'un  point,  ne 
valent  que  quatre  angles  droits;  car,  concevant 
au  point  A  {Jig.  2  )  une  perpendiculaire  sur  AB^ 
elle  formera  quatre  angles  droits  avec  cette  ligne^ 
deux  au-dessus  et  deux  au-dessous  ;  et  toutes  les 
lignes  que  l'on  pourra  mener  par  le  point  A  siu: 


a6  lÈçOKS  oÈ  GioiâiirKit 

le  même  plan ,  ne  feront  que  partager  ces  cjualre 
angles  droits  en  d^autres  angles  plus  petits ,  sans 
que  leur  somme  pubse  augmenter  de  valeur. 

S  c  H  O  L  I  £« 

a6.  Tous  les  ouvriers  qui  s^occupent  de  com- 
partiments, sont  obligés  de  s'astr,6indre  à  cette 
règle  pour  que  l'espace  autour  d'un  point  et  dans 
un  même  plan  soit  exactement  rempli.  C^est 
aussi  par  une  suite  nécessaire  de  ce  principe ,  que 
l'on  ne  peut  employer  que  certaines  figures  régu* 
lieres  pour  carreler  les'appaitements. 

Corol£ai,re     III. 

liy.  Il  suit  encore  de-là  que  des  angles  égaux 
ont  deâ  compléments  ou  des  suppléments  égaux; 
et  que  si  deux  ou  plusieurs  angles  ont  des  com- 
pléments ou  des  suppléments  égaux  ,  ils  sont 
égaux  nécessairement. 

ThiSorême     L 

a8.  5/  deux  lignes  droites  AB^  DÉ^  se  coupent 
dans  un  point  C  ^  les  angles  opposés  au  sommet 
tels  que  ACD^BCE,  ou  ACE,  BCD,  et  formés 
par  ces  mêmes  lignes,  seront  égaux  (/ig.  9  ). 

DjémonstratioK. 

Puisque  la  ligne  DC  tombe  obliquement  sut 
AB,  les  angles  de  suite  ACD ,  BCD,  pris  en- 
semble ,  valent  deux  droits  (  n°.  23  ).  Pareille- 
ment ,  puisque  la  ligne  BC  tombe  obliquement 
sur  la  droite  DE ,  les  angles  de  siiite  BCE  et  BCD , 
pris  ensemble ,  valent  deux  droits.  Donc  le  mên^e 

angle 


ao^e  BCD  est  supplément  des  an^es'ACD^; 
B(^,  opposés  au  sommet;  donc  ces  aiîglês  sont 
ég^ux  (n°.  24).  ;  ,_ 

On  prouvera  de  même  que  les  angles  j  ACE  ^ 
BCD,  ayant  le  même  sangle  AÇD-pp m  supplé- 
ment, sont  égaux.  Donc  si  deux  lignes  droites 
se  coupent,  les* angles  aigus  pu  obtus ,  opposés 
au  sommet  et  formés  par  ces;mêmes;ligaes,  sont 
égaux.  C  Q.  F.  D,  '  ^  -, 

On  peut  encore  appercevoir  la  vérité  de  ce 
théorème  d'une  autre  manière  :  car,  si  l'on. ima- 
gine que  la  ligne  DE,  orlginai/e.iijent  couchée  sur 
AB,  vienne  à  s'écarter  de  sa  premiei;e  position 
en  tournant  sur  un  de  ses  pomts  quelconque  C 
comme  sur  une  tharniere  \  à'  cause  que  le  mou- 
vement est  nécessairement  égal'  a  égales  dis- 
tances dif  centre,  il  est  évident  que  la  partie  CD 
ne  peut  s'élever  sans  que  l'autre  pàitîe  CE  ne 
s'abaisse  de  la  même.quantité, -ce  qui  constitue 
nécessairement  l'égalité  des  angles  opposés. au 
sommet  -    '  ^  '  '    ^ 


\  1 


29.  Si  qua&^iangiés  ACD,  BCE,*  ACE,  Bfîp  ; 
apposés  au  sommet^  sont  égaux;  je  dis  que  &jp 
liffies  qui  les  forment  sont  deux  lignes  drokes..- 


DEMONSTRATION..'       i 


Puisque  Vôn  a  par^hypothese  ACD  =  BCE*;  et 
ACE  ==  BCD;  en  ajoutant  Ifes -premiers 'et  se- 
conds membres  de  ces  égalités ,  on  aura  ACD-h 
ACE=:BCE-f-BCD  :  mais  à  cause  que  tous  les 
angles  autour  d'un  point  valent  quatre  dlroits 

B 
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(  n^  a5  ) ,  il  s'ensuit  que  ACD  -4*  ACE  valc»t 
deux  droits  ;  donc  GE^st  eti  ligne  droite  avec  CD 
(  n^  24  ).  Si  au  contraire  on  ajoute  en  croix  les 
membres  de  ces  deux  égalités,  on  aura  ACD— H 
BCD  =  BGE  -+-  ACE  :  d'où  il  suit  que  ces  deux 
sommes  valant  cjiacunedeux  droits,  les  lignes CA, 
CB,  ne  font  qu'une  seule  etmême  ligne  droite. 

Donc  si  quatre  angles,  opp.osés  au  somme K 
deux  à  deux ,  sont  aussi  égaux  deux  à  deux;  les 
lignes  qui  les  forment  sont  des  lignes  droites.  C. 
Q.  F.  D. 

THiORÊME      III. 

■ 

3o.  Si  deux  angles  ACD ^  BCE,  opposés  au  som- 
met, sont  égaux;  et  que  de  plus  deux  Me  leurs, 
côtés  AC  et  CB  soient  en  ligne  droite  ;  je  dis  que 
les  deuijc  autres  côtés  CD ,  CE  seront  aussi  en 
ligne  droite. 

DéMOKSTRATIOK. 

i 

Puisque,  par  hypothèse,  les  deux  côtés  AC 
et  CB  sont  en  ligne  droite ,  on  aura  (  n''.  24  ) 
ACDh-BCD=  deux  droits;  et  parceque  Ton 
supposé  aussi  ACD  =s  BCE,  exilent  ajoutant  le 
même  angle  BCD,  on  aura  ACD -4- BCD  =2? 
BCE  -4-  BCD  :  donc  BCD  est  aussi  strpplémerit 
de  BCE  ;  donc  les  angles  BCE ,  BCp ,  pris  en- 
semble ,  valent  deux  oroits  ;  donc  aussi  les  lisnes 

CP;^  CE  ne  font  qu'une  seule  et  mépie  ^n« 

droitç.  C,  Q.  E.  D*       '  .      r     /  '    ♦    .. 

•  « 
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■    CHAPITRE    III. 

Définitions  du  cercle  et  des  principales  espèces  de 
lignes  qu'on  y  considère  ;  de  la  division  de  sa 
circonférence  j  et  de  son  usage  dans  la  mesure 
des  angles  ;  manière  de  se  servir  des  arcs  de 
cercle  pour  trouver  des  points  à  égales  dis^ 
tances  de  points  donnés. 

I***.  X^É  cercle  est  une  sur  face  plane ,  terminée 
par  une  seule  ligne  courbe  ADBILA,  quon 
nomme  circonférence  {fig.  -lo),  dont  tous  les 
points  sont  à  égales  distances  d*un  point  C,  placé 
au^dedaas  de  cette  figure ,  et  qu'on  appelle  le 
centre  du  cercle. 

II"*.  Toutes  les  lignes  menées  du  centre  à  la  cir-- 
conférence ,  comme  CA  ,  CD ,  CB ,  etc.  sont 
nommées  rayons;  d'où  il  suit  que  tous  les  rayons 
d'un  xfième  cercle  sont  égaux. 

III"'.  Une  ligne  droite  comme  ACB ,  terminée 
à  deux  points  opposés  de  la  cîrconjf^rence ,  et 
passant  par  le  centtfej  se  nomme  diamètre,  parçe- 
qu'eç  effet  elle  passe  par  le  milieu  du  cercle 
qu'elle  divise  en  deux  parties  égales  ;  d'où  il  suit 
aussi  que  fous  les  diamètres  sont  égaux  dans  un 
même  cercle ,  puisque  tout  diamètre  est  double 
du  rayon. 

IV"*.  Une  ligne  FG  qui  coupe  une  circonférence 
en  deux  points  I,L ,  se  nomme  sécante.  La  por- 
tion de  cette  ligne,  terminée  à  deux  points I, 

Bij 
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L  y  de  la  circonférence ,  se  nomme  corde  ;  et  k 
portion  de  circonférence,  déterminée  par  cette 
corde,  soil  :au- dessus,  èomme  IDL,  soit  au- 
dessous,  comme  IKL,  se  nomme  arc  de  cercle. 

V"***  Une  ligne  comme  BE  qui  n  a  qu'un  point 
de  commun  avecla  circonférence  d'un  cercle  se 
nomme  tangente. 

VI"*.  Une  portion  de  la  surface  du  cercle,  ter- 
minée par  un  arc  IL,  et  par  deux  rayons  CI,  CL, 
qui  aboutissent  aux. deux  extrémités  de  cet  arc, 
se  nomme  un  secteur  de  cercle.  Tant  que  l'arc  est 
plus  petit  que  la  demi-circonférence ,  le  s^teur 
est  plus  petit  que  le  d^mi-cercle.  Si  l'arc  est  p.his 
grand  qu'une  demi- circonférence,  le  secteur  est 
plus  grand  que  le  4emi- cercle. 

VIi"%  Une  portion  dç  la  surface  du  cercle  lei^ 
minée  par  un  archet ^ par  ime, corde,  sç  iiomme 
segment  de  cercle.  Toute  corde  qui  ne^passe  pas 
par  le  centre  divise  le^xerclè  en  deux^egm<$nts 
inégaux  :  l'un  plus  petit  que  le .  demi  •  cercle , 
comme  IKL,  qu'on  nomme^etit  segment;  l'autre, 
plus  grand  comme  IBDAL ,  on  le  nomme  grand 
segment^    >  _  »    :• 

3i.  Outre  les  lignes ,dont,onvîftnt. de  parler, 
on  en  considère  encore  wn.grand  nombre. dont 
on  donnera  les  définitions  par  la  suite.  Occupons-^ 
nous  un  moment  des  rapports  de  la  circôbférence 
du  cercle  et  de  ^es  partie  avec  laivesure  des 
angles,     .  i,       ;  , 
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tirages  de  la  circonférence  du  cercle  dans,  la 

mesure  des  angles. 

Sa.  Si  Ton  conçoit  qu'une  ligne  CD  (fig.  lo  )  » 
originairement  couchée  sur  CA  ^  vienne  à  s'en 
écarter  en  tournant  sur  Fini  de  ses  points  C , 
comme  au  tour  d'une  charnière;  il  est  visiole  i  "^  que 
tous  ses  points  décriront  dans  ce  mouvement  des 
circonférences  de  cercles  qui  auront  toutes  le 
même  centre  ,  et  que ,  pour  cette  rabon  j  Ton 
nomme  concentriques  ;  a"*  que ,  dans  ce  mouve^ 
ment ,  ell^*  passe  par  toutes  les  inclinaisons  pos- 
sibles à  regard  de  la  même  ligne  CA  ;  3°  que  les 
arcs  compris  entre  la  ligne  AC  et  CD  dans  ces 
différentes  positions ,  augmentent  dans  U  même 
proportion  que  l'ouverture  des  angles  que  cette 
même  ligne  CD  forme  avec  AC-  Donc  ies  arcs 
sont  des   quantités  essentiellenient   propres  à 
donner  la  mesure  des  angles  ;  aussi  de  tout, temps 
ont'ils  été  employés  à  cet  usage.  « 

33.  Pour  le  faire  avec  plus  de  précision ,  on  a 
divisé  toute  circonférence  en  36o  parties  égales 
qu'on  nomme  d^grésc  Chaque  degré  se  divise 
encore  eïi  60  parties  égales  qu  on  nomme  minutes^ 
chaque  minute  en  60  secondes ,  et  chaque  se- 
conde en  60  tierces,  et  ainsi  de  suite.  Cnacune 
de  ces  subdivisions  a  un  signe  qui  lui  est  propre: 
ainsi  pour  exprimer  qu'un  angle  est  d'un  certain 
nombre  de  degrés  j  minutes  et  secQudes,  cpmme 
s'il  étoit  de  37  degrés,  49  minutes,  5&  secondes 
et  26  tierces ,  on  écriroit  37**  49^  58"  a6/".  - 

34«  On  voit,  par  les  définitions  précédentes , 

Biij 
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2uej  la  division  de  la  circonférence  en  minutes 
quîvatit  à  une  division  de  cette  même  circon- 
férence en  21600  parties  égales;  quç  celle  des 
secondes  équivaut  à  une  subdivision  1296000  j 
et  qu  enfin  la  circonférence  divisée  en  tierces 
en  contiendroit  77760000.  Les  opérations  les 
plus  délicates  de  Fastronomie  permettante  peine 
ci'estimer  un  angle  à  la  seconde.  Un  arc  d'une 
seconde  sur  la  surface  de  la  terre,  et  sur  un 
grand  cercle,  est  à-peurprès  de  16  toises  pour  un 
rayon  d'eitviron  1 5oo  lieues.  Ainsi ,  dans  la  pra- 
tique et  dans  les  opérations  sur  le  terrain ,  on 
seroit  fort  heureux  de  mesurer  les  angles  à  I4 
minute. 

35.  On  voit  encore ,  par  les  définitions  précé- 
dentes ,  que  chaque  degré,  minute  et  seconde  ^ 
sont  bien  des  quantités  nxes  et  déterminées  dans 
chaque  cerde  )  mais  que  ces  mêmes  lignes  ou 
petits  arcs  varient,  dans  leurs  grandeuni  abso- 
lues, comme  les  rayons  des  cercles  auxquels  elles  ' 
appartiennent  ;  en  sorte  que  la  valeur  a  un  angle 
î)t0  se  mesure  pas  uintpar  la  grandeur  absolue  de 
r arc  compris  entre  ses  côtés,  que  parle  rapport  de 

'  cet  arc  au  rayon  ;  rapport  qui  sera  toujours  le 
même  pour  un  même  angle,  quel  que  soit  le  rayon 
dont  on  se  serve  pour  le  mesurer. 

36.  Les  instruments  en  usage  pour  mesu- 
rer les  aifgles  sont  l^  le  rapporteur,  qui  n'est 
autre  chose  qu'un  demi -cercle  divisé  en  180 

ariies  égalés ,  lorsqu'il  marque  les  degrés ,  et  en 
60  lorsqtt'ildonne  les  demi-degrés;  2*  legrapho- 
metre,  dont  on  se  sert  pour  mesurer  les  angles 
sur  ie  terrain  9  et  dont  nous  donnerons  une 
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descriptioaplus  détaillée  dans  la  trigonométrie  ; 
S\  le  compa» de  proportion,  dont  nous  enseigne^ 
rons  Pusage  lorsque  nous  aurons  donné  les  con- 
noissances  nécessaires  à  sa  construction  ;  4^  enfin 
des  tables  calculées  pour  cet  objet  spécial ,  et 
dont  nous  développerons  la  nature  et  la  cons^^ 
truction*  Cette  dernière  manière  est  une  des  plus 
parfaites  dont  on  puisse  hive  uçage.  Néanmoins 
nous  allons  montrer  dans  le  problême  suivant  une 
manière  des  plus  ingénieuses  de  mesurer  les  an«- 
gles ,  et  même  avec  une  précision  qu'on  n'auroit 
pas  droit  d'attendre  des  méthodes  purement 
graphiques 

Problême. 

.  37.  Etant  donné  un  angle  quelconque  BAC  9 
mesurer  cet  angle,  e^  déterminer  sa  valeur  réelle 
à  une  seconde  près  (^Jig.  20  ). 

SotUTIOK. 

Ajf&.  sur  un  plan  solide  et  très  uni  une  circon«- 
férence  entière,  divisée  en  diverses  parties  égales 

parle5nombres3,4f  ^i^i^t  lo,  la^  i5,  24 1  Se, 
48,  etc.  avec  le  plus  de  précision  possible,  et  sur 
un  rayon  fini  et  déterminé.  Ayant  ensuite ,  du 
sommet  de  votre  angle  à  mesurer^  avec  le  même 
rayon,  décrit  un  arc  de  cercle  compris  entre  s^s 
côtés  ;  prenez  le  plus  exactement  qu'il  vous  sera  ' 
possible  la  grandeur  de  la  corde  de  cet  arc; 
puis  à  partir  d'un  point  de  o  sur  votre  drconfé*' 
rence,  divisée  comme  il  est  dît  ci-dessus,  por- 
tez Fouverture  de  cette  corde  ;  et  comptez  jus* 
qu'à  ce  que  vous  tombiez  sur  quelqu'une  des  ai* 

Biv 
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visions  exactes  dans  lesquelles  votre  cèrae  e^^ 
dîvisé  ;  marquez  soigneusement  combien  vous 
aurez  lait  de  révolutions,  ainsi  que  le  nombre  de 
fois  que  vous  aurez  porté  la  corde  sur  la  circon- 
férence, ainsi  augmentée  d'un  de  ses  multiples, 
plus  une  de  ses  parties  alîquotes  quelconques,  et 
divisez  cette  première  quantité  par  le  nombre 
de  fois  que  la  corde,  est  contenue  dans  la  somme 
des  circonférences  déjà  trouvées  ,  plus  cette 
même  partie  aliquote;  le  quotient  donnera,  à  la 
seconde  près,  la  valeiir  de  l'angle;  et  même  à  la 
tierce  s'il  étoit  nécessaire. 

Exemple.  Ayant  pris  Tare  DF  de  l'angle  que 
nous  voulons  mesurer,  et  décrit  d'un  rayon  égal 
à  la  circonférence  qui  doit  servir  de  çiatriçe  pour 
la  mesure  de  tous  les  angles,  supposons  qu'après 
l'avoir  porté  87  fois ,  on  soit  tombé  sur  un  aour 
zieme  de  la  circonférence  ;  ayant  d'ailleurs  épuisé 
4  fois  la  circonférence  entière ,  on  aura  donc  87 
fois  la  valeur  de  l'arc  égal  à  4x36o®-4-3o°=i  470**? 
divisant  cette  somme  par  Sy ,  il  vient  au  quotient . 
39°  43*  47"^  pour  la  valeur  de  l'angle  à  mesurer. 

38.  On  est  redevable  de  cette  méthode  au  sa- 
vant astronome  Tobie  Mayer,  qui  l'a  publiée 
dans  les  mémoires  de  l'académie  de  Beriin.  Elle 
se  trouve  dans  la  nouvelle  édition  Aes  récréa- 
tions de  mathématiques  d'Ozanam  ,  infiniment 
supérieure  aux  autres  par  le  choix  des  problêmes 
qui  y  sont  présentés,'  et  parla  manière  dont  cha-^ 
que  objet  a  été  traité.  C'est  d'après  ce  principe 
que  l'on  a  fait  exécuter  un  cercle  entier  pour  mer 
surer  les  angles  sur  le  terrain,  et  dont  ùous  parr 
levons  dans  la  trigonométrie. 
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CHAPITRE     IV. 

JDes  différentes  manières  d'élever  des  perpencfi^ 
culaires,  suivant  des  conditions  donnéçf.  ' 

S9.  i3  /  une  ligne  droite  CF  est  perpendiculaire 
au  milieu  d'une  droite  AB  {Jig.  11),  tout  point 
P  pris  dans  cette  perpendiculaire  sera  à  égales 
distances  des  extrémités  de  cette  rftéme  ligne  AB, 

DiiMQNSTRATION. 

Concevons  que  la  Egure  soik  pliée  le  long  de  la 
droite  ÇF  :  à  cause  de  Fégalité  des  angles  ACF  ^ 
BCF ,  il  est  de  toute  nécessité  que  CB  tombe  sur 
CA;  et  parceque  le  point  C  est  le  milieu  de  la 
I%ne  AB ,  le  pointB  tombera  sur  le  point.  A;  n^aîs 
le  point  P  es(  commup  aux  deux  lignes  ;  donc  ' 
elles  se  confondront  dans  leurs  extrémités  ;  donc, 
on  aura  AD==DB ,  et  comme  on  démontrera  la 
mém^  chose  pour  tout  autre  point  de  la  ligne  CF; 
il  est  démontré  que  si  une  ligne  tombe  perpendîr 
culairement  sur  le  milieu  d'une  autre,  elle  aura 
tous  ses  points  à  égales  dislances  des  extrémité^ 
de  cette  même  ligne.  C.  Q.  F.  P, 

Théorème    1\. 

4q,  Si  une  ligne  droite  CF  tt  tous  ses  points  à 
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égales  distances  des  exirémicés  (tune  droite  AB, 
elle  lui  sera  nécessairement  perpendiculaire^ 

DiMÔMSTRATION. 

Ayant  tiré  d*un  point  D  les  lignes  DA  et  DB  v 
ces  lignes  seront  égales,  ainsi  que  les  lijgnes  CA 
€tCB;  enfin  la  ligne  CD  étant  aussi  égaie  à  elle- 
même  ,  il  est  visible  aue  les  angles  DCA  et  DCB 
sont  déterminés  de  la  même  manière  ;  donc  U 
n^  ^  aucune  raison  pour  qu'ils  ne  soient  pas 
égaux  ;  donc  chacun  de  ces  angles  est  droit  ^  et 
par  conséquent  CF  est  perpenaiculairç  sur  AB* 
C  Q.  F.  D- 

T  H  lê  o  a  â  M  E    1 1 1. 

41.  Si  une  ligne  droite  CF  est  perpendiculairo 
sur  le  milieu  d'une  droite  AB^  tout  point  G  gui 
ne  sera  pas  dans  la  perpendiculaire  ne  sera  pas^ 
à  égales  distances  des  extrémités  de  la  ligne  AB. 

Démonstration» 

D'un  point  quelconque  G  aux  extrémités  de  la 
lime  AB  (fig.  12)  soient  menées  les  lignes  GA  et 
GB^  dont  la  première  coupe  CF  dans  un  point  D, 
duquel  soit  encore  tirée  la  ligne  DB. 

Cela  posé,  par  le  n"*  89 ,,  on  aiu'a  AD  =DB  ; 
ajoutant  DG  à  chaque  ligne ,  on  aura  AD  -t-DG, 
ou  AG=:BD-+-DG;  maLsBD-+-DG,  ligne  brisée^ 
est  plus  grande  que  BG;  donc  aussi  AG  est  plus 
grande  que  BG.  C.  <2-  F.  D- 

Corollaire. 
42t.  Donc  tout  point  également  éloigné  des 
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extrémités  d'une  droite  AB  est  dans  la  perpendi^ 
culaire  au  milieu  de  celle  ligne  ;  et  parceque  deux 
points  suffisent  pour  déterminer  la  position  d'une 
ligie  droite ,  pour  élever  une  perpendiculaire  sur 
une  ligne  droite  il  sufEra  de  trouver  deux  points 
à  égales  distances  de  deux  autres  points  pris  dans 
cette  lilême  ligne. 

Proplême    L 

43.  Élever  une  perpendiculaire  au  milieu  (tun^ 
droite  A&{fig.  i3  ). 

Solution, 

^es  poinls  A  et  B  comme  centre^  avec  une 
ouverture  de  compas  plus  grande  que  la  moitié 
de  la  ligne  A  B,  décrivez  au-dessus  et  au-dessous 
de  cette  même  ligne  deux  arcs  de  cercle  RS, 
TV,  et  rs,  tu,  qui  se  coupent  aux  points  délermi* 
nés  F  et  y;  La  droite  FC/"  qui  passera  par  ces 
deux  points,  sera  la  perpendiculaire  demandée , 
comme  il  est  évident  parles  n~  3o  et  42.  C,  Q, 
F.  TetD, 

S  C  H  O  L  1  E. 

44*  Si  Ton  ne  pouVoit  pas  tracer  au-déssous  de 
AB  les  arcs  rs ,,  tu;  parceque  la  même  ligne  seroît 
trop  prèsdu  bord  du  papier,  on  n'auroit  qu'à  cher- 
cher un  autre  point  D  a  égales  distances  de  A  et 
de  B,  au  moyen  de  deux  arcs  mn,  op  décrits  dts 
nicmes  points  A  et  B  comme  centres,  avec  un 
nouveau  rayon  plus  petit  ou  plus  grand  que  celui 
oui  a  donné  le  poirft  F.  Ce  point  sera  toujours  uû 
des  points  de  la  perpendiculaire  au  milieiH  de 

AJd. 


ProblAme    il 

'4^*  ^^  ligne  droite  AB  et  un  point  D  étanf 
donnés  de  position  sur  le  même  pian ,  mener  par 
ce  point  une  ligne  perpendiculaire  à  la  droite  AB 

W-14). 

Solution.    . 

Du  point  donné  D  comme  centre  et  d'une  ou- 
vertiue  de  compas  à  volonté,  soit  décrite  une  por- 
tion de  circonférence  qui  coupe  la  ligne  donnée 
AB  en  deux  points  F  et  G.  De  ces  pomts  donnés 
comme  centre  avecle  même  rayon,  ou  d'une  autre 
ouverture  de  compas,  soient  décrits  deux  arcs  de 
cercle  rs,  tu ,  au-dessous  de  AB ,  qui  se  coupRit 
dans  un  point  déterminé  L  ;  par  ce  point  L  et  lo 
point  donné  D ,  on  fera  passer  la  ligne  DL  qui 
sera  la  perpendiculaire  demandée,  comme  il 
suit  évidemment  de  la  construction  et  du  v^  4^* 
C,  Q.  R  T,  et  D, 

S  C  H  O  L  I  E. 

4<S.  On  remarquera ,  comme  au  problême  pré- 
cédent, que  si  Ton  ne  pouvoit  tracer  les  arcs  rs^ 
tu  y  au-dessous  de  AB  ;  il  faudroît  chercher  au- 
dessus  de  la  même  ligne  un  autre  point  O ,  au 
moyen  de  deux  arcs  mn,  op  décrits  des  points 
F  et  G  comme  centre,  avec  un  même  rayon  plus 
grand  ou  plus  petit  que  le  rayon  DF. 

Si  le  point  donné  se  trouvoit  sur  la  ligne  AB 
elle-même,  comme  en  D',  l'opération  se  feroit 
toujours  de  la  même  inaniere ,  en  prenant  de 
part  et  d'autre  de  ce  point  des  lignes  égales  DT, 
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lyC  ;  et  des  points  F  et  G  comme  centre  avec  urt 
même  rayon ,  on  tï'àceroît  comme  ci-dessus  deux 
arcs  de  cercles  qui  se  couperoient  en  quelque 
point  L  ou  O  ^  par  lequel  et  le  ipoint  donné  D 
on  meneroit  la  perpendiculaire  demandée. 

IProbiêMe    IIL 

1 

47.  Une  ligne  droite  AB  et  un  point  D  "ùers 
Vextrémité  de  la  ligne  AB  étant  donnés;  supr 
posant  de  plus  qu'on  ne  puisse  prolonger  la  ligne 
AB  également  de  part  et  d'autre  du  point  donné 
D  ;  on  demande  de  mener  par  le  point  D  une 
perpendiculaire  à  la  ligne  An  {Jig.  i5*). 

Solution. 

D'un  point  Gquelconque  de  la  ligne >AB  (  on  le 
prend  communément  directement  au-dessous  du 
point  donné  D  )  avec  un  rayon  CD ,  on  décrira 
un  arc  de  cercle  indéfini  rs  au-dessous  de  AB  ;  en- 
suite  d'un  autre  point  F  de  la  Ji^e  AB  avec  un 
rayon  égal  à  FD,  on  décrira  un  nouvel  arc  ta,  qui 
coupe  le  premier  en  un  point  déterminé  L  ;  enfin 
par  le  pomtD  et  le  point  L  ainsi  déterminé^  on 
tirera  ta  droite  DL,  qui  sera  la  perpendiculaire 
demandée.  .      •     ' 

Car  ,  par  construction ,  les  points  F  et  G  de 
la  ligne  AB  sont  à  égales  distances  des  points  D 
et  L  de  la  droite  DL  ;  donc  AB  est  perpendicu- 
laire sur,DL,-et  par  conséquent  aussi  DL  ost'per- 
pendiculaire  sur'Afi.  D'aiiiemis  cette  ligne  passe 
par  le  point  donné  D;  donc  elle  a  toutes  les  con- 
4iùons  requises  au  problé(me.  C,  Q;  F.  T.  etD.. 


S  C  H  O  L  I  E. 

4^4  On  pourroit  encore  aux  conditions  du  prcK- 
Uênie  précédent  ajouter  que  Fon  ne  fût  pas  l^ 
maitre  de  trouver  un  point  L  àu-dessôus  de  AB  % 
où  bien  encore  dans  la  même  dernière  s^pposî- 
dlîon  imaginer  que  le  point  donné  D  est  sur  la 
ligne  AB ,  et  demander  d'abaisser  ou  d'élever 
par  ce  point  une  perpendiculaire  à  la  ligne  AB* 
Mais  comme  la  solution  de  ces  deux  questions 
dépend  de  principes  que  nous  n'avons  pas  eii- 
core  exposés  i  nous  les  donnerons  par  la  suite  ; 
ce  qui  complétera  tout  ce  que  l'on  peut  dire  suv 
là  manière  de  mener  une  perpendiculaire  à  une 
Ugne  donnée,  dans  quelques  conditions  que  cela 
puisse  avoir  lieu» 

T  H  4  o  R  â  M  E     IV* 

4j^,  5/  d'un  pointDpris  au-dehors  d^une  droite 
AB  j  on  mené  à  cette  même  plusieurs  lignes 
droites j  telles  queDFj  DG ,  DI ,  DL  ;  Je  dis  que 
la  perpendiculaire  DF  est  la  plus  courte ,  et  que 
de  deux  obliques Dl^  DL,  celle  qui  s'éloigne  le 
plus  de  la  perpendiculaire  est  la  plus  longue 

UÉMÔNSTRATrON. 

.'  Soit  prcdongée  la  perpendiculaire  DF  jusques 
*n  C ,  de  manière  que  l'on  ait  CF  =  DR;  et 
soient  menéœ  au  point  C  les  dtoites  ponctué6$ 
X^G,  CI,  CL.  Cela  posé,  il  suit  nécessaijreviïigift 
de  celte  construction  que  la  ligne  AB  est.perp©^- 
diculaire  au  milieu  de  CD  :  donc  elle  nasse  nar 


j 


tous  lés  points  à  égales  diâtslnces  de  Cet  de  D  $ 
donc  on  au»CG  =  DG^  CLrà±:DL,  CI  =  DL 
Mais  toutes  les  lignes  brisées  DGC,  DLC,  DlC; 
sont  toutes  plus  grandes  que  DC;  donc  en' pré* 
nant  les  moitiés ,  on  aura  aussi  les  lignes  DG, 
DL,  DI,  toutes  plus  grandes  que  DF  ;  et  parceque 
(n''.  16)  DIC  est  plus  grande  que  DLC,  en  pre- 
nant encore  la  moitié  de  chacune ,  on  aura  DI 
plus  grand  que  DL  C  Q.  F.   i^'  et  a*  D, 

COROLLAIILE      If 

5o.  n  suit  de  cette  proposition  que  si  une  ligue 
est  la  plus  courte  de  toutes  celles  que  Ton  peut 
mener  d'un  point  hors  d'une  ligne  à  cette  ihèmi^ 
ligne  ^  elle  lui  sera  perpendiculaire  ;  et  si  une 
ligne  oblique  est  plus  longue  ou  plus  courte 
qu'une  autre  ligne  oblique,  menée  du  même 
point  à  une  m^me  droite ,  elle  sera  aussi  plus  loin 
ou  plus  près  de  la  perpendiculaire. 

ÇçiaoL^  AI  jaB    IL 
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5i.  Puisque  k  perpendiculaire  est  la  piuii 
courte  de  toutes  les  lignes  qu'on  peut  meiier 
d'un  mèm^  ppiiit  à  une  même  droite  ,  et  que  de 
plus  il  n'y  a  pas  plusieurs  '  lignes  qui  soient  leà 
plus  courtes,  il  s'ensuit  que  d^un  point  pris  au- 
dehors  d'aine  ligne  droite  AB,  on  ne  peut  ybaîs- 
ser  sur  cette.ligne  qu'une  isèule  perpendiculaire. 

Corollaire     II  L 

52.  Donc  SI  deux  lignes  sont  chacune  perpen- 
diculaires à  une  même  droite  Telles  né  nouftont 
jamais  se  renoojbftrer-i  et  sérobrpkf ttUëlési' Car',^  ii 
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elles  pouvolent  se  rencontrer ,  il  y  auroit  un  pa 
duquel  on  pourroit  abaisser  sur  uue  même  iig 
deux  perpendiculaires  ;  ce  que  l'on  vient  de  io 
montrer  impossible.  .    »     •    n 

CoROLtAIRB     IV.  *   i^^ 

53.  Il  suit  encore  de-là  que  d'un  même  poil 
îlune  même  ligne, /on  ne  peiit  pas  mener  tro/ 
lignes  égales.  Car^  il  est  éviaerit  que  la  perpeiwl^ii  ^'^ 
culaire  ne  peut  pas  être- l'une  de  ces  trois  lignip 
égales^  puisqu'elle  est  plus  courte  qu'aucune  d^ 
autres;  l'on  ne  peut. paçsjjpposer  non  plus  qU  c^^^ 
ces  trois  lignes, égales  Srpieat  trois  lignes obliqùel..^ 
puisque  celles-là  seules  qui  sont  à  égalies  distancf^ 
de  chaque  côté  de  la  perpendiculaire  soni:  égple^ 
et  que  toute  auitre  seroit  nécessairement  pli] 
grande  ou  plus  courte*  .     :   .    .  i 

G  o  k  d  L  1  A  î  a  E    V.  \ 

54.  Donc  une  ligne  droite  ne  peut  pas  coûpt 
une  circonférence  dails  trois  jfeihts.  C^r,  si  ce 
^oi^vpit  i^river  i  à  càu^e  que  tous  j^^^poitits  de 
drcQuférence  sont  à  égales  distances  du  centn 
.çjt  que  selon  no£j(!$i  sypppsitiQni.C6S;pQkiits  serqie 
^communs  à  la  Jigne.drpitê  et  à  la;  circcgjférenfc 
qu'elle  couperpU:  dans  ces  mêmes  points  ^  <> 
^pourrqit  donc  mçoer  de  ce  centre-  trois  lign^ 
égales  à  une  mèmeJlignQ  dçolter  ce  que  l'pn  viej 
de  démontrer  impossible. 

/. .  .      ;  Ji        A  ^  J  y   )  .'} 

C  O  &  O  L  L  A  I.R  E    .  VI. 

55.  Donc  SI  une  ligne  droite  ABi(y%^..  i&^^H 
perpradiçulairç  4.Ji:€i»trép\ité  .d'un  rayon.  CD,, 
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elle  louchera  la  cîrcoiiférence  au  seul  point  D* 
Car ,  puisque  AB  est  perpendîculaîre  au  rayon 
CD,  réciproquement  CD  est  perpendiculaire  sur 
AB ,  et  par  conséquent  plus  courte  qu^âucune 
autre  ligne  telle  que  CF  ou  CL  ;  donc  la  ligne  AB 
n'a  que  le  seul  point  D  de  commun  avec  la  cir- 
conférence ;  ce  qui  constitue  l'essence  d'une 
tangente  au  cercle.  Ainsi  toute  ligne  perpendi- 
culaire à  F  extrémité  d'un  rayon,  est  une  tangente 
<i  la  circonférence  du  cercle  en  ce  point. 

On  voit  donc  ce  qu'il  faut  faire  pour  mener 
une  ligne  droite  qui  touche  la  circonférence  d'un 
cercle  en  un  point  donné  D;  et  réciproquement, 
supposant  qu'une  droite  AB  soit  tangente  d'un, 
cercle ,  pour  déterminer  le  point  précis  où  se  fait 
le  contact,  il  n'y  a  qu'à  mener  du  centre  C  une 
perpendiculaire  Cl>  à  la  droite  AB. 

Corollaire     VIL' 

56.  Donc  si  deux  circonférences  de  cercle  X 
eiZj  ouX  etTj\  se  touchent  par  dehors  ou  par  de- 
dans; les  centres  C,  c,  ou  C,  d ,  et  les  points 
d  attouchement  T> ,  D',  seront  dans  une  seule  ef 
même  ligne  droite. 

Car,  ayant  mené  au  point  de  contact  D,  ouD\ 
la  tangente  AB.ou  A'B'  (Jig.  19) ,  cette  ligne  sera 
une  tangente  commune  à  chaque  circonférence, 
et  les  rayons  CD,  cD  seront  chacun  perpendi- 
culaire à  la  droite  AB  i  n^.-  55  )  ;  donc  à  cause 
3ue  les  angles  CDB ,  c  DB  de  suite  sont-chacun 
roit ,  suivant  le  (  n^  24  )  CD,  cD  seront  dans 
une  seule  et  même  ligne  droite ,  lorsque  les  cer- 
cles se  touchent  par  dehors  ;  et  lorsque  les  cii'- 
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conférences  se  touchent  par  dedans ,  ayant  mewé 
le  rayon  CD'  au  point  du  contact  commun,  ce 
rayon  sera  perpendiculaire  à  la  tangente  AB 
(n^  55)  ;  et  si  ce  même  rayon  n'étoit  pas  confondu 
avec  le  rayon  c'  D',  il  seroit  vrai  de  dire  que  par  un 
même  point  on  pourroit  élever  deux  perpendicu- 
îaires  à  une  même  ligne;  ce  qui  seroit  absurde. 

5j.  Nous  'ferons  par  la  suite  un  grand  usage  . 
de  ce  principe  pour  tracer  toutes  sortes  de  cour- 
bes en  usage  dans  les  arts  ;  mais  nous  aurons 
encore  occasion  de  le  déduire  d'/im  autre  théo- 
rème auquel  il  a  un  rapport  plus  immédiat.  Pas- 
sons à  la  solution  de  quelques  problêmes  qui 
dépendent  de  tout  ce  qui  précède. 

PjLOBLÊMX      IV. 

58.  Par  trois  points  A^  B,  D  donnés  comme 
Ton  voudra^  f<^i^^  passer  une  circonférence  de 
cercle  {fi§.  i6). 

ANALYSE     ET     SoLUTION- 

Toute  circonférence  ayant  tous  ses  points  à 
égales  distances  du  centre ,  la  question  se  réduit 
à  trouver  un  point  à  égales  distances  des  trois 
points  donnés  A,  B,  D.  Joignant  ces  points  deux 
à  deux ,  par  des  lignes  AB ,  BD ,  ou  AB ,  AD ,  ou 
AD,  BD,  je  fais  attention  que  toute  ligne  perpen- 
diculaire au  milieu  de  chacune  de  ces  lignes  pas- 
sera nécessairement  .par  le  centre.  Ce  point  se 
trouvera  donc  dans  chacune  de  ces  perpendicu- 
laires :  mais  il  est  seul  et  unique  de  sa  nature  ;  il 
faut  donc  que  ces  lignes  se  coupent,  et  qu'il  soit 
au  point  d  intersection  ;  ce  qui  fournit  cette  so- 
lution. 
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Sur  deux  droites  quelconques  AB  et  BD ,  éle- 
vez des  perpendiculaires  indéfinies  FG,  KL,  et 
nui  les  divisent  en  deux  parties  égales  ;  le  point 
C,  où  elles  se  couperont,  sera  le  centre  demandé^ 

Car,  en  tant  que  le  point  C  est  dans  la  per* 
pendiculaire  au  milieu  ae  AB ,  il  est  à  dislances 
>  égales  du  point  A  et  du  point  B;  et  puisqu'il  est 
aussi  dans  la  perpendiculaire  au  milieu  de  BD  ^ 
il  est  encore  à  égales  distances  de  B  et  de  D  ; 
donc  il*  est  également  éloigné  des  trois  points 
donnés  A,  B ,  D.  C  Q.  F.  T  et  D. 

S  c  H  O  L  I  £. 

5f.  H  faut  observer  pourtant  que  si  les  trois 
p^nts  donnés  se  trouvoient  en  lignejdroite ,  les 
perpendiculaires  FG,  KL,  ne  pourroient  jamais 
se  rencontrer ,  et  par  Conséquent  le  problême 
deviendront  impossible  ;  ou ,  ce  qui  revient  au 
même,  le  rayon  de  ce  cercle  seroil  in£nî.  Remar- 
quons encore  que  les  trois  points  A ,  B ,  D,  n'é- 
tant pas  en  ligne  droite ,  après  les  avoir  joints  par 
les  lignes  AB ,  BD ,  AD ,  si  on  élevé  au  milieu 
de  chacune  une  perpendiculaire^  ces  trois  lignes 
se  couperont  dânsi  un  seul  et  unique  point;  car 
nous  démontrerons  par  la  suite  que  deux  circon- 
férences de.  cercles  ne  peuvent  jamais  se  couper 
^ans  trois  points ,  et  que  trois  points  n'appar- 
tiennent qu'à  un  seul  et  unique  cercle;  aonc 
aussi  le  centre  de  cç  cercle  est  seul  et  unique. 
On  voit  encore  comment  il  faudroit  s'y  prendre 
pour  retrouver  le  centre  d'une  circpnférence  doiv 
née ,  et  dont  on  îgnoreroit  U  position. 

C  î j 
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PkoblâmbV. 

60.  Ai^ec  une  ligne  donnée  AB  (/Ig.  ao  )  jfairw 
un  angle  égal  à  un  angle  donné  b  ac. 

Solution. 

Du  sommet  a  de  Tangle  donné  avec  un  rayon 
quelconque ,.  décrivez  un  arc  de  cerde  d/ entre 
ses  cÂtés  :  puis  du  point  A  comme  centre  avec  la 
même  ouverture  de  compas ,  décrivez  un  arc  in- 
défini DG,  sur  lequel  vous  porterez  l'ouverture 
de  l'arc  c?/* de  D  en  F  ;  enfin  par  les  points  A,  F, 
vous  tirerez  la  droite  AF,  qm  fera  Tangle  BAC , 
égal  à  Tangle  donné  bac;  puisque  les  angles  qui 
ont  des  mesures  égaies  sont  égaux.  C*  Q.  F.Tetf>. 

S  c  H  O  L  I  £• 

61.  On  se  sert  quelquefois  du  rapporteur  et 
du  compas  de  proportion  pour  résoudre  le  même 
problême.  La  pratique  au  rapporteur  consiste  à 

Î)osar  le  cei>tre  de  cet  instrument  au  sommet  de 
'angle  donné ,  et  à  diriger  le  diamètre  du  cercle , 
ui  passe  t>ar  les  points  de  o  et  de  1 80  sur  l'un 
es  côtés  de  l'angle;  et  alors  l'autre  côté,  s'il  est 
assez  long,  indiquera  sur  le  limbe  du  rapporteur 
les  degrés  de  l'angle  donné  ;  au  moyen  de  quoi 
il  n'y  a  plus  de  difficulté  à  faire  le  même  angle 
au  point  A  de  la  ligne  donnée  AB.  On  fi^roit  la 
même  chose  avec  la  ligne  des  cordés  du  compas 
de  proportion. 

Problême    VI. 

62.  Diviser  un  angle  donné  BAC  géométrique^ 


a 
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ment  en  deux  parties  égales  {Jig.  2 1 ,  p/.  II  ). 

Solution^ 

Du  sommet  A  de  Tangle  donné  comme  cen- 
tre ,  ayant  décrit  un  arç  de  cercle  DF  avec  vm 
rayon  à  volonté,  et  terminé  aux  côtés  de  Tangle; 
des  points  F  et  D  comme  centres  avec  un  nouveau 
rayon ,  on  décrira  deux  nouveaux  arcs  de  cercle 
mn,  op  qui  se  couperont  en  un  point  G,  par 
lequel  et  par  le  point  A  on  tirera  la  droite  AG, 
qui  divisera  l'angle  BAG ,  et  l'arc  qui  en  est  la 
mesure ,  en  deux  jpartîes  égales  ;  puisque  si  Ton 
conçoit  la  corde  FD ,  la  droile  AG  sera  perpen- 
diculaire au  milieu  de  cette  même  corde,  et  par 
conséquent  passera  par  le  milieu  de  l'arc  DF , 
mesure  de  l'angle  donné.  C.  Q.  F.  T  et  D. 

S  c  H  o  L  I  E* 

63;  Si  Ton  opère  de  la  même  manière  sUr 
chaque  moitié  de  l'angle ,  déjà  divisé  en  deu^ 
également  ;  on  voit  qu'il  se  divisera  géométri- 
quement en  quatre  parties  égales  ;  et  par  suite 
selon  la  progression  des  nombre$  a^  4^  ^9  ^^1 
39  »  etc.  U  n  en  est  pas  de  même  lorsqu'il  s'agit 
de  diviser  un  arc  quelconque  en  trois  parties 
égales ,  $ur-tout  si  l'on  s^impose  la  loi  de  n'y 
employer  que  la  règle  et  le  compas.  Il  n'y  a 
^u'un  très  petit  nombre  d'arcs  qui  soient  suscep^- 
tibles  d'une  division  géométrique  de  cette  na- 
ture. Jje  problême  devient  encore  plus  difficile , 
lorsqu'il  faut  diviser  un  ?irc  quelconque  en  5,  7» 
p  ou  1 1  parties  égales.  Le  problême  est  souvent 
impossible  dans  %  sens  des  géomètres  par  la 

Ciij 
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règle  et  le  compas.  Cela  n'empêche  pas  que,  dans 
la  coupe  des  pierres,  où  Ton  a  souvéntdès  pro- 
blêmes de  cette  espèce  à  résoudre  ,  l'on  ne  re- 
garde comme  suffisamment  exactes  dans  la  pra- 
tique les  méthodes  de  tâtonnement  dont  ouffaît 
usage.  A  Tégard  de  la  trisection  de  langle ,  il  y 
a  pourtant  une  suite  d'arcs  où  elle  est  possible 
avec  la  règle  et  le  compas  ;  nous  aurons  soin  de 
les  faire  connoître.    ' 


CHAPITRE     V. 
^Des  lignes  parallèles  et  de  leurs  propriétés^ 

DiriNiTiONS» 

5^4.  I**.  LJ^vx  lignes  AB ,  DE ,  sont  parallèles, 
lorsque  dans  un  même  plan  elles  sont  également 
inclinées  d'un  même  càté  sur  une  seule  et  même 
ligne  droice  {fig.  22  ).  II"*.  La  ligne  FL  qui  coupe 
les  parallèles  se  nomme  sécante;  elle  forme  vi- 
siblement huit  angles  avec  les  parallèles,  quatre 
autour  du  poFnt  C ,  et  quatre  autour  du  point  G. 
III"*.  Les  angles  tels  que  BCG ,  ACG ,  EGC^  DGC; 
compris  au-dednns  de  l'espace  indéfini  renfermé 
entre  les  parallèles,  son*  nommés  anglfis  internes; 
et  ceux  comme  ACF,BeF>  EGL,  DGL^au  de- 
hors des  parallèles,  sont  nommés  angles  externes. 
IV"%  Si  en  comparant  deux  angles  quelconque 
Tun  à  Tautre ,  ils  se  trouvent  avoir  les  conditions 
suivantes  dans  leurs  positions  respectives  ^  eii 
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sorte*  que  l'un  soit  au-dessus  de  la  sécante ,  et 
Tautre  au^dessou&de  ]a  même  sécanliev  1'^^  ^ 
droite  de  Tune  des  parallèles,  et  Vautre  à  gauche 
de  l'autre  parallèle  ;  ils  seront  nommés  alternes 
Tun  à  l'égard  de  Tautre.  S'ils  sont  tous  les  deux 
aurdedans  des  parallèles  avec  les  conditions  ci* 
dessus,  ils  seront  akemes  internes ;.  et  alternes 
externes ,  s'ils  sont  tous  deux  au-dehors  des  pa- 
rallèles». Cela  posét  il  seca  &cile  d'établir  toutes 
les  propriétés  des  parallèles  dans  les  théorèmes  1 

suivants»  i 

*  « 

T  H  i  O  R  fe'M  E      L     " 

.    •  •  • 

65.  Sideux  parallèles  AB  ,  DE ,  sorit  àoupées,  | 

par  une  même  droite  FL  ^  je  dis  i°.  que  les  angles 
alternes  internes ,  ou  alternes  externes  sent  égaux  ; 
2^  que  les  angles  internes  du  externes  à'ufi  même  , 

côté^  prisensembk  valent  deux- droite  (7%*  ^^  )• 

D  i  M  O  N  s  %'K  A  T  I  O  N. 

^^  Uangîe  BCG  est  égal  à  DGC  ;  car  BCOcst^ 
égal  à  EGL  p;ax  la  nature /.des  paraUeles.  Mais 
£GL  est  égal  à  DGC  ;  donc  BCG  est  égal  à  DGC  :i 
de  même  AGF  =  BCG ,  puisqu'ils  sont  opposés. 
au  sommet.  Mais  BCG  =  EGL  par  la  nature  des 
paralldes;  dope  ACF=EGL;  donc  i''.  les  angles 
alternes  i^iteriies  ou  citernes  externes  sont  égaux. 

CQ.  Ç;  J^D.  .•     -     ;  ; 

'  a\  Les  angles  internes  oU  externes  d*un  même 
côté ,  pris  ensemble ,  valent  deux  droits  ;  car  EGC 
-H  EGL  valent  deux  droits  (n''.  a3)  :  mais  EGL=  j 

BCG,  par  la  nature  des  parallèles;  donc  EGC-+-  ! 

BCG  =1  deux  droîl^.  On  fera  voir  de  même  que 
BCF  -+7 J£ÇL  valent  dqux  droite*  Donc  les  angles 

C  ly 


V 


internes  ou  externes  d'un  même  côté  y  pris  ett^ 
semble ,  valent  deux  droits*  C.  Q.  F.  2°.  D. 

TniéoRiME     IL 

66.  Deux  dignes  droites  AB ,  DE ,  éiant  cou^ 
fées  par  une  troisième  droite  FLj  seront  parais 
leles  ;  1°^  si  les  angles  alternes  internes  ou  al^ 
iernes  externes  sont  égaux  ;  2°.  si  les  angles  in^ 
ternes  ou  externes  dun  même  coté,  priscnsemblcj, 
^valent  deux  droits. 

DlÊMONSTRATION. 

Dans  tous  les  cas  énoncés  au  présent  théprême^  - 
îl  s'agit  toujours  de  faire  voir  que  les^^ngles  BCG, 
£GL|  sont  égaux;  ce  qui  n'a  aucune  difficulté.! 
En  effet  EGL  =  DGC  (n°.  28).  Mais  par  hy- 
pothesjB  DGC  =.  BCG  ;  donc  JÈGL  ===:  ÇCG.^ 
de  même  BJCG  =  ACF.  Mais  par  Thypothese 
'ACF=EGL;  donc  BÉG  =  EGL;  donc  i^  les 
lignes  sont  parallèles,  lorsqu'étant  coupées  par 
une  Ixoisieme ,  elles  le  sont' de  maniera  que  les 
angles  alternes  internes,  ou  alternes  externes^ 
soient  égaux.  C.  Q.  F.  i°.  D.     ■ 

Pareillement  EGL-f-EGC  valent  deux  droits 
(  n°.  ^3  ).  Mais  aussi  par  hypothèse  ÔCG^-hEGC 
valent  aussi  deux  droits;  dancEGL  =  BGC.  De 
même  encore  BCF-4-BCG==deux  droits  (tf.  a3). 
Mais  par  hypothèse  BCF -+- EGL  v&Iexrt  aussf 
deux  droits;  donc  BCG  =  EGL;  donc  encore' 
les  lignes  sont  parallèles,  lorsque  coupées  par  une; 
troisième  elles  le  sont  de  manière  que  les  angles 
internes  ou  externes  d'un  niiefie  côté,  pris  en- 
semble ,  valent  deux  droits.  È.-Q.  F,  a°.  1^; 


m 

Corollaire. 

^7.  Il  suit  de  ce  qui  précède  qu'on  aura  autant 
de  moyens  dé  mener  une  ligne  parallèle  à  une 
autre,  qu'il  y  a  de  propriétés  essentielles  aux 
Hgnes  parallèles.  Communément,  c'est  de  leur 
égale  inclinaison  sur  une  même  ligne  et  d'ua 
même  côté,  où  de  Tégalité  des  angles  alternes 
intemes  ,  que  Ton  déduit  k  construction  des 
lioies  parallejes^,  comme  on  va  le  voir  au^pro* 
blême  suivant.  . .  '  .  ^ 

Problème!. 

68.  Une  ligne  AB  et  un  pçinù  D  sur  le  même 
plan  étant  donnés,  mener  par  ce  point  une  parai" 
lele  à  la  droite  AB  (Jîg.  a3  ). 


Solution. 


t  «I 


Du  point  D  à  la  ligne  AB,  soit  menée  une  ligné 
droite  quelconque  DÉ;  ensuite  du  point  £  comme 
centre  avec  le  rayon  i)E  (on  pourroit  également 
le  faire  plus  petit  ou  plus  grand  ),  on  tracera  un 
arc  de  cercle  DG  ;  du  même  point  donné  t)  a,vec 
la  même  ouverturç  de  compas ,  on  décrira  un 
autre  arc  de  cercle  indéfini  EL;  puis  ayant  me- 
suré l'ouverture  de  l'arc  DG,  ôit  la  potterasur 
l'arc  EL  de  E  en  F,  où  l'on  fera'section.  Ërifin'pai' 
les  points  D,  F  on  mènera  la  droite  indéfinie  DF, 
qui  sera  la  parallèle  demandée,  puisque  parla 
construction  les  angles  alternés  intemes  PÈG  et" 
FDE  sont  égaux.  C.  Q.  F.  T  et  D.; 


• 


'4^  LEÇONS    t>E    oiouiTKlT^ 

Autre     Soeution. 

69.  On  peut  encore  résoiïdre  le  même  pro- 
blème comme  il  suit  :  ayant  pris  avec  le  compas 
la  plus  courte  distance  du  point  donné  D  à  la 
ligne  AB  {^g.  24),  d'un  autre  point  E  de  la 
même  ligne  AB ,  comme*centre ,  avec  cette  même 
ouverture  de  compas ,  on  décrira  un  arc  de  cercle 
vers  F  ;  enfin  on  tracera  une  ligne  qui  passe  par 
le  point  D,  et  qui  touche  Tare  décrit  du  point  E 
comme  centre.,  et  la  ligne  DF  sera  la  parallèle 
demandée. 

S  c  H  o  L  I  s. 

.  70.  Dans  la  pratique  j  et  sur- tout  lorsque  Ton, 
a  beaucoup  de  lignes  parallèles  à  tracer,  on  se 
sert  4'une  règle  et  d'une  équerre  dont  un  des 
côtés  est  appliqué  sur  la  règle,  et  dont  l'autre 
côté 'est  posé  de  manière  à  couvrir  la  ligne  don- 
née AB;  ensuite  on  la  fait  glisser  le  long  de  la 
xegle ,  de  manière  que  sonlirôté  réponde  succes- 
sivement aux  points  donnés,  par  lesquels  on  veut 
mener  les  parallèles  que  Ton  trax:e,en  effet.  Cette 
pratique  porte  avec  elle  sa  démonstration  :  car 
n  est; évident  que  toutes  les  lignes  ainsi  tracées 
jferont , .  avec  la  reele ,  des  angles  constamment 
4gau^  à  celui  des  oeiix. côtés  de  Téquerre. 

H  y  a  aussi  dè^s  règles  qu'on  rioniime  parallèles^ 
destinées  à  tracer  commodément  etsûrement  cea, 
sortes  de  lignes.  Les  Ahglois  ont. aussi  inventé, 
une  règle  mobile  sur  deux  petites  roulettes  den^ 
telées  qui  servenl  "au  înême  usage» 


I 

THÉORIQUE    BT    PRATIQUE.'  4^ 

.  C  È.A  PITRE    VL 

De^  lignes  menées  d  un  point  quelconque  au-- 
dedans  ou  au -dehors  d*un  cercle  aux  diffé-^ 
rentes  parties  de  la  circonférence  ;  propriétés 
des  circonférences  qui  se  touchent  par  dedans 
ou  par  dehors  ;  usage  de  cette  propriété  pour 
le  tracé  de  certaines  courbes ,  et  de  différentesr 
moulures  en  usage  dans  V architecture  ;  de  Van^ 
gle  infiniment  petit  formé  par  la  circonférenc& 
et  la  tangente. 

THiORÊME      I. 

71.  O/  d*un  point  A  quelconque  différent  da 
centre  d'un  cercle  >  pris  au-dedans  ou  au  dehors 
du  cercle  {ftg.  aS  et  7.6) ,  on  mené  à  la  partie 
de  la  circonférence  qui  en  est  la  plus  éloignée  des 
lignes  droites,  comme  AB^  AD,  AF,  AG  ;  celle  ABi 
qui  passe  par  le  centre,  est  la  plus  longue;  et  celle 
comme  AF  qui  s'éloigne  le  plus  de  celle  qui  passe 
par  le  centre,  est  là  plus  courte.  2^^  Si  du  même 
point  A  on  mené  à  la  partie  de-  la  ùirconférenee 
qui  en  est  la  plus  proche ,  des  lignes  Ab,  Ad,  Af; 
Ag;  celle  A b,  dont  le  prolongement  passe  par  le 
centre,  est  la  plus  courte^  et  celle  Af  qui  s'en 
éloigne  le  plus  est  la  plus  longue. 

DéMONSTRATI  ON. 

Du  centre  C ,  aux  extrémités  des  Kgnes  AD'^ 
AF ,  AG ,  soient  mçné^  le$  rayons  CD ,  CF,  CG  y 
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dans  Tune  et  dans  Tautre  figure  ;  ainsi  que  les 
rayons  Cd,  C/j  Cg^  aux  extrémkés  des  droites 
Ad,  Af,  A  g.  On  aura'dans  toutes  deux  AC-+<]B 
ou  AB-=  AC -f- CD  =t:  AC  H- CF  =  AC  H- CG, 
puisque  toutes  ces  Kgnes  sont  la  somme  d'une 
même  droite  AC  et  d'un  rayon  d'un  même  cercle: 
mais  toutes  les  lignes  brisées  ACD,  ACF,  ACG^ 
sont  toutes  respectivement  plus  grandes  que  les 
droites  AD,  AF,  AG ,  terminées  aux  mêmes 
points  ;  donc  aussi  AB  est  plus  girande  qu'aucune 
ide  ces  mêmes>  lignes. 

Je  dis  de  plus  que  la  ligne  AF ,  qui  s'éloigne 
le  plus  de  celle  AB,  qui  passe  par  le  centre ,  sera 
la  plus  courte  :  car  on  a  la  liene  Vnsée  COD  plus 

;rande  que  CD  ;  donc  aussi  COD  >  que  CF  ; 

>tant  CO  de  part  et  d'autre ,  on  aura  OD  ]>OF; 
ajoutant  AO ,  nous  aurons  AGD  ou  AD  >  AOF. 
Mais  AOF ,  ligne  brisée,  est  encore  plus  grande 
que  AF;  donc i  plus  forte  raison  AD  >AF',  ou, 
ce  qui  revient  au  même,  AF^  AD.  C.  Q.  F.  iM), 
De  même,  lorsque  les  lignes  sont  menées  du 
point  A  à  la  partie  la  plus  proche  de  la  circohfè-r 
rente ,  on  a  (Jîg.  25  )  toutes  les  lignes  brisées 
CA  d^  CAyj  G  A  gj  toutes  plus  grandes  que  les 
xayons  Cd,  Cf,  Cg,  qui  aboutissent  aux  mêmes 
points  ;  toutes  ces  lignes  seront  donc  aussi  plus 
grandes  que  le  rayon  C  à;  ôtant  la  même  hspe 
CAxle  tout^  ces  lignes  inégales,  nous  aurons  Arf, 
A/,  Ag,  toutes  plus  grandes  que  la  ligne  A^^ 
dont  le  prolongement  passe  par  le  centre. 

Dans  hjiguré  ad,  toutes  les  lignes  brisées  AûÎC; 
A/C,  AgCy  sont  toutes  plus  grandes  que  la 
droite  AC  ;  ôtant  donc  de  part  et  d'autre  dés 


TîtiORÏQUB    ET    ?R;ATï(JU|e.' .  0 

rayons  égapx^  Cd,  C/,  Cg,  Ci;  il  faut  que  les 
restes  Ad,  Kf,  Kg,  soient  tous  plus  grands  que 

Ab. 

•  -, 

•  De  plus ,  à  cause  que  (  n°.  16)  A/C  >  ArfC» 
a  s'ensuit  aue  A/  >  A  c?^  puisqu'il  n'y  a  qu'à 
ôter  de  ces  lignes  inégales  les  rayons  Cf,  et  C  d;^ 
donc  celle  qui  s'éloigne  le  plus  de  la  ligne  Kb, 
dont  le  prolongement  passe  par  le  centre ,  est  la 
plus  longue.  Éniîn ,  dans  la  figure  25,  on  a  C  a 
H^  of  >  Qf,  et  par  conséquent  aussi  Co-^of 
>C  d;  ôtant  C  o  de  part  et  d'autre,  nous  aurons 
of  >  o  d;  ajoutant  encore  A  o  ^  on  a  A  ofoM  Af 
^Aody  Mais  Aod,  ligne  brisée,  est  encore  plus 
grande  que  Ad;  donc,  à  plus  forte  raison,  Af 
^A(i;  donc  de  toutes  Its lignes  (ju'onpeutjnener 
d^un  point  A  à  la  partie  de  la  curconrérence  qui 
en  est  la  plus  proche ,  celle  qui  prolongée  pass^ 
par  le  centre  est  la  plus  courte ,  et  celle  qui  s'ea 
éloigne  le  plus  est  la  plus  longue.  C.  Q.  F,  2^  D^ 

Corollaire    L 

72.  Si  le  point  A  est  sur  la  circonférence  mênle 
du  cercle,  il  est  visible  que  le  théorème  est  en-> 
çore  vrai  pour  la  première  partie  seulement,  c'est- 
à-dire  que'si  d'un  point  quelconque  A  de  la  cir- 
conférence ,  4>n  tire  plusieurs  cordes  terminées 
à  différents  points  de  la  même  circonférence  9 
celle  qui  passe  par  le  centre  est  la  plus  longue ,  et 
celle  qui  s'en  éloigne  le  plus  est  la  plus  courte; 
d^où  il  suit  que  le  diamètre  est  la  plus  grande  de 
ioutes  les  cordes.  ^ 
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Corollaire     II.    • 

73.  Il  suit  encore  de  ce  théorème  que  cPu/t 
point  A  qui  nest  pas  le  centre  d'un  cercle,  on  ne 
peut  pas  mener  à  sa  circonférence  trois  lignes 
égales.  Car  on  ne  peut  pas  dire  que  de  ces  trois 
lignes  égales ,  Tune  soit  celle  qui  passe  par  le 
centre;  puisque,  parle  présent  théorème,  cette 
ligne  est  plus  longue  ou  plus  courte  qu'aucune 
autre.  On  ne  peut  pas  non  plus  supposer  que  de 
ces  trois  liènes  égales ,  il  y  en  ait  deux  d'un  même 
côté  de  celle  qui  passe  par  le  centre  ,  et  une  de 
l'autre,  puisqu'il  n'y  a  que  celles  qui  sont  à  la 
même  distance  de  part  et  d'autre  de  celle  qui 
passe  par  le  centre  ,  qu?  puissent  être  égales; 
et  que  si  Ton  en  suppose  deux  d'un  même  côté, 
et  à  la  même  distance  ,  elles  n'en  font  qu'une 
seule. 

Corollaire    III.. 

74.  Donc  si  deux  cîràonférences  de  cercle  X  et 
y  {fig.  ay  )  se  rencontrent  en  deux  points  D,  E  ; 
elles*  se  coupent  nécessairement:  car  les  rayons 
CD,  CE,  du  cercle  X  étant  égaux,  sont  égale- 
ment éloignés  de  l'extrémité  B  de  la  ligne  CB, 
menée  du  point  C,  qui  n'est  pas  le  centre  du 
cercle  Y^  à  la  circonférence  de  ce  mên^e  cercle, 
et  sont  plus  grands  que  CB,  par  le  présent  théo- 
rème; donc  l'arc  DBE  est  tout  entier  au-dedans 
du  cercle  X  ;  donc  ces  deux  circonférences  se 
coupent  réciproquement 


C  O  KiO  L  L  A  I  R  £      IV. 

75.  Si  deux  circonférences  Y  et  Z  {Jlg.  27  et 

*i8  )  se  louchent  en  un  point  B ,  par  dfehors  ou 

par  dedans  ;  les  centres  G,  C  de  ces  deux  cercles 

et  les  points  d^attouchenient  sont  dans  une  seule 

•et  même  ligne  droite.  Car^  puisque  la  ligne  CB 

va  du  centre  C  du  cercle  Z  au  point  où  celui-cî 

touche  le  cercle  Y,  elle  tfestpas  obligée  de  sortir 

de  sa  circonférence  pour  rencontrer  l'autre  ;  elle 

est  donc  la  plus  courte  de  toutes  celles  qu'on 

peut  mener  du  même  point  C  qui  n'est  pas  le 

rentre  du  cercle  Y  au  même  cercle  ;  donc  ellô 

passera  par  le  centre  G  de  ce  cerde  ;  donc  en 

général  si  deux  circonférence^  de  cercle  se  tou-^ 

chent  par  dedans  ou  par  dehors;  les  centres  de 

ces  cercles  et  les  points  d'attouchement  sont  dans 

une  seule  et  même  ligne  droite. 

S  c  H  o  L  j  s. 

76.  C'est  sur  le  dernier  corollaire ,  déjà  dé- 
montré (  n*',  S6  ) ,  qu'est  fondée  la  pratique  et  la 
théorie  du  tracé  àes  moulures  et  de  plusieurs 
courbes  en  usage  dans  l'architecture  et  dans  le^ 
arts  ^'  telles  que  les  talons,  les  doucines,  leS  vo- 
lutes ,  les  arcs  rampants,  les  scoties,  les  anses 
de  panier,  et  autres.  Donnons  ici  la  manière  d'en 
iracer  quelques  unes. 

Problème     L' 

77.  Entre  deux  parallèles  AB,  GD  {fig.  20 
et  3o  ) ,  et  sur  une  saillie  donnée  BK,  décrire  un 
talon  ou  une  douane  BGD  par  deux  arcs  de  cercle 
égaux. 


1 
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S  O  L  tJ  T  ï  0*N. 

* 

Il  faut  observer  aue ,  pour  racrément  de  ces 
sortes  de  courbes ,  il  est  nécessau^  que  la  nais- 
sance et  la  fin  de  la  courbe  soient  perpendicu- 
laires aux  lignes  ÂB^  CD ,  si  c^est  un  talon  ;  et 
que  les  mêmes  extrémités  aient  pour  tangentes 
les  droites  AB ,  CD ,  si  c^est  tme  doucine  ;  donc 
dans  le  premier  cas  les  centres  F,  L  doivent  se 
trouver  aans  les  parallèles  AB,  CD;  et  dans  le 
second  cas,  les  centres  doivent  être  dans  des 
lignes  perpendiculaires  à  ces  mêmes  droites  aux 
points B et D.  Cela  posé,  il  sera  facile  de  décrire 
chacune  de  ces  courbes. 

Ayant  joint  la  ligne  BD ,  on  la  divisera* en 
deux  parties  égales  au  point  G;  puis  ayant  élevé 
une  perpendiculaire  au  milieu  de  Tiine  de  ces 
moitiés,  comme  BG,  le  point  F  où  cette  lîgne 
coupera  la  droite  AB ,  sera  le  centre  de  la  pre- 
mière partie  du  talon  {Jig.  29  ) ,  et  le  point  L  oà 
cette  ligne  prolongéecouperaCD,aussi prolongée, 
sera  celui  de  la  seconde  partie.  Si  c'est  une  dou- 
cine ,  le  point  F  se  trouvera  sur  une  ligne  perpen- 
diculaire à  Textrémité  B  de  la  bgne  AÉ ,  et  le 
point  L  sur  la  ligne  DK  perpendiculaire  à  l'ex- 
trémité D  de  la  bgne  CD.  Décrivant  donc  de  ces 
points  ainsi  trouvés ,  comme  centres ,  avec  des 
rayons  égaux ,  des  arcs  égaux  BG ,  DG ,  qui  se 
toucheront  en  G,  les  deux  courbes  seront  dé-i 
crites.  C.  Q.  F.  T  et  D. 

Probl&M£     il 

78.  Sur  une  ligne  donnée  AD,  inclinée  à  îh^ 

rizon 


[ 


)rîioh  (fif;.  3 1  )  >  tracer  un  arc  rampant  AFÏ)  par 
j      deux  seuie^  owerturés  de  Compas^ 

Solution* 

I  Apitl  îftèné  rhorizontale  AB  ^  terminée  en  B 

f       par  une  perpendiculaire  abaissée  du  point  D;  au 

Joint  C,  milieu  de  AD,  élevez  une  autre  perpenî 
iculaire  indéfinie  sur  cette  ligne,  sur  lâc^uellei; 
vous  prendrez  CF  égale  à  CA  ou  CD;  el  tirez  AP^ 
Parle  milieu  K  de  cette  dernière  él  lé  point C^ 
menez  la  droite  KCG  jusqu'à  ce  qu'elle  rencontre 
k  ïîgnè  horizontale  en  G  ;  et  de  ce  point ,  commei 
centre  ^  décrivez  Tare  AF  :  puis  ayaU/t  mené  le 
rayon  GF,  et  la  droite  DO  parallèle  à  AB  qui  le 
coupe  en  O;  de  ce  dernier  point  comme  centré^ 
avec  le  rayon  OF  qui  se  trouvera  toujours  égal  k 
OD ,  décrivez  un  second  arc  de  cercle  FD^  qui 
achèvera  Tare  rampant  demandé.  G.  Q.  F.'  T  etD.i 
On  pourroit  faire  usage  de  cette  même  cons-; 
traction,  pour  décrire  sur  AD  comme  diamètre 
une  espèce  d'ovale  en  traçant  au--dessous  de  AD^ 
une  portion  semblable  à  celle  décrite  dessus*. 

pKOBI.iM£      IIL 

I 

79.  Entre  deux  droites  AB,  DE  parallèles 
{fig.  Sa),  décrire  une  scodé^  composée  de  quatre, 
arcs  de  cercles  qui  se  touchent. 

Solution. 

Ayant  abaissé  la  perpendiculaire  Bft  sur  DE,  et 
pris  BC  égale  au  tier^  de  Bb  ou  à  peu  près  ;  de  ce 
point,  comme  centre,  on  tracera  un  qfuart  de 

cercle  BFy  Sur  fC  v  prôbugée  d'^mvb^ie  quart 


4e  cette  ligne  avec  le  rayon  GP  ^  on  4é%rir«  ut^ 
second  arc  de  cercle  FK  du  point  G ,  comiseici 
centre;  ensuite  ayant  prolongé  le  rayon  GK  en  I^ 
tel  que  IG  soit  à  peu  près  le  tiers  de  GK ,  sur  une 
Ugae^  ,0£  pei^pendicqlaire  à  i'extrémi^  ée   la 
Êgjae^DB^^  on  prendra  EL :;=:::  IK.,  et  l'oa  tirera  la 
droite  IL.  (  Pour  que  le  problème  soit  possiblet 
U  faut  que  cette  dernière  ligne  soit  iqcUaée  à  la 
ârojte  PÇ  ;  autrement  il  faudroit  changer  la  pro* 
portion  des  premiers  rayons.  )  Sur  le  milieu  d^ 
cette  ligne  ^  élevez  une  perpendiculaire  qui  covt» 
pera  U  droite  £Xi  dans  un  point  O ,  par  lequel  oa 
inenera  la  droite  01 ,  qui  détermiaera  r^xtrémit^ 
]^f  du.  troisième  arc  de  cercle  KM  t  enfin  de  ce 
point  O  comme  centre,  avecle  rayonCXMv  on  tne» 
çera  YafC  M£ ,  qui  achèvera  la  courbe  à  décrk^ew 
Ça  Voit  aisément  que  cette  courbe  n'a  aucun 
jarret  i  puisque  les  arcs  de  c^cle  dont  elle  esk 
composée  se  touchent  tous  aux  points  de  réunion  ^ 
à  cause  que  leurs  centres  et  les  points  d'attoudie^ 
igant  spntdans  une  même  ligne  droite,  par  const 
tructipiu  Ç.  Q.  F.  T  et  D. 

8o*  On  tracera  de  même  une  espèce  de  spirale 
bu  volute  (^.'33  ) ,  en  observant  que  les  centres 
Ci  D,  G^l  dçs  différente  ares  de  cercle  dont  cette 
courbe  est  composée,  soient  avec. les  point) 
à'attolichement  dans  une  même  ligne  droites  En 
général  9  on  pourroit  faire  usage  du  même  prin* 
cipe  pour  unir  ensemble  différentes  portions  de 
xourbes,  atitreft  que  des  arcs  de  '  cercles  ;' en 
jsorte  qu'elles  paroissent  n'en  former  qu'ua9 
jseule  j  lorsque  i  on  aura  opéré  de  maniera  quâ 

^es  UQseotflS  aH3^  différeAte»  b;:anpbeft  <(;[WiS»i:éii| 


n 


œsêfiti  ^^  fassent  qu'iihë  seule  ;et  mèftië  lîgtid 
ifroîtê  ;  et  c'est  ce  qui  constitue  Tiessence  de  \ài 
fconstraction  de  toutes  ces  courbés ,  et  nous  porto 
â  juger  qu'elles  ont  été  formées  par  un  trait  con*; 
tinu;  piiisqtte  les  côtés  élémentaires  des  pàrtièi 
€e  courbes  dont  elles  $ont  composées,  sont  esseri^ 
li^êmétlt  dans  une  ièûlè  et  même  direction  pat. 
la  nature  de  notr^  consthictiom 

T  H  i  O  H  i  ME*' 

81.5/  une  droite  GAB  touùke  une  cîtconfêrendb 
AF  {pi  iiflg.  34);  jé^dbcfuè  dans  l'angle  CAB; 
formé  par  &  rayon  C  A  et  la  tangente  AB ,  on  ne 
peut  Mener  aucune  ligné  droite  qui  fie  coupe  léL 
xirconférènce  ;  Mais  qu'entre  la  mirne  circonfê^ 
fencè  et  sd  tàhgente  >  on  peut  meiïer  Une  infiniâi 
tfe  cthcànférencts  qid  nont  tfu'un  ieûl  point  cotrt^ 
THak  açèc  cette  hïêhte  circonférence. 

D^MONSTRATIOir; 

Soît  ii^  une  ligne  dtoîte  AD  menée  dans  Tatt-i. 
^e  droit  GAB ,  formé  par  le  rayon  CA  et  la  cîi'-^; 
confërenfce  AF  :  je  dis  que  cette  ligne  coupera 
nécessairement  la  même  circonférence  en  quel* 
'que  point  F;  tat,  si  pretit  que  soit  Tartre  éAÉ> 
Qu'elle  fait  avec  la  tangente ,  toujours  est-îl  vriî 
que  Farigle  CAD  est  digu  ;  donc  lé  rayon  G  A  tit 
obliqttè?  sur  AD,  et  pîu^  long  que  k  pèrpéndî- 
'ènlaireCD,  abaissée  du  centré  dti  cercle  sur  la 
ligne  AF:  Pjn:  conséquent  *il  y  aura  ëhçorë  tnfa 
tmtrè  dSiîtjue  GE  âê  Fâtitre  cëiê  de  CD  â  ègàfe 
distance ,  et  qui  sera  égale  à  G  A  ;  d'où  il^iriè  qi/e 

Je  point  F  âe  lia  %^e  AD  ser»  dans  la  circonfç^ 
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rence;  et  déplus  toutes  les  lignes  menées  duf 
centre  C  à  la  partie  ADF  seront  plus  grandes 
que  CD,  et  plus  courtes  que  CA  ou  CF;  et  celles 
menées  à  des  points  plus  éloignés  que  les  même$ 
points  A,  F  seront  plus  longues  que  les  mêmes 
rayons  CA  et  CF  ;  donc  la  ligne  AD  coupe  le 
cercle  )  si  petit  que  soit  Tangle  BAD  qu'elle  Eût 
avec  la  tangente.  C.  Q.  F.  i°.  D. 

2^  D'un  point  O ,  pris  sur  le  rayon  CA  pro-' 
longé ,  soit  décrite  une  circonférence  qui  passe 
|)ar  le  point  A;  cette  nouvelle  circonférence  aura 
encore  pour  tangente  la  même  ligne  GAB  :  or^ 
je  dis  que  dStte  circonférence  n'a  que  le  seul 
point  A  commun  avec  la  première  ;  car,  en  tirant 
du  centre  C  du  premier  cercle  des  lignes  CE ,  CL 
si  près  que  Ton  voudra  du  point  A  ;  comme  ces 
Jignes  sont  menées  du  point  C,  qui  n'est  pas  le 
centre  du  nouveau  cercle ,  à  la  partie  de  cette  cir- 
conférence qui  en  est  la  plus  proche,  elles  seront 
toutes  plus  longues  que  CA  (n^  71  );  donc  toute 
la  portion  EAL  est  extérieure  au  premier  cercle , 
et  n'a  que  le  seul  point  A  de  contact  commua 
avec  sa  circonférence  ;  et  enfin  parceque  l'on 
.peut  prendre  une  infinité  de  points  comme  O  sur 
•le  rayon  CA  prolongé ,  et  décrire  de  nouvelle^ 
circonférences  extérieures  les  unes  des  autres,  il 
s'ensuit.que  dans  l'angle  formé  par  la  circonfé- 
.rcnce  d'un   cercle  avec  sa  tangente,  pn  peut 
.mener  une  infinité  de  circonférences  qui  suodi- 
, viseront  cet  angle  à  l'infini,  et  n'auront  que  ce 
Tseul  point  de  commun.avec  le  premier  ce2:ae.  C« 
Q/f.  a\D./  .  \  . 
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S  C  H  O  L  I  E. 

82.  Les  philosophes  anciens  et  modernes; 
ainsi  que  les  physiciens  géomètres ,  ont  regardé 
de  tout  temps  ce  théorème  comme  une  démons- 
tration rigoureuse  et  géométrique  de  la  divisibi- 
lité dé  Tespace  à  l'infini  ;  et  cette  proposition  est 
une  espèce  de  paradoxe  où  le  témoignage  des 
sens  nous  meneroit  bientôt  à  Terreur ,  si  l'on 
n'étoit  guidé  par  une  suite  de  démonstrations 
à  l'abri  de  toute  chicane.  Les  plus  célèbres  géo- 
mètres ont  cru  l'examen  de  la  nature  de  l'angle 
dont  on  vient  de  parler,  dîgne  de  leurs  recher- 
ches ;  et  c'est  peut-être  là  le  premier  pas  qui  ait 
été  fait  vers  la  géométrie  de  1  infini. 


CHAPITRE    Vit     ^ 

De  la  mesure  des  angles  gui  n* ont  pas  leur  som- 
met au  centre  ;  solution  de  divers  problêmes 
qui  en  dépendent;  de  la  manière  de  tracer  sans 
compas  des  circonférences  de  cercle  dont  les 
rayons  seroient  d'une  longueur  démesurée ,  ei 
dont  on  ne  pourroit  trouver  le  centre. 

Théorème     L 

83.  J^E  trois  conditions  que  peut  avoir  une 
droite  DE,  à  l'égard  d'une  corde  A'B(Jig.  35  ), 
savoir  de  passer  par  le  centre  du  cercle,  dêtre 

D  iij 


perjÊendiculaire  à  la  corde,  et  de  la  diviser  eri 
deux  parties  égales  ;  si  deux  onè  lieu ,  la  troi^ 
^içmç  aurq.  ai^ssi  lieu  nécessairement. 

DiMOKSTKATION, 


1^ 


Suppo$cms  d'abord  c^  U  droite  DÇ  ]>ass^ 
par  le  centre  et  ppx  le  n;iilieu  de  la  corde  \  il  e^t 
vi<>îble  qu'elle  lui  est  perpendiculaire,  puisqu'eUa 
à  deux  ppints  à  égales  distances  des  q^^tré^iités 
de  cette  corde  (  n^  40  ). 

2^  Suppqsons  qu'elle  passe  par  le  centre  x  et 
qu'elle  soit  perpendiculaure  ;  je  dis  qu'elle  la  di- 
vise en  deux  parties  égaljes  :  car  puisqu'elle  pa^SjEi 
par  le  cent]:e ,  elle  a  déjà  un  point  à  distances 
égales  de  ses  extrémités  ;  et  parcequ'elle  est  per- 
pendiculaire ,  elle  doit  passer  par  tous  les  pointa 
a  égales  distances  des  mêmes  extrémités  (n^  ^9)  \ 
donc  elle  passe  par  le  milieu  de  la  corde. 

3^  Enfin ,  supposons  qu'elle  passe  par  le  mi- 
lieu de  la  coroe  ^  et  lui  soit  perpendiculaire  \  il 
est  évident  qu'elle  doit  passer  par  le  cenfre^ 
puisqu'elle  a  déjà  un  de  ses  points  à  égales  dis^ 
tances  ^es  extrémités ,  et  qu  étant  perpendicu- 
laire au  milieu ,  elle  doit  les  avoir,  tous  i  or ,  le 
centre  est  à  égales  distances  des  extrémités  de  la 
corde  qui  sont  dans  la  circonférence;  donc  elle 
passe  pa'i  e  centre,  C.  Q.  F.  3^  P, 

CoaOL|.AIR.£      I« 

84.  Il  suit  de  ce  théorème  que  dans  chacua 
^es  trois  cas  qui  y  sont  énoncés,  la  ligne  DJQ 
passera  par  le  milieu  des  arcs  ADB  et  AËB ,  sou^* 
t60U$  par  la  cQrde }  puisque ,  par  1^  nature  dn 


Cercle,  le  raîlieu  d'un  arc  qi*clconque  esC  à  égalée 
distance»  de  ses  extrémités. 

TnéoRâMB    IL  , 

85.  Deux  arcs  de  cercle  compris  entre  êeust 
parallèles  seront  toujours  égaux,  soit  que  céspa^ 
ralleles  soient  deux  cordes  AB ,  MN  {jig.  36  y, 
soit  que  Pune  des  deux  soit  une  corde,  et  t autre 
une  tangente;  et  enfin  lorsque  ces  deux  frara^. 
léles  seront  deux  tangentes,  comme  EF^  DG, 

D  <  M  O  N  s  T  R  AT  ION. 

Car  ayant  abaissé  du  centre  C  la  perpendicu- 
laire CE  sur  l'une  des  deux  cordes  AB ,  elle  sera 
aussi  perpendiculaire  sur  sa  parallèle  MN  ;  et  pair 
conséquent,  parle  présent  théorème,  cetXe  ligné 
divisera  les  cordés  et  tes  arcs  en  deux  parties 
égales,  ce  qui  donne  AE=BE,  et  E]Vr=EN; 
retranchant  de  part  et  d'autre  ces  quantités 
i^W ,  on  ai»<a  Ml = BN. 

Dans  le  second  cas,  Hienant  le  rayon' CE  ait 
point  où>  la  tansente  touche  le  cercle  ;  ce  rayon 
sera  perpendiculaire  à  la  tangente ,  et  par  consé*- 

3uentàia  corde  MN  qui  lui- est  parallèle  ;  donc  il 
iwse.  encoriQ.  la  corde  MN  ,  et  l'arc  MEN)  et| 
deux  parties  égales  v  donc  ME = NE.. 
.  Dans  le  troisienie  cas  où  les  arcs  sont  compris 
entw  deux  tangentes  parallèles^  soient  menés 
4m  cenire  C  aux  pcÂnts £,.]>,  où  ces  tangentes 
touchent  la  circonfêrence ,  les  rayons  C£^  C£>quî 
aenmtpei^endiculairesià chacune  (n^  55  ).  Cela 
posé'i  cesjcayonsCD)  CE,  ayantom  pointooflimun^' 
aomidLQiiil^ne,  droite  9  ou  ^oot  entre  ciuz  uir 
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angle  quelconque  ;  dans  ce  dernier  cas ,  les  lanr 
;entes  seraient  perpendiculaires  à  deux  lignes 
lifFérentes  ;  donc  elles  ne  seroient  pas  parallèles, 
ce  qui  est  contre  la  supposition.  Il  faut  donc 
admettre  que  ces  deux  rayons  ne  font  qu'une 
seule  et  même  ligne  droite  qui  est  nécessairet- 
ment  un  diamètre;  donc  les  arcs  DAE,  DBE 
seront  encore  égaux,  puisque  chacun  est  une 
.demi'CÎrconférence.  C.  Q.  F.  D. 

Th]£orême    III. 

S6.  Un  angle  quelconque  BAD  qui  a  son  sont" 
tnet  à  un  point  quelconque  au-dedans  ou  au^ 
dehors  du  cercle ,  a  pour  mesure  dans  le  premier 
cas  la  demi' somme  des  arcs  BD,  bd;  et  dans  le 
second,  la  demi-différence  des  mêmes  arcs,  corn-- 
pris  entre  ses  cotés  prolongés  s'il  est  nécessaire 
<  y%.  37  et  38  )• 

Démonstration. 

Par  le  centre  C  du  cercle ,  soient  menées  les 
lignes  FC/>  GCg,  respectivement  parallèles  aux 
côtés  AB ,  AD  de  1  angle  BAD.  Cela  posé ,  les 
angles  égaux  FCG  ^/Cg,  puisqu'ils  sont  opposés 
au  sommet ,  sont  aussi  égaux  a  Tangle  BAD  ;  et 
parcequ'ils  ont  leur  sommet  au  centre,  ils  ont 
pour  mesure  les  arcs  FG  jfg,  compris  entre  leurs 
côtés;  donc  ces  mêmes  arcs  seront  aussi  la  me- 
sure de  l'angle  BAD  5  reste  donc  à  en  trouver  la 
.valeur  au  moyen  des  atcs  BD,  bd,  déterminés  par 
les  côtés  de  ce  même  angle  BAD ,  prolongés  s'il 
est  nécessaire.  Or ,  il  est  visible  que  FG  =5  BD 
.^BF  — DG  dans  l'une  et  dans  l'autre  figure ^ 
^m/^^bd-hb/-^dg{f{g.  37),  etque,dans^la 
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^gàrè  38^/g=zbf'+-  dg — bd;  donc  en  ajoutant 
ces  égalités ,  à  cause  que  FG  =^fgs  on  aura  aFG 
= BD — BF  —  DG  -I-  A/4-  dg  dr  hd  Mais  les 
arcs  BFet  hf,  DG  et  dg,  étant  égaux  (  n^  85  ) ,  et 
affectés  de  signes  contraires ,  se  détruisent;  on  a 

donc  2FG  =  BD=t  W,  etpartant  FG=2^^^' 

donc  tout  angle  au-dedans  du  cercle  a  pour  me- 
sure  la  demi- somme  ;  et  tout  angle  au-dehors,  la 
demi-différence  des  arcs  compris  entre  ses  cdtés*^ 
C  Q.  F.  D. 

Corollaire     L 

87.  Donc  si  un  angle  BAD  (Jig.  89  )  a  son 
sommet  dans  la  circonférence  même  du  cercle* 
il  aura  pour  mesure  la  moitié  de  Tare  BD ,  com- 
pris entre  ses  côtés.  Car,  dans  ce  cas ,  Tare  bd  de- 
vient nul,  et  la  formule  FG=  — ^ —  se  réduit 
àFG=2?- 

CoROLLAIRt      IL 

88.  Donc  si  plusieurs  angles  BAD ,  BFD ,  BGD 
(^Jig.  39),  ont  leur  sommet  dans  une  même  cir- 
conférence, et  sont  appuyés  sur  un  même  arc» 
ils  seront  tous  égaux,  puisqu'ils  ont  tous  pour 
mesure  la  moidé  du  même  arc  sur  lequel  ils  sont 
appuyés.  De  plus ,  comme  le  remarque  M.  Clai" 
raut  dans  sa  Géométrie,  si  l'un  des  côtés  BF  ou 
CD  de  Tun  de  ces  angles  venoit  à  être  infiniment 
petit,  Tangle  n'en  serait  pas  moins  toujours  le 
même  et  égal  à  l'angle  BAD ,  puisque  la  gran- 
deur de  l'angle  ne  dépend  pas  ae  la  longueur  de 
«es  côtés.  Dans  ce  cas ,  Fun  des  côtés  se  coofoud 


9V^  IVc  dofi^  ^  est  la  cocd^  9  oa^  e^cffAr^neif^ 
{l^  m^me ,  4vec  k  t^ogouu  99  c«  point  ^  si  on  It 
pijolonge  ÎQ4éfii)imept  ;  donc  un  angW  fonné  pur 
Wç  t9i;»£eQft?  et  pv  uae  çordç  a  pQuv  mesure  la 
yi^itié  de  Tare  spulenM  par  la  corde*  Ce  que  mma 
^jnoBtreroiTiS  bieaXôt  a  uae  autre  maDÎere. 

89.  Donc  si  deux  angles  BAD  et  BLD  (Jlg.  3^} 
eccupent  à  eux  deux  une  circonférence  entière  ^ 
ils  seront  suppléments  Tun  de  Fautre. 

Corollaire    IVl 

\  90.  Donc  un  angle  BAD ,  BAd  ou  B Arf  esi 
aroU^  obtus  ou  o.igu^  lorsq^u  ayant  son  sommet 
dxÈfis  une  même  circonférence  (fig.  4^)^^  H  ^t 
appuyé  sur  un  arc  égal  à  la  demi- circonférence^ 
ou^  SUT'  un  arc  plus  grand  ou  plus  petit  que  la 
même  demi-circonférence. 

Co » QLx^Aiibai   Y: 

91.  Donc  un  angle  BAD  ou  bhD  fi>rmé  par 
UAe  tangente  et  par  une  corde  (Jig.  4^  )  ^  poui 
pesure  la  moitié  de  Face  AD  oU)  AFD  compris 
eo^e  s^  côtés.  £n  effets  puisque  la^  ligne  AD  est 
ime^  corde  y  elle  esb  nécessairement  oblique  sur  la 
tangente  BA^^  avec  laquelle,  elle  fbrme  deux 
an^es  inégaux  oui^  pris  ensemble  t  valent  deux 
droits.  Menant  aonc  par  le  centre  C  etle  point  A 
40  contact,  le  diamètre  ACF;  les  angles  BAF, 
&AF  seront  droits,  chacun  ;  et  Ton  aura  BAD  =» 
BAF—DAF,  et  6AD  =  èAF -tr DAE :  donc, 
puisqiie  tous  ces  an^aoï^tleui:  sommet  daû&  la 


JfSxoo^é3ierkc& ,  et  onk  po^r  raesurç  la  moitié  des 
.  9XCS  çou^mis  entre  leurs  côtés. ,  on  aur^  ppw  ^ 
mesure  de  Fangle  BAD,  iADF— ^PF==?:^AD., 
et  pour  celle  dç  Vangle  bAD ,  on  aura  î  AU^ 
.r»-3DF=5ALD;  ç'est-à-dire  que  tout  (m^ 
formé  par  une  tangente  et  par  une  corde,  aisu  ofi 
obtus,  a  toujours  pour  mesure  la  moitié  de  l'arc 
compris  entre  la  corde  et  la  tangente  qui  en  sont 
Us  çptJ^ 

Co]^o;.i.AiKs    Vt 

oa.  DoRG,  si  plusieurs  circonférences  de  cercfe 
{Jig.  34)  ont  une  môiBe  droite  Afl  pour  taa- 
gente  commune  ^u  xp^mç  point  A,  où  elles  se 
touchent  toutes,  et  sont  coupées  par  une  même 
droite  AF  ;  lou$  les  arcs  coupés  par  cotte  môme 
ligne  sur  chaoue  cii^conférence  seront  d'un  même 
nombre  de  oegrés ,  puisque  les  moitiés  de  ces 
mêmes  arcs  sont  toutes  mesure  du  même  an^ 
BAF ,  si  petit  ou  si  grand  qu'il  soib 

CoROLLAinS      VIL 

"         ■       ■     ■     'v 

93.  PareiUement  si  un  ai^^  BAJD  {fig.  42^) 
est  Jbrmé  par  une  corde  AD  et  par  une  droitp 
AB  qui j^  prolongée ,  coupe  Iç  cercle  \  il  aura  poHr 
mesure  U  moitié  de  Tare  MD,  compris  entre  s^ 
côtés  ;  ou  (ce  qui  revient  au  n^ême) ,  la  moitié  dp 
Tare  soutenu  par  la  çordie  AD ,  plus  la  moitié  àp 
l'arc  soutenu  par  le  côté  AB  prolongé  :  car  Iqs 
angles  BAD ,  bhX>  élsml  de  suite ,  pris  ensemble , 
valent  deux  droits,  et  doivent  avoir  à  euxdeu^« 
pour  mesure,  une  demi  -  circonférence.  Donc, 
puisque  ^AD  a  nécessairement  pour  mesure  I^ 
.WoUié  4«  Varç,  bj),^  Vautre  BAQ  dpil  avoif  pQ« 


6o  LEÇOKS  DE  eiowiriLii 

mesure  la  moitié  de  Tare  DA6  j  qui  est  aussi  Fait! 
compris  entre  ses  côtés  :  en  sorte  que  la  propo- 
sition qu'un  angle  qui  a  son  sommet  à  la  circon- 
férence a,  dans  tous  les  cas,  pour  mesuré,  la 
moitié  de  Varc  compris  entre  ses  côtés,  ne  peut 
souffrir  aucune  exception. 

-  9 

Corollaire    VI IL 

94*  Donc ,  si  plusieurs  angles  ont  leur  sommet 
'dans une  même  circonférence,  et  sont  tous  égaux; 
Ik  sont  tous  appuyés  sur  un  même  arc  ^  ou  au 
moins  sur  des  arcs  égaux. 

S  c  H  o  L  X  E. 

95.  Nous  avons  vu  que  tout  angle  qui  a  son 
sommet  au  centre ,  a  essentiellement  pour  me- 
sure Parc  entier  compiîs  entre  ses  cAtés,  Il  est 
-bon  d*observer  que  le  réciproque  peut  fort  bien 
n'avoir  pas  lieu ,  et  que  de  plus  il  y  a  une  infi- 
nité d'angles  qui  ont  pour  mesure  Tare  entier 
compris  entre  leurs  côtés,  sans  avoir  leur  sommet 
au  centre.  En  effet,  sur  une  circonférence  dé- 
crite d*un  rayon  à  volonté  (fg.  4^  )»  prwions 
un  arc  quelconque  BD  ;  par  ses  deux  extrémités 
B,  D,  et  le  centre  C,  iÉàisons  passer  une  circon- 
férence de  cercle;  et  d'un  point  A  quelconque 
de  Tare  BCD,  menons  deux  lignes  AB ,  AD ,  aux 
extrémités  du  premier  arc.  Les  angles  BAI>^ 
BCD  sont  égaux ,  si  on  les  considère  dans  la  cir- 
conférence du  cercle  qui  passe  par  les  trois 
points  B ,  C ,  D ,  puîsqu  ils  ont  chacun  pour  me- 
^sure  la  moitié  du  même  arc  BaD  sur  lequel  ils 
>sont  appuyés  ;  donc  ils  sont  aussi  égaux ,  si  on 


TBioRIQXTS    ET    PAATIQlTr.  Slt 

les  considère  dans  le  premier  cercle*  Mais  Tangle 
BCD  a  pour  mesure  Tare  BD  compris  entre  ses 
côtés ,  ayant  son  sommet  au  centre  ;  donc  rangUi 
BâD  a  aussi  pour  mesure  le  même  arc  BD  com- 
pris entre  ses  côtés  ;  quoiqu'il  n'ait  pas  son  som- 
met au  centre.  Il  Éiut  entendre  la  même  chose  de 
tout  angle  qui  aura  son  sommet  dans  l'arc  BACD.i 
On  voit  donc  que  l'arc  BACD  est  le  lieu  de  tous 
les  angles  qui  ont  pour  mesure  l'arc  entier  comA 


prolonge  les  côtés  AB ,  AD  de  l'angl^ 
BAD  en  b  et  en  d^  et  si  l'on  tire  les  cordes  ponc- 
tuées B<i,  Di;  il  est  visible  que  ces  cordes  seront 
toujours  parallèles ,  quelque  part  où  l'on  prenne 
:  le  sommet  A  dans  l'arc  BACU  ;  d'où  il  suit  que 

t  les  arcs  BD  et  bd  sont  égaux:  ainsi  leur  demi- 

sommet  est  égal  à  l'un  d  eux.  Passons  à  la  solu- 
'  tîon  de  quelques  problêmes  qui  dépendent  des 

l  principes  que  nous  venons  d'exposer,  .     , 

Problême    L  ' 

96.  Par  un  point  B ,  donné  sur  une  ligne  VD^ 
élever  une  perpendiculaire  à  cette  Ifgne  (Jig.  44).i  ' 

Solution. 

D'un  point  quelconque  C  pris  sur  le  même 
plan  que  la  droite  AB  avec  le  rayon  CB ,  on  cou- 
pera la  ligne  donnée  FD  en  A ,  et  on  tracera  un 
arc  indénni  dans  l'alignement  des  points  déjà 
donnés  A  et  C  ;  puis  on  mènera  la  droite  AC,  qui 
fasse  section  aja  point  déterminé  G  y  par  lequel  et 
'par  le  point  B  on  fera  passer  la  droite  GB  q.ui  serf 


■  k  pèrjpëiidicûkîrè  dèmâildéë,  puisque  Taiigt 
ABG  à  son  soihihèt  à  la  circonférence ,  et  qu'ti 
est  appuyé  Sur  le  dîatoetre  C*  Q.  F.  T.  et  D.,    ' 

PHOâLÂMI      IL 

95^.  D'f/;i  ;?ofn^  G  donné  hors  àuhb  drottè 
itttssi  donnée  FD ,  mener  sur  tètle  ii^É  une  pef* 
pendiculàîre  GË  (J%.  44)- 

S  O  L  U  T  I  Ô  JTé 

t)u  point  donné  G,  lirez  à  la  droite  tp  urié 
bblique  quelconque  GA  ;  de  Son  milieu  C  avec  le 
rayon  CA  ou  CG ,  décrivez  iiïi  arc  dé  cercle  qui 
toupé  la  ligne  FD  en  B ,  auquel  voiis  tirerez  là 
droite  GB  qui  sera  là  perpendiculaire  demandée* 
tar,  décrivant  le  demi-cérclé  entier  sur  lé  dia- 
itietré  ACG,  ôii  Vôît  que  l'anèle  ABG  est  droit, 
puisqu'il  est  appuyé  sur  le  diamètre  (n^  90)* 
b'âiliëurs,  la  ligtié  GB  paàse  par  le  point  donné 
G  :  donc  elle  est  la  perpendiculaire  demandée*; 
C.  Q.  F.  T.  et  D. 

Pkoblemb    II  L 

•  98;  tfn  cercle  et  un  point  quelconque  A,  ai^ 
"^dehors  du  cercle^  étant  donnés  Sur  le  même  plan} 
mener  par  ce  point  des  lignes  qui  soient  tangentes 
'û  la  circonférence  de  cB  même  cercle  (fig.  45)» 

Solution. 

Supposons  le  problème  résdîti,  et  que  les 
ligues  AD  et  Atf  sont  les  tangentes  déAiandéès  '} 
*î  l'ôii  tire  lèstayoil^  Ct),  Cd,  iêS  àhg(ës  CD  A. 
jDrfA  feérttot  drdîts  {ûi  55).. Ddùt  fi? tlc«^éotàtoi^ 


II 


leur  sommet  dans  la  circonférence  d'un  cercle 
décrit  sur  AC ,  comme  diamètre.  Ce  qui  donne 
k  iscAudon  du  ^rdblénie  «  eii  Ifrant  la  ligftb  AC 
par  le  point  donné  A ,  et  le  centre  C  ;  puis  décft-f 
rsmX  sur  cette  iigne ,  comme  diamètre ,  une  cit*^ 
conférence  de  cercle  oui  coupera  celle  du  piré^ 
atîercercle  au±  points  donnés  Detd,  qui  iéfotiS 
les  points  tlemandés^  C  Q«  F«  T.  et  D. 

I^roblIme    IV.  ^ 

99.  Sur  une  iign&  âcmnée  BD,  c^mstruîre  une 
portion  de  cercle  telle  que  toul  angle  gui  aura 
son  sommet  dans  cette  circonférence,  et  qui  sera 
appuyé  sur  Tare  soutenu  par  la  corde  BD ,  soii 
égal  à  un  angle  donné  qrs  {fig.  46  ). 

AnALYSII     DU     PAOBL&teE«, 

Supposant  le  problêmte  résolu  ;  parmi  tous  \ti 
angles  qui  auront  leur  sommet  dans  la  circonfé- 
rence, et  qui  auront  pour  mesure  la  moitié  de 
Farc  BD  compris  entre  leurs  côtés ,  je  puis  con- 
sidérer en  particulier  celui  qui  seroit  rormé  par 
éetre  même  corde  BD  et  par  une  tangente  JSÎF  : 
^onc  l'angle  DBF  doit  être  égal  à  qrs.  De  plus  ^ 
si  je  lire  une  droite  indéfinie  pérf)endiculaîre  à 
BF  ,  cette  ligne  doit  passer  par  le  centre,  puisquei 
(bute  tangente  est  perpenaiculaîre  à  l'extrémité 
du  rayou.  Mais  le  même  centre  doit  aussi  se 
trouver  dans  Une  ligne  perpendichlàire  au  milieu 
de  BD  :  donc  il  sera  an  point  où  ces  lignes  se  cou« 
peront;.ce  qui  fournit  ta  coostrucUoa  suivante,} 


*'* 


Solution.  ^ 

,Al%ne  des  extrémités  de  la  ligne  BD,  faîteil 
un  angle  DBF ,  égal  à  l'angle  donné.  Au  point  B 
de  la  lîgnç  BF,  élevez- lui  une  perpendiculaire  'P 
indéfinie  ;  et  sur  le  milieu  de  BD ,  élevez  une 
^utre  perpendiculaire  qui  coupe  la  première  ea 
un  point  déterminé  C ,  qui  sera  le  centre  du  cercle 
demandé ,  que  vous  décrirez  ave^c  le  rayon  CB 
ou  CD. 

D  i  M  O  N  s  T  R  A  T  i^O  K. 

Soient  tirées  d'un  point  A  quelconque  de  la 
circonférence  des  lignes  AB ,  AD  aux  extrémités  ( 
de  la  ligne  donnée  BD.  L'angle  BAD  aura  pour 
mesure  la  moitié  de  Tare  soutenu  par  la  corde 
BD;  mais  l'angle  DBF  étant  formé  par  une  tan- 
gente et  par  une  corde ,  a  aussi  pour  mesure  la 
moitié  du  même  arc  (n**.  91)  (par  construction  )  ; 
et  Ton  a  fait  cet  angle  égal  à  qrs  ;  donc  aussi 
BAD  et  tout  autre  construit  de  la  même  manière  ,' 
sera  égal  à  qrs.  C.  Q.  F.  T  et  D.  ï 

N.  B.  Quelquefois  on  énonce  le  problême  que  4 
nous  venons  de  résoudre  comme  il  suit  :  Sur  une 
ligne  donnée,  construire  une  portion  de  cercle 
capable  d'un  angle  donné.  On  peut  le  résoudre 
très  simplement  au  moyen  de  la  ligne  des  cordes 
du  compas  de  proportion ,  sur-tout  si  le  nombre 
des  degrés  de  l'angle  qrs  est  doi^é. 

S  c  H  O  L  I  £•  * 

« 

•1 00.  On  fait  un  grand  usage  du  dernier  pro- 
blème dans  la  prati(][ue ,  pour  aéterminer  la  po$i> 
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I. 


i 


L. 
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tioa  de  points  importants  sur  le  terrain  9  au  moyen 
^e  trois  points  aont  la  situation  respective  est 
déjà  donnée.  On  s^en  sert  particulièrement  dans 
les  cartes  marines  pour  relever  la  position  de 
points  qu'il  est  essentiel  de  marquer  sur  la  carte*- 
Supposons ,  par  exemple ,  qu'on  veuille  y  pla* 
çer  un  écueilD,  contre  Lequel  un  vaisseau  pour- 
roit  se  briser  en  arrivant  sur  une  côte  déjà  bien 
connue.  De  ce  point  à  trois  objets  remarquables/ 
comme  A  ^  B ,  C ,  on  dirigera  les  rayons  visuds 
DA ,  DB ,  DC }  et  Ton  observera  avec  un  instru« 
ment  la  valeur  des  angles  ADB,  BDC,  dont  on 
connoîtra  le  nombre  des  degrés  et  minutes.  Il  esC 
visible  que ,  si  sur  les  lignes  AB  et  BC  on  décrit 
des  portions  de  cercles  capables  des  angles  ob-. 
serves  ADB  et  BDC ,  le  pobl  demandé  se  trou- 
vera dans  le  point  où  ces  circonférences  se  cou* 
perontsurla  carte. 

Nous  verrons  par  la  suite  comment  on  peut 
résoudre  ce  problème  numériquement ,  par  les 
opérations  Ingonomé triques.  Donnons^  en  atten- 
dant, la  manière  de  le  résoudre  par  le  compas 
de  proportion.  A  la  vérité,  nous  n  avons  pas  en- 
core expliqué  les  principes  de  la  construction 
de  la  ligne  des  cordes  sur  cet  instrument  ;  mais 
cela  n'empêche  pas  qu  on  ne  puisse  pratiquer  la 
méthode  que  nous  allons  donner. 

Supposons  donc  que  du  point  D  on  ait  ob- 
servé les  lignes  AB  et  BC  sous  des  angles  respec- 
tivement égaux  i  66^  o',  et  à  44*  3o'  :  on  pren-i 
dra  avec  le  compas  la  longueur  de  la  ligne  «AB 
que  Von  portera  sur  la  ligne  des  cordes  du  c6m-: 
pas  de  proportion ,  ouvert  de  manière  que  U 

E 
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idîstanée  de  iSa""  à  iSa^,  double  du  premier 
angle  observé ,  soit  égale  à  cette  même  ligue  ÂB« 
Puis  on  prendra  sur  le  même  compas  de  propor- 
tion la  distance  de  60°  en  60^  et  avet  cette  ou- 
.verlure  des  points  A,  B,  comme  centres,  on  dé- 
crira deux  arcs  de  cercle  qui  se  couperont  quel- 
que part  en  un  point  O ,  qui  sera  le  centre  d'une 
j^remiere  circonférence  sur  laquelle  doit  se  trou- 
,ver  le  point  D.  Pareillement  ayant  ouvert  le  com- 
pas d*uné  grandeur  égale  à  BC ,  on  porterai  cette 
grandeur  sur  le  compas  de  proportion,  en  sorte 
que  ks  points  de  8p^  à  Sp""  soient  éloignés  sur 
la  ligne  des  cordes  d'une  quantité  égale  à  cette 
ligne.  Prenant  ensuite  la  distance  de  60  à  60  sur 
la  même  ligne  des  cOrdes,  on  décrira  des  points 
B  et  C  comme  centrés  :  avec  cette  ouverture  de 
compas  /deux  arcs  de  cercle  qui  se  couperont  en 
tin  point  o^  qui  sera  le  centre  d'une  nouvelle  cir- 
conférence, sur  laquelle  doit  encore  se  trouver  le 
point  D.  Ainsi,  le  point  où  ces  deux  cîrconfe- 
rendes  se  couperont,  sera  Iç  point  demandé  ;  car 
la  ligne  BD  ayant  été  prise  égale  à  une  corde 
liSa"",  Varc  soutenu  par  cette  corde  sera  de  182^ 
Pareillement  la  ligne  BC  ayant  été  faite  égale  à 
la  corde  89*^,  l'arb  soutenu  par  cette  même  corde 
sera  du  même  nombre  de  ciègrés.  Donc,  puisque 
les  angles  ADB,  BDC  ont  leur  sommet  dans  les 
circonférences  des  cercles  auxquels  ils  appar- 
tiennent, ils  auront  la  moitié  de  ces  arcs  pour 
mesure.  Donc ,  du  point  D ,  on  verra  la  ligne  AB 
sous  un  angle  de  66°  o\  et  la  ligne  BC  sous  un 
angle  de  44°  3o'  :  donc  le  point  D ,  ainsi  déter- 
miné sur  la  carte ,  exprime  le  point  D  sur  le  lieu 
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éoml  cette  carte  représente  Tensemble^i 

Second    Scholi2.i 

ibi.  On  se  sert  avec  beaucoup  d'avantagé  dèst 
angles  invariables  pour  décrire  une  portion  de 
cercle  par  un  mouvement  continu  lorsqu'on  ne 
peut  en  avoir  le  centre.  En  effet,  puisque  tous 
les  angles  qui  ont  leur  sommet  dans  une  même 
circonférence,  et  sont  appuyés  sur  un  même  arc, 
sont  égaux;  réciproquement  si  plusieurs  angles 
sont  appuyés  sur  un  même  arc  et  sont  égaux , 
leur  sommet  est  dans  la  circonférence  d'un  mêmd 
Cercle  ;  ou ,  ce  qui  revient  au  même ,  on  peut 
regarder  ces  différents  angles  comme  un  même 
ande  BAD ,  dont  les  côtés  glissent  entre  deux 
pomts  fixes  F  et  G  {Jig.  48)  ?  et  dont  le  sommet 
A  décrit  une  circonférence  de  cercle.  Plus  l'angle 
BAD  sera  grand ,  plus  l'arc  FAG  sera  d'un  petit 
nombre  de  degrés  ;  mais  aussi  plus  le  rayon  du 
cercle  sera  grand  ;  en  sorte  que ,  si  Ton  avoit  à 
décrire  un  arc  dont  le  rayon  eût  5o  à  60  pieds  ,• 
On  ne  peut  le  décrire  que  par  ce  moyen ^  sur^tout 
si  l'espace  sur  lequel  il  doit  être  tracé ,  est  très 
eu  étendu.  De  plus,  si  entre  les  mêmes  points 
'  et  G,  on  fait  mouvoir  un  autre  angle  bad,  sup- 
plément de  BAD,  on  pourra  achever  la  circonté- 
rence  entière  du  cercle  par  le  mouvement  de  ces 
deux  angles  invariables  entre  les  points  fixes 
P'et  G.  Les  géographes ,  dans  leurs  projections  f 
représentent  sur  la  mappemonde  lés  cercles  mé* 
riaiens  par  des  portions  de  circoi^i^cnces ,  dont 
les  rayons  sont  d'autant  plus  grands ,  que  cèsmé* 
ridiens  sont  plus  pr^$  de  celui  qui  est  pris  pour 
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{)remier  méridien,  et  qui  est  exprimé  par  une 
igné  droite.  On  voit  donc  combien  il  leur  importe 
de  tracer  les  arcs  de  cercle ,  sans  en  chercher  le 
centre  ;  et  c'est  par  un  instrument  fondé  sur  les 
principes  que  nous  venons  d'exposer ,  qu'ils  exé- 
cutent celte  opération. 


LIVRE    SECOND- 

Des  Eléments  de  Géométrie, 


DES     SURFACES. 

1^  JL/MS  principales  espèces  de  figures  planes  et 
recdlignes;  des  propriétés  gui  leur  sont  communes, 
â^  De  la  manière  de  mesurer  toutes  les  surfaces 
rectilignes.  3^  De  la  transformation  et  réduction 
desfigurfis  les  unes  dans  les  autres  ;  des  opé- 
rations de  V arithmétique  sur  les  figures  planes. 
J^.  Des  polygones  réguliers  en  général,  et  de 
la  manière  de  les  auarrer;  application  de  cette 
piétkode  à  la  surface  du  cercle  et  de  ses  diffé- 
rentes parties.  5^  Des  lignes  proportionnelles; 
des  triangles  et  des  figures  semblables.  6\  Des 
rectangles  sur  les  différentes  parties  d'une  ligne 
droite  divisée  en  deux  parties;  des  sécantes  inté- 
rieures ou  extérieures  au  cercle,  et  des  moyennes 
proportionnelles,  7°.  Propriétés  générales  des 
triangles  quelconques  eu  égard  aux  quarrés  de 
leurs  câtés ,  dgnt  tun  est  pris  pour  base.  8^  De 
la  nature  de^olygones  réguliers  inscrits  ou  dr- 
conscrits  au  cercle  ;  des  lignes  divisées  en  moyenne 
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et  extrême  raison;  propriétés  singulières  des  lignes 
ainsi  divisées;  usage  de  cette  division  pour  décrire 
le  pentagone  et  le  décagone  réguliers  ;  théorie  du 
calcul  des  cordes  d'arcs  soudivisés  continuelle-- 
ment  suivant  la  progression  ij  ïjjïlj-^ïè,  etc. 
application  aux  polygones  primitifs  et  dérivés ^ 
d'oà  l'on  tire  la  méthode  des  limites  du  rapport 
de  la  circonférence  au  diamètre.  9°.  Du  rapport 
des  surfaces  défigures  quelcom/ues  entre  elles,  et 
particulièrement  des  surfaces  semblables;  multi- 
plication et  division  des  figures  semblables;  de  la 
manière  de  retrancher  des  surfaces  données  de 
surfaces  aussi  données,  par  des  lignes  droites  as^ 
sujetties  à  passer  par  un  point  donné;  détermina^ 
don  de  la  surface  du  triangle  par  la  connaissance 
de  ses  côtés,  lo^  Des  figures  isopérimetres. 

CHAPITRE     PREMIER. 

Des  figures  planes  en  général  et  des  propriétés 
qui  leur  sont  communes;  de  l'égalité  parfaite 
des  triangles  ;  du  quadrilatère  et  de  ses  diffé^ 
rentes  espèces;  du  rapport  du  nombre  des  côtés 
d'une  figure  quelconque  avec  la  somme  de  ses 
angles,  tant  intérieurs  qu* extérieurs. 

DiFINITIONS. 
%.     PREMIER. 

102.  JNous  avons  déjà  dit  qu'w/ze  surface  est 
une  étendue  xpua  deux  dimensions,  connues  sous 
m  nom  de  longueur  et  largeur  1  et  qu'il  faut  tou  \ 

£  iij 


Joufs  connoUre  pour  déterminer  son  rapport  auee 
une  autre  sur/ace  prise  pour  mesure  ou  pour 
unité.  On  distingue  des  sur/aces  planes  et  des 
surfaces  courbes.  Les  premières  sont  celles  aux-*- 
quelles  on  peut  appliquer  une  règle  bien  dressée 
pans  toutes  sortes  de  directions  ;  ou,  ce  qui  re-r 
vient  au  même ,  celles  qui  peuvent  être  décrites 
$ur  un  plan.  Les  surfaces  courbes  sont  celles  aux« 
quelles  on  ne  peut  appliquer  une  règle  que  dans 
un  nombre  déterminé  de  directions,  ou  quelque- 
ibis  dans  aucune,  comme  la  surface  d'une  boule* 

Nous  n'examinerons  dans  ce  livre  que  les 
surÊices  terminées  p^r  des  lignes  droites ,  ou 
par  la  circonférence  du  cercle  •,  ou  celles  qui  se- 
roient  terminées  par  des  lignes  droites,  et  des 
courbes  qui  peuvent  se  ramener  à  des  arcs  de 
cercle.  On  distingue  les  'surfaces  planes  par  le 
nombre  de  leurs  côtés  et  de  leurs  angles ,  et  aussi 
par  les  relations  que  ces  lignes  peuvent  avoir 
çntre  elles  ainsi  que  ces  mêmes  angles, 

lo3.  Une  figure  ne  peut  être  terminée  de  tou-> 
tes  parts  qu'elle  n'ait  au  moins  trois  côtés.  On 
l'appelle  triangle  ou  trilatere.  C'est  la  première 
et  la  plus  simple  de  toutes  les  surÊices  planes  et 
rectilignes.  Celle  qui  a  quatre  côtés  se  nomme 
quadrigone ,  et  plus  communément  quadrila--. 
fere.  Celle  qui  a  cinq  angles  ou  cinq  côtés  se 
nomme  pentagone.  En  général  elle  prend  le  nom 
d^ hexagone,  d' heptagone  >,  d^ octogone ^  d'en* 
néagone ,  dodécagone ,  d* endécagone ,  dedodéca^ 
fpne,  etc,  suivant  qu'elle  e^t  de  six,  sept^  huiSj^ 
neqfj  dix,  onze  y  on  douze  cotés ^  etc.  Lorsqu'on 
yçut  désigner  uoe  figure  à  plusiçnrs  angles  on  4 
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plusieurs  côtés ,  sans  spécifier  le  nombre  absolu 
de  ces  angles  ou  de  ces  côtés ,  on  la  nomme  po- 
lygone ou  muldlatere.  On  distingue  encore  plu- 
sieurs espèces  de  polygones  ;  des  polygones  irrén 
guliers,  des  polygones  sytnmétriques ;  et  enfîa 
des  polygones  réguliers.  Les  premiers  sont  ceiup 
dont  les  angles  et  les  côtés  ne  sqnt  assujettis  à  au^ 
cune  loi  déterminée.  Les  seconds  sont  ceux  qui 
peuvent  être  divisés  en  parties  semblables  par 
une  ou  plusieurs  lignes  droites.  Enfin  les  derniers 
sont  ceux  dont  tous  les  angles  et  dont  tous  les 
cotés  sont  égaux.  Les  courbes  symnié  triques  peu- 
vent être  regardées  comme  des  polygones  sym- 
métriques  d  un  nombre  infini  de  côtés  ;  le  cercle 
est  la  limite  de  tous  les  polycones  réguliers.  Le 
triangle  étant  la  plus  simple  de  toutes  les  figures^ 
Tordre  demande  que  nous  commencions  par.  lui 
Texamen  des  figures  terminées  par  des  lignes 
droites. 

§.    IL 

Des  propriétés  du  triangle. 

104*  Nous  avons  déjà  vu  qu^il  ùaxt  au  moins 
trois  lignes  droites  pour  enfermer  un  espace  de 
tous  côtés,  et  que  la  figure  qui  en  résulte  se 
nomme  triangle. 

io5.  Outre  les  trois  angles  et  les  trois  côtés; 
renfisrmés  essentieliefnentdansTidée  du  triangle^ 
t)n  y  distingue  encore  trois  autres  parties  ;  une 
base^  un  sommet  eiune  hauteur.  La  base  d^un 
trianfile  {Jig.  49  )  ^^t  la  ligne  comme  BC  sur  la* 
quelle  on  imagine  quUlest  appuyé.  Le  sommet  est 
Vangle  opposé  à  la  ligne  qu  on  regarde  comme  s<t 

Eîv 
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base.  Enfin  la  hauteur  esi  une  perpendiculaire 
abaissée  du  sommet  sur  la  base,  comme  la  ligne 
AD.  Que  la  perpendiculaire  tombe  au-dedans  ou. 
au-dehors  d'un  triangle  j  elle  n^en  mesure  pas 
moins  la  hauteur  Cela  dépend  seulement  de  la 
▼aleur  des  angles  opposés  à  celui  que  1  on  prend 
pour  sommet. 

io5«  On  distingue  le  triangle  ou  par  rapport  à 
ses  côtés  ou  par  rapporta  ses  angles,  oous  ces  deux 
rapports  différents  on  en  trouve  également  trois 
espèces.  Celui,  comme X  (Jig.  5o),  dont  les  trois 
côtés  sont  égaux ,  se  nomme  équitatéral.  Celui  ^ 
commeY,  dontles  deux  côtés  sont  égauxse  nomme 
isoscele.  Enfin  celui  dont  les  trois  côtés  sont  iné^ 
eaux ,  comme  Z  y  se  nomnle  scalene.  (  Ces  deux 
clemieres  dénominations  sont  dérivées  du  grec^  de 
hùç^  qui  signifie  égal,  et  de  wixoc^  jambe  (  qui  a 
<les  jambes  ésales)  ;  et  de  ffKnXwof ,  boiteux).  La  dé* 
nomination  du  triangle  à  F  égard  de  ses  angles  se 
prend  du  plus  grana  de  ces  mêmes  angles.  Si  le 
plus  grand  est  dîoit ,  le  triangle  se  nomme  reo- 
iangle  ou  orthogone;  si  ce  plus  grand  angle  est 
obtus,  il  se  nomme  obtus-angle  ou  ambfygone } 
enfin  il  prend  le  nom  dH acutangle  ou  à^oxygone  y 
lorsque  le  plus  grand  de  ses  angles  est  un  angle 
aigu. 

Théorème     I. 

1 07.  La  somme  des  trois  angles  d'un  triangle 
quelconque  BAC  vaut  toujours  deux  angles 
droits  {Jig.  52). 
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DlÉMONSTRATION. 

Par  le  problême  du  (  n^  58  )  soit  inscrit  le  trian- 
gle BAC  dans  une  circonférence  de  cercle.  Cela 
posé,  chaque  angle  ayant  son  sommet  dans  cette 
même  circonférence ,  aura  pour  mesure  la  moitié 
de  Tare  compris  entre  ses  côtés  (n°.  86  )  ;  donc 
puisque  ces  trois  arcs  occupent  ensemble  la  cir* 
conférence  entière,  les  moitiés  de  chacun,  ou  les 
mesures  réunies  des  trois  angles  du  triangle ,  fe» 
rontune  somme  de  ^8o^  C.  Q.  F.  D. 

Cette  vérité  peut  encore  se  déduire  de  ce  qui 
a  été  démontré  sur  les  parallèles;  car  soient 
deux  lignes  parallèles  AB ,  CD  {/ig.  53),  cou- 
pées par  une  droite  quelconque  indéfinie  AF. 
On  a  vu  (n**65  )  que  les  angles  internes  BAÇ^ 
DCA,  pris  ensemble,  valent  deux  droits;  ce  qui 
ne  peut  manquer  d^avoir  lieu  tant  que  CD  restera 
parallèle  à  AB.  Mai^^^Éttte  ligne  vient  à  s'inclî» 
ner  vers  la  dernière  fj^Êfatmer  un  triangle  ABC^ 
on  voit  aue  si  FangiPin terne  ACD  est  diminué 
d'un  an£ie  quelconque  DCB ,  dans  le  même 
instant  u  se  forme  au  point  B  un  angle  ABC 
égal  à  DCB ,  puisqu'ils  sont  alternes  internes. 
On  voit  aussi  que  les  trois  angles  ACB,  BCD, 
DCF  autour  du  point  C,  valent  deux  droits 
(  a"".  24  )  :  mais  l'angle  BCA  est  déjà  un  des  angles 
du  triangle,  a^  L'angle  DCF  est  égal  à  BAC  oar 
la  nature  des  parallèles.  Enfin  DCB  est  égal  à 
ABC,  puisquils  sont  alternes  internes.  Donc 
il  est  de  toute  évidence  que  les  trois  angles  d'un 
triajigle  quelconque  valent  deux  droits. 
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Corollaire    L 

1 08.  Donc  les  trois  angles  d'un  triangle  quel- 
conque sont  bai] jours  égaux  en  soEpme  à  ceux 
d'un  autre  triangle. 

Corollaire    IL 

109.  Donc  si  deux  angles  d^un  triangle  sont 
iégaux  à  deux  angles  d'un  autre  triangle ,  chacun 
à  dbacun  ;  le  troisième  de  l'un  sera  aussi  égal  au 
troisième  de  l'autre. 

Corollaire    IIL 

lia  Donc  s'il  y  a  un  angle  droit  dans  un 
triangle,  les  deux  autres  angles  sont  complé- 
Inients  l'un  de  l'autre;  et  réciproquement  On  voit 
de  plus  qu'il  ne  peut  y  avoir  qu'un  seul  angle 
dro>t  dans  un  triangle  ^||^£lus  forte  raison  qu  un 
Kul  angle  obtus. 


Corollaire    IV. 


m.  Donc  si  Ton  prolonge  un  côté  quel- 
conque ,  comme  AC,  d'un  triangle  BAC  (fig.  53), 
l'angle  extérieur  BCF  vaudra  à  lui  seul  les  deux 
autres  angles  BAC  et  ABC  ;  car  ces  deux  angles , 
avec  l'angle  ^B ,  font,  comme  l'angle  BCF  avec 
Je  même  angle ,  la  même  somme  de  180°,  par  le 
théorème  présent.  Donc  V angle  extérieur  est 
plusgmnd  qa  aucun  des  deux  intérieurs  opposés; 
et  dans  un  triangle  îsoscele>  si  Ton  prolonge  F  un 
des  cotés  égaux ,  ï angle  extérieur  sera  double  de 
T angle  opposé  à  F  un  de  ces  mêmes  cotés. 
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1 12.  Si  l'on  obsewe  les  trois  angles  d'un  triangle  (armé 
par  des  lignes  droites  ou  rayons  de  trois  objets  visibles  de 
chacun  des  deux  autres;  quel  que  soit  le  degré  de  précision 
àrec  lequel  se  fassent  les  observations ,  il  n'arrive  presque 
jamais  que  la  somme  des  trois  angles  forme  deux  droits?; 
non  que  l'on  puisse  élever  le  moindre  doute  sur  la  vé* 
rite  de  ce  théorème  fondamental;  mais  parceque  l'instru- 
ment, comme  l'œil  de  l'observateur,  ne  peut nxer  chaque 
angle  à  une  minute  prés ,  si  l'instrument  donne  les  mi- 
nutes. Mais  si  la  somme  des  trois  angles  s'écartoit  trop  d^ 
180^  avec  un  graphometre  qui  donneroit  les  minutes  de 
5  en  5  y  comme  s'il  y  avoit  une  erreur  de  8  à  10  minutes 
tant  en  |>lus  qu'en  moins ,  c'est  un  signe  certain  que  l'on 
a  commis  quelque  erreur  dans  l'observation  des  angles  ou 
au  moins  de  quelques  uns;  et  si  on  les  trouvoit  toujourf 
les  mêmes  après  les  avoir  vérifiés ,  c'est  une  marque  cer« 
taine  que  l'instrument  seroit  vicieux,  parcequ'îl  seroit  mal 
divisé ,  ou  mal  centré.  C'est  même  un  des  moyens  dont 
on  se  sert  pour  vérifier  un  instrument ,  comme  lorsqu'en 
faisant  un  tour  d'horizon  avec  un  graphometre ,  et  ODser- 
vant  la  somme  des  angles  autour  (Tun  point ,  si  la  somme 
des  angles  observés  est  au-dessus  ou  au-dessous  de  36o^ 
d'une  quantité  assez  considérable,  comme  de  12  à  i5 
minutes;  on  en  tirera  les  mêmes  conséquences  sur  l'exac* 
titude  de  l'observation  des  angles  ou  la  bonté  de  l'instru- 
ment. Communément  les  erreurs  sont  beaucoup  moins 
considérables  à  cause  des  compensations  qui  ont  Ueudai^ 
l'estime  de  leurs  mesures, 

TniiojiâMB    IL 

11 3.  Dans  un  triangle  quelconque.  BAC 
(^fig.  52)^  le  plus  grand  côté  est  opposé  au  plus 
grand  angle ,  le  plus  petit  coté  au  plus  petit 
angle,  et  le  moyen  coteau  moyen  angle;  et  réci- 
proquementf  U  plus  grand  angle  est  opposé  au 
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plus  grand  coté ,  le  plus  petit  angle  au  plus  petit 
côté,  et  le  moyen  angle  au  moyen  côté. 

DiMONSTRATlON. 

Ayant  fait  passer  une  circonférence  par  les  trois 
angles  du  tnangle  y  si  Ton  suppose  le  câté  BC 
plus  grand  qu'aucun  des  côtés  AB  et  AC  ;  ce  eôté 
étant  la  corde  de  l'arc  BGC  sur  lequel  l'angle 
BAC  est  appuyé ,  il  faut  que  ée  même  arc  soit 
plus  ^and  qu'aucun  des  arcs  ALB ,  AEC  ;  donc 
la  moitié  de  cet  arc  sera  aussi  plus  grande  que  la 
moitié  des  arcs  ALB ,  AEC.  Mais  cette  moitié  est 
la  mesure  de  l'angle  BAC  opposé  au  côté  BC: 
donc  le  plus  grandcôté  est  opposé  au  plus  grand 
angle ,  le  plus  petit  côté  au  plus  petit  angle  ;  et  le 
moyen  côté  au  moyen  angle.  C.  Q.  F.  D. 

Réciproquement,  si  l'angle  BAC  est  supposé 
plus  grand  qu'aucun  des  deux  autres  angles  ABC, 
ACB;  supposant  toujours  un  cercle  cuxonscril 
au  triangle  ;  l'arc  BGC,  sur  lequel  cet  angle  est 
appuyé ,  sera  aussi  plus  grand  qu'aucun  des  arcs 
ALB ,  AEC ,  puisque  sa  moitié ,  mesure  du  plus 

grand  angle  BAC ,  est  plus  grande  que  la  moitié 
e  chacun  des  autres  arcs,  mesures  des  angles 
qui  leur  sont  opposés;  donc  puisque  dans  un 
même  cercle  un  plus  grand  arc  est  soutenu  par 
une  plus  grande  corde ,  un  plus  petit  arc  par  une 
plus  petite  corde ,  la  corde  BC  sera  plus  grande 
qu'aucune  des  cordes  AB  et  AC.  Mais  cette  corde 
est  aussi  le  côté  opposé  au  plus  grand  angle  ;  la 
corde  AC  est  le  coté  opposé  au  plus  petit  an^Ie, 
et  AB  le  côté  opposé  au  moyen  angle  ;  donc  dans 
un  triangle  quelconque,  le  plus  grand  angle  esb^ 


wpposé  au  plus  grand  côté,  le  plus  petit  angle  au 
plus  peut  côté,  et  le  moyen  angle  au  moyen  côté^ 
C.  Q.  F.  a^  D. 

COROLLAIRB. 

1 14*  Donc  si  les  trois  côtés  d'un  triangle  sont 
égaux,  les  trois  angles  le  seront  aussi;  et  par 
conséquent,  tout  triangle  équilatéral  est  aussi 
équiangle.  S'il  y  a  deux  côtés  égaux ,  il  y  aura 
aussi  deux  angles  égaux;  enfin  si  ses  trois  côtés 
sont  inégaux ,  ses  trois  angles  le  seront  aussi  ;  et 
réciproquement  tout  triangle  dont  les  trois  angles, 
sont  égaux  est  équilatéral;  tout  triangle  qui  a 
deux  angles  égaux  est  isoscele  ;  et  tout  triangle 
dont  les  trois  angles  sont  inégaux  estscalene. 

On  a  souvent  besoin  de  mesurer  la  hauteur 
d^un  triangle  et  de  le  faire  avec  le  plus  de  préci- 
non.  Nous  allons  donner  dans  le  problème  sui* 
vaut  la  manière  d'assigner  les  trois  perpendicu- 
laires  abaissées  d'im  angle  quelconque  d  un  trian- 
te sur  chacun  des  trois  côtés. 

Problème    I. 

1 1 5.  Étant  donnés  les  trais  côtés  d*un  triangle, 
quelconque  BAC ,  abaisser  de  chaque  angle  une 
perpendiculaire  sur  le  côté  opposé^  par  une  seul^. 
opération.{fig.  5a).  ^  ^ 

Sur  Tun  des  côtés  BC  du  triangle^  comme  dia<^ 
mètre ,  décrivez  une  demi  -  circonférence  qui 
coupe  les  côtés  AC,  AB  aux  points  P,  Q,  auxquels 
,vous  tirerez  les  droites  BP  et  CQ  qui  seront  lat 


perpendiculaires  aux  mêmes  côtés  abaissées  âe4 
angles  opposés  B  etC.  Enfin  par  le  point  O^  où  se 
coupent  ces  deux  droites  et  le  point  A ,  vous  me« 
lierez  la  droite  -AOR  qui  sera  la  troisième  per-= 

Sendiculaire.  La  solution  est  évidente  quant  aux 
eux  premières  lignes.  Les  commençants  poqr- 
ront  s'exercer  à  prouver  que  la  troisième  est 
aussi  perpendiculaire  sur  BC^.  observons  seule- 
xtient  qu'il  suit  de  notre  solution  que  les  perpen-^ 
^diculaires  abaissées  des  trois  angles  d'un  triangle 
^SUr  chacun  des  trois  côtés,  se  coupent  dans  un 
seul  et  même  point, 

§.     IIL 
De  P égalité  parfaite  des  triangles* 

L  E  M  M  s. 

'1 1 6.  Si  deux  angles  inégaux  BCA  et  BCD 
ifig.  54)  se  ttouveru  compris  entre  côtés  égaux,, 
le  plus  grand  angle  sera  opposé  à  un  plus  graruL 
côté,  et  le  plus  petit  à  un  plus  petit  coté. 

t)  iVL  OKSTRATION. 

Du  sommet  C  commun  aux  deux  angles  iné« 

fiux  I  qui  ont  le  côté  commun  CB  avec  les  côtés* 
A ,  CD  égauic  entre  eux  ^  soit  décrite  une  cir- 
conférence de  cercle  avec  le  rayon  CA  ;  elle  pas- 
sera nécessairement  par  l'extrémité  du  côté  CD , 
puisque  par  hypothèse  on  a  CA=±  CD.  Chacun  des 
angles  BCA ,  BCD ,  ayant  son  sommet  au  centre , 
a  pour  mesure  l'arc  entîer  GA,  GD,  respective- 
ment compris  entre  ses  côtés  ;  donc  puisqu'on 
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â  BCA  plus  grand  que  BCD ,  Tare  GA ,  mesure 
du  premier»  sera  aussi  plus  grand  que  CD  me* 
sure  du  second  ;  donc  la  ligne  BA  s'éloigne  plus 
de  celle  BGC  qui  passe  par  le  centre  que  la  ligne 
BD;  et  ces  lignes  sont  menées  du  point  B  qui 
n^est  pas  le  centre  du  cercle,  à  la  partie  de  ia^ 
circonférence  qui  en  est  la  plus  proche  ;  donc  on 
aura  BA  plus  grand  que  BD  (n^  7 1  ).  Or,  cette  ligne 
est  le  côté  opposé  au  plus  grand  des  deux  angles 
inégaux  compris  entre  côtés  égaux  ;  d^où  suit  évir 
demment  la  vérité  du  théorème. 

Le  théorème  se  démontreroit  de  la  même  ma- 
nière si  les  angles  inégaux  BCA  et  BCD,  compris 
entre  côtés  inégaux,  se  trouvoient  tous  deux 
obtus,  d' oh  suit,  h  y  exilé  de  notre  proposition 
dans  tous  les  cas. 

TnioRÊME    III. 

117.  Deux  triangles  BAC,,  bac^  sont  parfaite^- 
ment  égaux .  lorsque  les  trois  câtés  de  Vun  sont' 
égaux  aux  trois  côtés  de  F  autre  {Jig.  55), 

V 

DEMONSTRATION. 

I 

Si  les  triangles  proposés  ne  sont  pas  parfaite^ 
ment  égaux ,  il  ne  peut  y  avoir  d^îhiégalité  qiie 
de  la  part  des  angles  :  supposons  donc  que  les* 
gles  A,  fl,  ne  soient  pas  égaux;  comme  d'ailleurs 
ces  angles,  par  hypothèse,  se  trouvent  compris 
entre  côtés  égaux  ;  le  plus  grand  sera ,  par  le 
lemme  précédent ,  opposé  à  un  plus  grand  côté. 
BC,  et  le  plus  petit  à  un  plus  petit  côté  bc  ;  donc 
les  côtés  du^, premier  triangle  ne  serbient  plus 
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égaux  à  ceux  du  second  ;  ce  qui  implique  contca^ 
diction  :  donc  on  ne  peut  admettre  d'inégalité 
dans  les  angles;  donc  u  faut  nécessairement  que 
les  deux  triangles  soient  égaux  en  tout,  lorsque 
les  trois  côtés  de  l'un  sont  égaux  aux  trois  côtés 
de  Tautre ,  puisque  Tégalité  des  côtés  entraîne 
Tégalité  des  angles.  C.  Q.  F.  D. 

TnéoRiMB    IV. 

1 1 8.  Deux  triangles  BAC ,  bac,  sont  parfaite^ 
ment  égaux  lorsqu'ils  ont  un  angle  égal  compris 
entre  côtés  égaux  (  même  figure  ). 

DEMONSTRATION* 

Supposons  que  les  angles  A  et  a  sont  égaux ,  et 
que  les  côtés  AB  et  AC  du  premier  soient  respec- 
bvement  égaux  aux  côtes  o^^  ac  du  second  :  soît 
appliqué  Tangle  a  du  triangle  bac  sur  Tangle  A 
du  triangle  BAC,  en  sorte  que  le  sommet  de 
Tun  soit  sur  le  sommet  de  l'autre ,  et  que  le  côté 
ak  se  confonde  avec  le  côté  AB  ;  le  côté  ac  sera 
aussi  couché  sur  le  côté  AC  ;  car  on  ne  peut  pa^ 
dans  notre  construction  supposer  que  ac  tombe 
au-dessus  ou  au-dessous  de  AC  sans  admettre  que 
les  angles  Aet  a,  qu'on  supposoit  é^uX|  ne  le  sont 
plus  ;  ce  qui  seroit  contradictoire  :  donc  encore,  à< 
cause  des  côtés  égaux  AB ,  ab;  AC ,  ac  y  les  points 
^,b,C^  et  c,  seront  confondus  les  uns  avec  les 
autres,  c'est-à-dire  que  le  troisième  côté  du 
second  triangle  sera  aussi  égal  au  troisième  côté 
du  premier;  donc  les  deux  triangles  se  convien- 
nent dans  toutes  les  parties;  donc  ils  sont  égaux 
en  tout.  C.  Q.  F.  D. 

TnioRâME  V. 


I* 
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THiORâME        ^ 

119.  Deivx  triangles  BAC,  bac,  sonf parfaite^, 
ment  égaux,  lorsqu'ils  ont  deux  angles  égaux  B, 
6;C^c,  sur  des  bases  égales  BC,  bc. 

DiMONSTRATIOK. 

Appliquant  le  côté  bc  sur  le  côté  BC,  en  sortd 
fjiie  le  point  b  se  confonde  avec  le  point  B;  le 
point  c  tombera  aussi  sur  le  point  C  ,  puisque  les^ 
côtés  BC,  bc,  sont  égaux.  De  plus,  à  cause  de 
l'égalité  respective  des  angles  b,  c,  aux  angles  B  et 
C;  il  faut  encore  que  les  côtés  ba^  ca,  se  confon- 
dent avec  les  côtés  BA ,  CA  ;  sans  quoi  les  angles 
ne  seroîent  pas  égaux ,  comme  on  le  suppose  ; 
ce  qui  seroit  contradictoire  :  donc  les  deux 
triangles  se  conviennent  parfaitement  dans  toutes 
leurs  parties;  donc  ils  sont  égaux  en  tout,  lors- 

Julls  ont  des  angles  égaux  sur  des  bases  égales.; 
L  Q.  F,  D. 

S  c  H  O  L  I  E. 

1 20.  De  ces  trois  caractères  d'égalité  parfaite 
des  triangles ,  .on  déduit  trois  manières  de  cons- 
truire un  triangle  égal  à  un  triangle  donné;  i^.  en 
Élisant  les  trois  côtés  de  Tua  ^gaux  aux  trois  côtés 
de  l'autre  ;  a°.  en  donnant  au  second  un  angle 
égal  compris  entre  côtés  égaux;  3°.  en  faisant  en 
sorte  qu'ils  aient  deux  angles  égaux ^  chacun  à 
chacun ,  sur  des  tascs  égaies.  ,-       . 

Quoique  ces  trois  moyens  soient  ég^^emenl; 
rigoureux  et  géométriques;  cependant,  eu  égard 
aux  erreurs  inévitables  dans  la  mesujce  des  anglesv 
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la  première  méthode  est  celle  au'il  faut  toujours 
employer  de  tfréférence  dans  la  pratique^  lors- 
qu'on voudra  faire  un  triangle  égal  en  tout  à  un 
autre  triangle  ;  ou  copier  exactement  une  figure 
terminée  par  des  lignes  droites ,  après  l'avoir  ré- 
duite en  triangles. 

Remarquons  de  plus  que  le  triangle  est  la  seule 
de  toutes  les  figures  dont  les  côtés  déterminent 
essentiellement  les  angles;  en  sorte  que  dans  deux 
figures  qui  ont  plus  de  trois  côtés ,  tous  ceux  de 
Tune  pourrolent  être  égaux  à  ceux  de  l'autre ,  ^ans 
que  les  angles  fussent  égaux ,  et  par  conséquent 
sans  que  les  figures  fiassent  égales  en  touL 

Ces  trois  tnéorêmes  méritent  d'autant  plus 
d'attention ,  qu'ils  auront  leurs  analogues  dans  la 
théorie  des  triangles  semblables ,  à  laquelle  on 
peut  réduire  toute  la  géométrie. 


CHAPITRE    IL 
Z)ej  quadrilatères  et  de  leurs  différentes  espèces. 

Définitions. 

U21.  A  ouTE  figure  de  quatre  côtés  se  nomme 
quadrilatère  ou  quadrigone.  1°.  Celle  dont  les 
quatre  côtés  sont  inégaux  ainsi  que  les  angles,  et 
qui  n'a  aucuns  côtés  parallèles ,  retient  Te  nom 
de  quadrilatère;  on  l  appelle  Sussi  quelquefois 
rhombéiji^.  56).  2^  Un  quadrilatère  dont  deux 
côtés  sont  parallèles,  sanis  être  égaux,  se  nomme 
tfcpeUe.  Tous  les  quadrilatères  dont  les  côtés 
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sont  parallèles;  sont  nommés  parallélogrammes 
comme  les  figures  58,  59,  60  et  61.  4°.  Lors- 
qu'un parallélogramme  a  ses  angles  inégaux ,  il 
retient  le  nom  de  parallélogramme,  comme  AB 
CD  {fig.  58  ).  5^  Si  ses  mêmes  côtés  sont  iné-  • 
gaux  et  ses  quatre  angles  droits  (Jig.  5<)) ,  il  se 
nomme  parallélogramme  rectangle  ou  simple- 
ment rectangle.  6^  Si  les  quatre  côtés  sont  égaux 
avec  des  angles  inégaux  {/ig.  60  ),  on  l'appelle 
losange  ou  rhomboïde.  7°.  Enfin,  si  les  quatre 
côtés  sont  égaux,  et  si  les  quatre  angles  sont 
droits,  la  figure  est  un  tjuarré  {^fig.  61  ),  qui  a 
toujours  été  regardé  comme  la  surface  la  plus 
simple,  et  celle  à  laquelle  on  doit  rapporter  la 
valeur  de  toutes  celles  qu'on  se  propose  de  me- 
surer :  de-là  quarrerou  mesurer  une  surface  quel- 
conque sont  des  termes  synonymes.  8°.  Toute 
ligne  menée  d'un  angle  à  son  opposé  dans  ua 
quadrilatère  quelconque  se  nomme  diagonale. 

Corollaire    I. 

122.  n  suit  des  définitions  précédentes  que  la 
somme  des  angles  d'un  quadrdatere  quelconque 
ne  vaut  jamais  plus  de  quatre  angles  droits;  puis^ 

3ue  chaque  espèce  de  quadrilatère  sera  toujours 
ivîsée  par  sa  diagonale  en  deux  triangles,  dont 
les  angles  valept  pour  chacun  180°. 

Corollaire     IL 

123,  Donc  si  dans  un  quadrilatère,  comme 
ABDF ,  il  se  trouve  deux  angles  droits  chacun  en 
particulier  ;  les  deux  autres  angles  seront  supplé- 
ment l'un  de  l'autre  ;  et  tqus  les  quadrilatères  de 

Fi] 
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cette  espèce,  ainsi  que  tout  parallélograniiine  rec- 
tangle, pourront  toujours  être  inscrits  dans  un 
cercle ,  qui  aura  pour  diamètre  la  diagonale  oppo^ 
sée  aux  angles  droits. 

TnioREME     L 

1 24.  Si  un  quadrilatère  ABCD  a  ses  cdcés  op* 
posés  égaux  deux  à  deux^  ces  mêmes  côtés  setont 
aussi  parallèles  deux  à  deux  Xfig*  58). 

DiMONSTRATION. 

Soit  tirée  la  diagonale  AC;  les  triangles  ABC 
et GDA  seront  égaux  en  tout,  puisque  les  trois 
côtés  de  Tun  sont  égaux  aux  trois  côtés  de  Tautre» 
à  cause  que  AC  est  commun,  et  que  par  hypo- 
thèse ona  AB=CD  etBC=AD.  Donc(n°.  117), 
ils  sont  égaux  en  tout,  et  les  angles  opposés  aux 
côtés  égaux,  comme  ACB  et  CAD,  sont  égaux. 
Mais  ces  mêmes  angles  sont  aussi  alternes  in- 
ternes ;  donc  CD  et  AB  sont  des  lignes  parallèles. 
De  même  les  angles  ACD  et  CAB  sont  égaux , 
puisqu'ils  sont  opposés  à  des  côtés  égaux;  et  de 
plus  ces  mêmes  angles  sont  alternes  internes; 
donc  les  lignes  AD  et  CB  sont  parallèles.  Donc  si 
un  quadrilatère  a  ses  côtés  opposés  égaux  d'eux  à 
deux ,  :ces  mêmes  côtés  sont  aussi  parallèles  deux 
à  deux.  C.  Q.  F.  D. 

THiORâME      IL 

125.  Si  un  quadrilatère  a  deux  de  ses  côtés 
égaux  et  parallèles,  les  deux  autres  cotés  seront 
aussi  égaux  et  parallèles.  . 
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DEMONSTRATION. 

Au  quadrilatère  ABCD(Jig.  58),  dont  les  côtés 
AB,  CD  opposés  sont  supposés  égaux  et  paral- 
lèles ,  soit  menée  la  diagonale  AC  ;  les  triangles 
BAC  et  DCA  seront  égaux  en  tout,  puisque  les 
angles  BAC  et  DCA ,  égaux  à  cause  qu'ils  §ont  al- 
ternes internes,  sont  compiis  entre  côtés  égaux 
par  construction  ;  donc  le  troisième  côté  BC  du 
premier  est  égal  au  troisième  côté  AD  du  second  ; 
et  parceque  lies  angles  DAC  et  BCA  égaux  sont 
alternes  internes ,  H  s'ensuit  que  les  deux  eôtés 
AD,  BC  sont  aussi  parallèles.  Donc  si  un  quadriv 
latere  a  deux  côtés  égaux  et  parallèles,  les  deux 
autres  côtés  seront  aussi  égaux  et  parallèles» 
C  Q.  F.  T. 

T  H  i  O  R  ê  M  E      III. 

17,6.  Si  un  quadrilatère  ABCD  a  ses  côtés  op^ 
^  posés,  parallèles  deux  à  deuxj  ces  mêmes  cotés 
seront  aussi  égaux  deux  à  deux;  ou ,  ce  qui  re- 
vient au  même ,  tout  parallélogramme  a  ses  cotés, 
opposés  égaux  deux  à  deux. 

DiMÔNSTRÀTXON. 

Ayant  encore  tiré  la  diagonale  AG,  les  deux 
triangles  ABC  et  CDA  seropt  toujourt- égaux  en^ 
lx>ut ,  puisqu'ils  ont  une  base  commune  AC  ,  et 
que  les  angles,  BAC  et  BCA  du  premier  sur  sa 
base  AC  sont  égaux  aux  angles  DCA  et  DAC 
dusecond'sur  la  même  base ,  comme  alternes  in- 
ternes, enb^e  les  parallèles  AB ,  CD;  AD,  BC^ 
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qui  les  forment  avec  la  diagonale  AC  Donc  tout 
parallélogramme  a  ses  côtés  opposés  égaux  deux 
à  deux.  €•  Q.  F.  D.    . 

Cor  a.L  l  A  i  r  e. 

127.  Donc  tou  té  diagonale  d*un  parallélogramme 
îe  divise  en  deux  triangles  toujours  égaux  en  tout; 
et  par  conséquent  un  triangle  est  moitié  d'un  pa- 
rallélogramme de  même  base  et  de  même  hau- 
teur. 

Théorème     IV. 

128.  Deux  parallélogrammes  ABCD,  ABEF 
(^^.  64)  sont  égaux  en  surface ^  lorsqu'ils  ont 
même  base  et  même  hauteur. 

Démonstration. 

Les  deux  triangles  ADF,  BCE,  sont  égaux  en 
tout;  car  le  côté  AD  du  premier  est  égal  au  côté 
BC  du  second ,  puisqu^ces  lignes  sont  côtés  op- 
posés du  même  parallélogramme  (n**,  126).  De 
même  le  côté  AF  dd  premier  égale  le  côté  BE 
du  second,  par  laàiême  raison.  Enfin  à  cause  que 
Ton  a  DC= AB  et  la  même  ligne  AB==EF,  tou- 
jours par  le  .même  principe ,  il  s'ensuit  que  DC 
=EF  :  ajoutant  CF  de  part  et  d'autre,  on  aura 
DF=i=:CE.  Donc  les  deux  triangles  ADF^BCE, 
spat  égerux  en  tout ,  puisque  les  trois  côtés  du 
premier  sont  égaux  aux  trois  côtés  du  second  ; 
donc  si  l'on  retranche  de  part  et  d'autre  le  trian«- 
gle  commun  CGF,  il  restera  le  trapèze  ADCG 
d'une  part^  égal  au  trapese  BEFG  de  l'autre: 
ajout4iit  à  ckacun  le  triangle  AGB ,  il  vient  ABCD. 
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==  ABEF.  Donc  les  parallélogrammes  de  même 
base  et  de  même  hauteur  sont  égaux.. C  Q.  F.  D4 

Corollaire    L 

1 29.  Donc  si  deux  parallélogrammes  ont  même 
base  et  sont  égaux ^  ils  auront  même  hauteur; 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  ils  pourront  être 
compris  entre  parallèles. 

Corollaire     IL 

i3o.  Donc  si  deux  parallélogrammes  de  même 
hauteur  sont  égaux ,  ils  auront  même  base ,  ou 
au  moins  des  bases  égales;  sans  quoi  la  propo^ 
sition  qu^on  vient  de  démontrer  seroit  faussa; 

Corollaire    IIJ. 

1 3 1 .  Donc  si  deux  parallélogrammes  on  t  même 
base  et  sont  inégaux ,  ils  auront  des  hauteurs  iné- 

Sales;  et  s'ils  ont  même  hauteur  et  sont  inégaux^ 
s  auront  des  bases  inégales. 

TnioRiMB     V.. 

1 32.  Deux  triangles  ADB,  AFB,  sont  égaux  en 
surface  lorsqu'ils  ont  même  base  AB  ee  même 
hauteur;  ou  lorscfu-ajant  même  base^  leurs  som* 
mets  D,  F  sont  dans  une  même  droite  parallèle  à 
leur  base  commune  {figi  65). 

D  iMO.NSTR.ATIOSr. 

I  •  f 

l  I         •         •       •  .  I  •  » 

Ayant' prolongé  indéfiniment  la  droite  PFquî- 
joint  les  sommets  des  de\i^  triangles;  soient  m,er 
nées  par  le  point  B  les  droites  BC^  BE  respective^ 

F  îv 
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inent;  parallèles  aux  droites  AD ,  AF,  Par  cette 
constructîen ,  les  figures  ABCD,  ABEF seront  des 
parallélogrammes  ;,  égauxr  en  surface  parle  théo- 
rème précédent,  puisqu'ils  ont  même  base  et 
même  hauteur;  donc  les  triangles  ADB,  AFD» 
qui  en  sont  les  moitiés  respectives  (  n**.  127  ), 
sont  aussi  ég^ux.  Donc  ckux  triangles  qui  ont 
même  base  et  même  hauteur  sont  égaux  en  sur- 
face. . 

Corollaire     L 

i33.  Donc  les  triangle^  qui  ont  même  base  et 
qui  sont  égaux  ,  ont  même  hauteur;  et  s'ils  ont 
même  hauteui:  avec  des  surfaces  égales ,  il  faut 
qu'ils  aient  même  base  ou  au  moins  des  bases 
égales;  et  sr  des  triangles  inégaux  ont  des  bases 
ou  des  hauteurs  égales^  il  faut  qu'ils  aient  des 
hauteurs jou  deç  bases  inégales. 

Corollaire     IL 

184.  On  voit  donc  que  si  l'on  sait  mesurer  la 
surface  d'un  parallélogramme,  on  saura  aussi 
mesurer  celle  a'un  triangle ,  puisque  tout  triangle 
est  la  moitié  d un  parallélogramme  de  même  base 
et  de  même  hauteur.  On  voit  de  plus,  que  toute 
£gure  terminée  par  des  lignes  droites  peut  se  ré- 
duire en  triangles ,  dont  il  sera  Éiçile  di'avpir  la 
surface.  Ainsi  le  triangle  est  un  élément  fini,  dans 
lequel  on  peut  décomposer  toute  surface  termi- 
née par  des  ligues  droites;  et  même  celles  qui 
sont  terminées  par  des  lignes  courbes,  en  y  ad- 
mettant une  inimité  de  triangles  qui  auroient  le 
sommet  au  mémo  point,  et  des  bases  iniiniment^ 
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petites.  Cette  vérité  peut  servir  à  démontrer  des 
propositions  importantes  sur  la  valeur  des  angles 
d'un  polygone  quelconque,  eu  égard  au  nomore 
de  ses  côtés.  £n  effet,  ayant  vu  que  la  somme 
des  angles  d'un  triangle  est  toujours  égale  à  deux 
droits;  que  celle  des  angles  a  un  quadrilatère 
quelconque  vaut  toujours  quatre  angles  droits; 
on  peut  être  curieux  de  conjioître  s'il  n'y  a  pas 
une  règle  générale  sur  la  valeur  des  angles  d  un 
polygone,  d'après  le  nombre  de  ses  côtés.  Occu- 

E:>ns-nous  de  cette  recherche ,  avant  de  donner 
s  règles  générales  sur  la  mesure  des  surfaces^ 

« 

Problème    I. 

1 35.  Trouver  la  valeur  de  la  somme  des  angles 
intérieurs  d'un  polygone  quelconque  dont  le 
nombre  des  côtés  est  donné  {Jig.  63  ). 

Solution. 

D'un  point  quelconque  C  pris  au-dedans  d'un 
polygone  de  tant  de  côtés  que  Ton  voudra  , 
comme  ABDEFG,  soient  tirées  à  tous  les  angles  de 
ce  même  polygone  des  lignes  droites ,  telles  que 
CA,  CB,CD,  CF,  CG  ;ia  figure  se  trouvera  partagée 
en autantde  triangles qu'ily  ade côtés;  et  puisque 
la  somme  des  angles  ae  chaque  triangle  fait  deux 
droits,  il  feudra  multiplier  deux  droits  ou  iSo"" 

Ear  le  nombre  des  côtés  du  polygone  ;  et  Ton  aura 
L  somme  des  angles  de  tous  ces  triangles.  Mais 
il  faut  observer  que  tous  les  angles  autour  du 
point  C  valent  quatre  andes  droits,  et  que  ces 
jnâmes  angles  ne  son^  nullement  formés  par  les 
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^tés  du  polygone.  Donc  cetËe  somme  est  à  re- 
trancher de  celle  trouvée  ci-dessus  pour  la  somme 
des  angles  de  tous  les  triangles  dans  lesquels  on 
a  décomposé  le  polygone  ;  d*où  suit  cette  règle 
ou  théorème  général:  La  somme  des  angles  inté- 
rieurs (Tun  polygone  quelconque  vaut  deux  fois 
autant  d'angles  droits  moins  quatre^  que  le  poly- 
gone a  de  cotés.  C.  Q.  F.  T  et  D, 


S  t  H  O 


LIE» 


a  36.  Quelques  auteurs  ont  cru  que  cette  r^le 
souiFroit  exception ,  dans  le  cas  où  la  figure  a  un 
on  plusieurs  angles  «entrants  comme  dans  la^î- 
g^re  6a.  Cela  est  fondé  sur  une  fausse  idée  que 
Ton  s'est  formée  de  la  manière  d'estimer  la  va- 
leur d'un  angle ,  en  le  mesurant  toujours  par  un 
arc  plus  petit  que  1 80°.  Or  on  voit  que  langle 
BAH,  pris  au-dedans  de  la  figure ,  sera  nécessai- 
rement mesuré  par  un  arc  plus  grand  que  i8o°, 
et  que  la  position  respective  des  côtés  AB  y  AH 
n'est  pas  plus  déterminée  par  l'arc  HK.  compiis 
entre  ses  côtés,  que  par  l'arc  ALR  également  com* 
pris  entre  ses  côtés ,  et  supplément  du  premier,  à 
quatre  angles  droits;  en  sorte  que  l'angle  inté- 
rieur BAH  est  la,  aomme  de  tous  les  angles  for- 
més par  les  lignes  AD ,  AE ,  AF,  AG,  menées  du 
point  A. à  tous  les  an^es  du  polygone.  D'où  suit 
^  une  nouvelle  démonstration  du  théorème  trouvé 
au  dernier  problême. 

.  En  effet  >  ayant  mené  de  Tangle  A  toutes  les 
lignes  que  nous  venons  de  nommer,  le  polygone 
se  trouve  encore  décomposé  en  triangles;  maia 
il  n'y  a  plus  autant  de  triangles  qu'il  y  a  de  côtés 
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au  polygone.  Les  lignes  AB ,  BD  ;  AH  et  GH , 
ne  donnent  que  deux  triangles ,  tandis  que  tous 
les  autres  côtés  iburniront  chacun  un  triangle* 
Donc  si, les  lignes  de  division  partent  d'un  des 
angles  du  polygone,  il  sera  décomposé  en  autant 
de  triangles  moins  deux  qu'il  a  de  côtés;  et,  à 
cause  que  les  angles  de  chaque  triangle  valent 
deux  droits  ^  la  somme  des  angles  intérieurs  cCun 
polygone  quelconque ,  lors  même  qu^il  àuroit  un 
ou  plusieurs  angles  rentrants,  vaudra  toujours 
deux  fois  autant  d'angles  droits  moins  quatre 
que  le  polygone  a  de  cotés. 

PnOBLiMS     IL 

187.  Supposant  que  T on  ait  prolongé  dans  un 
même  sens  tous  les  cotés  d'un  polygone  quelcon^ 
que,  trouver  la  somme  de  tous  les  angles  exté- 
rieurs ainsi  formés  {fig.-  63  et  62).      ' 

Solution. 

,  Supposons  d'abord  que  ce  polygone  n'ait  point 
d'angle  rentrant,  comme  dans  les  figures  63. 
Chaque  angle  extérieur  du  polygone  avec  l'anele 
adjacent  fait  deux  droits:  ainsi ,  par  exemple , 
l'angle  DBI  et  l'angle  ABD  pris  ensemble  valant 
deux  droits;  donc  à  cause  que  la  même,  soiame 
a  lieu  pour  tous  les  angles  du  polygope ,  il  est  évi- 
dent que  la  somme  des  angles  'extérieurs  formés 
par  tous  les.  côtés  du  polygone,  prolongés  dansiun 
même '^enà\a9ec\ celle  7dôs  ^angles-  internes^ du 
polygone,  fera-  autant  defoiideux  droits  qu'il 
a  de  côtés.  Mais  cette  somme  ept^aussir  celle  de^ 
angles  du  polygônç  avec  tous  les  angles  autour  du 
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point  C  (n°..i3($).  Donc  ôtaiit  âe  ces  sommes 
égiates  ceUe  des  angles  intérieurs  du  polygone 
^uî  leur  est  commune,  il  viendra  d'une  part  la 
somme  des  angles  extérieurs  et  de  l'autre  celle 
des  angles  autour  du  point  C.  Or  cette  dernière 
vaut  3oo°  ou  quatre  angles  droits  :  d'où  suit  cette 
irérité  que  si  l'on  prolonge  dans  un  même  sens 
tous  les  côtés  d'un  polygone  quelconque  dans  le* 
quel  il  n'y  a  point  d'angle  rentrant,  la  somme  de 
40US  les  angles  extérieurs  ainsi  formés  par  les  pro- 
Jongernents  des  câtés  du  polygone  ne  vaudra  ja-* 
mais  que  quatre  angles  droits.  C.  Q,  F.  ^^  T  et  D. 
i38.  Supposons  présentement  qu'il  y  ait  un 
on  plusieurs  angles  rentrants  dans  le  polygone  y 
comme  Fangle  A  {fig.  6î3).  Si  l'on  prolonge  le 
côté  AH  de  A  en  Q,  il  est  visible  que  l'angle 
QAK  est  à  retrancher  de  Fangle  intérieur  du  po- 
lygone poUr  avoir  deux  droits.  Donc  en  suivant 
le  raisonnement  fait  ci-dessus^  on  trouvera  que 
dans  un  polygone  qui  a  des  angles  rentrants  y  si 
on  prolonge  tous  ses  côtés  dans  un  même  sens, 
la  somme  de  tous  les  angles  extérieurs  moins  celle 
de  tous  les  angles  qui  tomberont  au-dedans  du 
polygone  par  Vun  des\  côtés  de  l'angle  rentrant 
prolongé,  vaudra  toujours  quaire  angles  droits^ 
C  Q.F.2\  TetD. 

Corollaire     L 

1 39.  Donc  les  angles  extérieurs  d'un  polygone 
quelconque  diminueront  d'autant  plus  que  lè^ 
nombre  des  oôtés  de  ce  polygone  sera  plu^  grand  :. 
€tde  plus^  quoique  l'on  n'ait  aucune  idée  clair<> 
et  distincte  d'un  polygone  irrégulier  de  mille  çâ« 


»- 


tés,  par  exemple,  on  n'en  peut  pas  moins  con- 
clure que  la  somme  de  tous  ses  angles  intérieuis 
n'ira  jamais  au-delà  de  1996  ang^â  droits  ;  et  que 
celle  de  ses  angles  extérieurs,  ou  des  angles  exté- 
rieurs ipoins  tous  les  angles  qui  tomberoient  au* 
dedans  du  polygone  par  un  des  côtés  prolongés, 
lorsqu'il  a  aes  angles  rentrants ,  ne  vaudra  jamais 
ni  plus  ni  moins  que  quatre  angles  droits  ou  36o*. 

S  c  H  o  L  I  £• 

140.  Supposant  qu'on  ait  levé  le  plan  d^qn 
polygone  irrégulier,  par  la  mesure  actuelle  de 
chacun  de  ses  côtés ,  et  des  angles  extérieurs  for- 
més par  chacun  de  ses  côtés  avec  le  prolonge- 
ment de  celui  qui  le  précède,  on  pourroit  fau-e 
usage  de  cette  proposition  pour  vérifier  si  ces 
angles  ont  été  bien  observés;  car  la  somme  de 
tous  ces  angles -extérieurs  ne  doit  pas  s'éloigner 
sensiblement  de  quatre  angles  droits:  mais  nous 
devons  prévenir  que  cette  manière  d'opérer  se- 
roît  une  des  plus  vicieuses  dans  la  pratique ,  par- 
ceque  la  plus  petite  erreur,  dans  un  dés  angles, 
fait  qu'il  est  presque  impossible  de  fermer  un 
tel  polygone ,  lorsqu'on  vient  à  le  rapporter  suc 
le  papier. 
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CHAPITRE     m. 

De  la  mesure  des  surfaces  planes  terminées  par 
des  lignes  droites  ou  circulaires^ 

D^FINITIO  NS» 

141-  iVJiESunBR  une  surface  quelconque,  c'est 
I  chercher  combien  de  fois  une  autre  surface  prise 
par  unité  est  contenue  dans  la  surface  à  mesurer. 
La  surface  que  Ton  prend  pour  mesure  ou  pour 
unité ,  devant  naturellement  être  la  plus  simple 
possible ,  on  a  pris  de  tout  temps  le  quarré  comme 
celle  de  toutes  les  figures  régulières  qui  peut  se 
comparer  avec  plus  de  facilité  à  toutes  les  autres; 
de-lâ  quarrer  çt  mesurer  une  surface  sont  des 
mots  synonymes  en  géométrie,  comme  nous  Pa- 
vons déjà  diL  II  ne  faut  pourtant  pas  s'imaginer 
que  le  quarré  soit  la  seule  espèce  de  fîgu 
1  on  puisse  employer  dans  la  mesure  des  su 
Toute  fiçure  pourroit  être  prise  pour  unité,  quel 
que  fôt  le  nombre  de  ses  angles  et  de  ses  côtés. 
L'arpent,  la  toise  quârrée,  le  pied  quarré,  sont 
les  mesures  dont  on  fait  le  plus  d'usage  dans  la 
mesure  des  surfaces.  Nous  donnerons  a  la  fin  de 
cet  ouvrage  un  précis  des  règles  du  toisé,  tant 
pour  les  surfaces  que  pour  les  solides. 

Problême     L 

1 4a.  Trouver  la  surface  dun  parallélogramme 
h&CÛ  (^.  66). 


re  que 
surfaces. 


% 
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Solution. 

Soit  abcd  là  surface  que  Ton  prend  .pour  me- 
sure ou  pour  unité:  cette  surface  aura  une  base 
ab  et  une  ligne  ç/'quî  eu  mesurera  la  hauteur: 
pareillement  la  ligne  AB  étant  prise  pour  base  du 
parallélogramme  à  mesurer,  la  perpendiculaire 
EF  comprise  entre  ses  deux  côtés  en  exprimera 
la  hauteur.  Cela  posé  ^  ayant  pris  sur  cette  ligne 
une  partie  E  (p  égale  à  la  hauteur  e/'du  parallélo^ 
gramme  pris  pour  unité ,  et  tiré  une  droite  Cûf  pa- 
rallèle à  AB  ;  d  est  visible  que  le  parallélogramme 
ABCD  contiendra  le  parallélogramme  ABc^f ,  au^ 
tant  de  fois  que  la  hauteur  EF  du  premier  con- 
tiendra la  hauteur  E  (p  ou  celle  ef  de  la  surface 
prise  pour  mesure.  Il  n'est  pas  moins  visible quele 
même  parallélogramme  ABcû?  contiendra  le  petit 
parallélogramme  abcd  autant  de  fois  que  sa  base 
AB  contient  celle  ab  du  même  parallélogramme 
pris  pour  mesure.  On  aura  donc  ces  deux  propor- 
tions .•  .  •   ABCD  :  ABc^  :  :  EF  :  le/: 
et    ...   .   ABcû?:  abcd::AB:ab. 

Donc  en  multipliant  par  ordre,  et  divisant 
Fantécédent  et  le  conséquent  du  premier  rap- 
port par  ABcd,  on  aura  ABCD  :  abcd::  EF 

X  AB  :  efxab  ou  ABCD=  ^^tf^^^^d'oii  suit 

cette  règle  générale  pour  avoir  1  aire  d'un  parallé* 
logramme  quelconque  à  l'égard  d'une  autre  sur- 
face prise  pour  unité;  Cherchez  combien  de/ois  les 
dimensions  du  parallélogramme  à  mesurer  con^ 
tiennent  celles  de  la  surface  prise  pour  unité  ;  ci 
par  le  produit  de  ces  deux  nombres  abstraits  ^  mal* 
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tipUez  Vunité  superficielle  :  le  produit  qui  en  ré- 
suite  exprimera  Vaire  ou  la  surface  du  parallé- 
gramme  à  mesurer.  C  Q.  F.  T  et  D. 

S  c  H  O  L  I  E. 

143.  Quoique  tous  les  auteurs  élémentaires 
aient  donné  des  règles  sûres  pour  trouver  la  sur- 
làce  d'un  parallélogramme  quelconque ,  il  est  vrai 
néanmoins  que  la  plupart  se  sont  exprimés  d'une 
inaniere  peu  rigoureuse ,  lorsqu'ils  ont  établi 
qu'un  parallélogramme  rectangle  ou  nçn  rec- 
tangle est  égal  au  produit  de  sa  base  par  sa  hau- 
teur; car  on  a  vu  dans  l'arithmétique  que  tout 
multiplicateur  est  un  nombre  abstrait  ou  un  nom- 
l>re  de  fois  ;  que  tout  produit  doit  avoir  des  unités 
de  même  nature  que  le  multiplicande.  Or,  ici 
ces  principes  se  trouveroient  n  avoir  aucune  ap- 
plication, si  l'on  prend  pour  multiplicande  la  base 
lu  parallélogramme  à  mesurer;  puisque  cette 
base  est  une  ligne ,  et  non  une  surface  ;  et  que  le 
multiplicateur  ne  seroit  plus  un  nombre  abstrait, 
si  Ton  prend  pareillement  la  hauteur  du  parallélo- 
gramme à  mesurer  pour  multiplicateur;  etqu'enfin 
le  produit,  s'il  exprime  une  surface  comme  on  le 
iprétend ,  n'auroit  pas  des  unités  de  même  nature 
que  le  multiplicande  qui  est  une  ligne.  M.  Camus 
•voit  tellement  cru  qu'on  ne  pou^î'oit  concilier  la 
yegle  donnée  pour  la  mesure  des  surfaces  avec 
celles  de  la  multiplication,  qu'après  les  avoir 
exposées  lui-même  plus  clairement  qu'aucun 
autre ,  il  avoit  jugé  ;à  propos  de  faire  une  excep- 
tion à  des  principes  a' une  gftn^alhé  métaphy- 
sique. On  pourvoit  être  surpns  de  ce  que  des 
•  méthodes 
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méthodes  aussi  vicieuses,  dans  leuF-  énoncé 
nentraînoient:  aucune  erreur  dans  la  pratique; 
mais  pour  peu  qu'on  y  réfléchisse  ,  on  voit 
bientôt  qu'il  y  a  un  cas  où  Ton  peut  regarder 
Comme  produit  ce  qui  n'est  qu'un  des  facteurs 
àe  ce  même  produil  ;  c'est  lorsque  le  multipli- 
cande est  l'unité.  Or ,  c'est  ce  qui  arrive  ici^  puis- 
que le  vrai  multiplicande  est  Tùnité  superficielle 
qui  a  été  prise  pour  mesure.  Enfin,  ajoutons  en- 
core que  le  nonïbre  qu'on  trouve  en  multipliant 
Tun  par  l'autre  les  rapports  de  la  base  à'lai>ase, 
et  de  la  hauteur  à  la  hauteur  de  l'unité ,  n'est  él- 
ue peut  être  qu'un  nombre  abstrait;  et  qu'il pe'  . 
peut  exprimer  une  surface,  qu'autâiit  qu'il  est  de-', 
venu  multiplicateur  delà  surface  prise  pour  me-/ 
sure  ou  pour  unité.  '  - 

COROLJLAIEE.     L  ' 

144*  Puisqu'un  triangle  ëstla  moitié  d'un  pa^ 
rallélogramme  de  même  base  et  de  même  hiu-' 
teur  (n°.  127  ),  il  s'ertsuit  qu*on  aura  Vdire  (Tun 
triangle,  en  muhipîîant  Vunîté  superjiciejlè  par 
la  moitié  du  produit  des  nombres  qui  exprirHent 
le  rapport  de  la  base  et  dé'la'hauteur  dû  triangh 
à  la  base  et  à  la  hauteur  de  r  unité.      "^     ' 

Corollaire    II. 

145.  Doric^n  général  deux  paraîlélôgfammés^^ 
ou  deux  triangles  comparés  à  la  même'unîtè'su-' 
j^erficielle,  sont  entre  eux  comme  les  produits' 
des  rapports' de  leurs  bases  et  de  leurs  hauteurs  à  ' 
/      la  base  et  à  la  hauteur  de  Vanité  prisé  j)our  me^ 

\ 
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Corollaire     III. 

i4<5.  Donc  deux  paraUélogrammes  ou  deux 
triangles  qui  ont  même  base  ou  des  bases  égales, 
sont  entre  eux  comme  leurs  hauteurs;  et  s'ils  ont 
même  hauteur ,  ou  des  hauteurs  égales,  ils  soni 
entre  eux  comme  leurs  bases^ 

Corollaire     IV. 

147.  Donc  si  les  produits  des  rapports  qui  ex- 
primeni:  les  aires  de  deux  parallélogrammes  ou 
de  deux  triangles  sont  égaux  9  il  faut  que  la  base 
et  la  hauteur  du  premier  soient  réciproques  à  la 
hasç  e^  à  la  hauteur  du  second  ;  ou ,  ce  qui  re* 
vient  au  tnême ,  que  la  base  et  la  hauteur  d'un 
parallélogramme  ou  d'un  triangle  fassen t  les  extrê- 
mes où  les  moyens  d'une  proportion  dont  la  base 
et  la  hauteur  de  Tâutre  paralléV)grainme  ou  trian- 
te feront  les  moyens  ou  les  extrêmes  ;  puisque 
oaJI  toute  proportion  le  produit  des  extrêmes  est 
égal  à  celui  des  moyens.  Donc  en  général  deujg 
parallélogrammes  ou  deux  triangles  sont  égaux 
en  surface ,  lorsqu'ils  ont  des  bases  réciproques 
à  leurs  hauteurs^ 

P^ÇH/LIER      SCHOLIC. 

1 48*  Ayavt  po3é  d'uj^e  manière  iqvincible  les 
fondements  de  la  m^we  des  surfaces,  on  peut, 
dans  la  pratique ,  adopter  ^expression  commune 
au  un  parallélogramme  est  égal  au  produit  dç  sa 
paseparsa  hauteur,  et /fi^' un  triangle  est  égal  à 
la  moitié  de  ce  même  produit^  comme  plus  courte 


<^e  la  règle  que  nous  venons  de  àémvntrér^  xsauf 
à  ne  jamais  admettre  que  Ton  puilsse  ^einke 
une  ligne  pour  multiplicande  et  Aine  autre  pour 
multiplicateur  ,  mais  en  regardant  comme  oase 
et  hauteur  les  nombres  qui  lie  sont  réellement 
que  les  rapports  abstraits  de  la  base  et  ^e  la  kâiv- 
teur  de  la  surface  .à  mesurer ,  à  la  base^et  à  Ja  hau- 
teur de  la  surface  prise  pour  mesure* 

Second     Scholie. 

149.  On  se  sert  de  tout  ce  que  nous  venons 
d'établir  sur  Técalité  des  triantes  qui. eut  'même 
hase  et  même  hauteur,  ou  qui  oift  même  base 
et  sont  compcis  entre  iiaialiéleis  v  pour  réduire 
une  figi^re  bu  un  polygQae  irrégulier  quelcqn^ue 
en  une  aytre  qui  ait  un  ou  ptusieurs  06 tés  de 
moms^  ou  même  .en  im  ^eul  triangle  qui  iiÂ  sok 
écal  en  suo&ûe.  On  ise  >$ert. aussi  des  mièmeis  pHn^- 
cipes  pouTjél^er  ou  abaisser  ides  triangles  ou  des 
.  parallélogrammes  à  xles  hauteurs  adonnées.  Qk 
voit  encore  que  toutes  les  figures  rec,tij[i^es  pou- 
vant se  décomposer  eh  triangles,  il  sera  iacile 
d^en  avoir  la  surface,  et 'de  faire  sur  ces  figures 
les  opéraitionsd'additionou  de  soustraction,  V4t 
est  nécessaire.  Toute  la  géodésie  ou  dwision  des 
champs  est  ui^e  suite  des  principes  que  nous  ve^ 
nous  d^exposer.  îNous  allons  joindre  quelques 
problèmes  dont  nous  donneions  des  solutions 
paphiques ,  et  ensuite  des  solutions  numériques^ 
que  nous  conseâleroas  toujours  d'emf)4oyer  de^ 
préférence  dans  la  pratique ,  comme  plus  exactes 
et  plus  irigoureuses  que  celles  qui  se  font  p^  des 
^ir«tion$  d€  <}amfWi  |  supposant  tout^js  qu« 

Ci) 
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Ton  a  les  vraies  valeurs  numériques  des  lignes  né- 
cessaires, à  la  résolution  du  problême. 

P  R  Ô  B  ÉSTifL  £      IL 


t\ 


i5o.  Réduire  un  penmgone  KRCDY*  en  uu 
irian^le  q  ui  lui  soit  égal  ên^tafaêe  {fig.  6y,pL  5), 

Solution     g  i  am  étriqué. 

Supposant  que  le  triangle  demandé  doive  avoir 
son  sommet  au  point  D^  on  mènera  de  ce  point 
les  diagonales  D  A,  DB  y  auxquelles  on  tirera  les 

Earalleies  EF,  CG  terminées  au  prolongemeat  de 
i  ligne  AB  aux»  points  F.  et  G.  Enfin  du  point  D 
on  mènera  les  droites  DF,  DG,  qui  formeront  le 
trianglédemandé;  caries  triangles  AFD^  A£D, 
BCD,  BGD  sont  respectivement  égaux  y||uisqu'ils 
ont  même  base  et  même  hauteur  étant  compris 
entre  parallèles  ;  en  leur  ajoutantle  triangle  ADB, 
il  viendra  d'Une  part  le  triante  FDG  égal  au  pen- 
tagone ABCDE^e  Fautre.  C  Q,  F.  T  et  D. 

SOLUTIO'ÎS       NUMÉRIQUE. 

Ayant  abaissé  du  point  D  les  perpendiculaires 
DL,  DI,  DK  aux.côtés  AB,  AE  et  BC prolongés 
autant  qu'il  sera  nécessaire,  et  mesuré  ces  per* 
pendicmaires  sur  uiie  échelle  de  parties  égales , 
ainsi  que  les  côtés  AB^  AE,  BC,  on  cherchera 
des  lignes  AF ,  BG  sur  la  ligne  AB  prolongée  au- 
tant qu'il  sera  nécessaire,  et  telles  ou  on  ait 
AFxDL=AExDIekBGxDL,=BCxDk;  et  les 
points  ainsi  déterminés  donneront  le  tiiangle 
rDG  que  Ton  demande.  Supposant,  par  exem- 
ple, q[ue  Ton  ait  DL==3oo,  AB=  1401  A£=; 


TH^ORJQUE    ET    PRATïQTJ*.  lOl^, 

1^,  BC=::aoo,  01=195  et  DK==i8o;  on 
trouvera AF  =  i!^=  ,04 ;  et BG=22^ 

=  i2o,  C.  Q.  F.  TetD. 

NB.  Les  solutions  numériques  ont  Tavantage 
de  ne  point  obliger  à  tracer  beaucoup  de  lignes 
qui  doivent  disparoître  après  la  solution  du  pro- 
blème, sans  compter  celui  d'une  précision  très  su- 
périeure à  toute  opération  graphique. 

pROBLâME       IIL 

i5i.  Changer  un  triangle  BAQf*^ .  un  triangle 
BDF  {/ui  lui  soit  égal  et  qui  ait  son  sommet  à  un 
point  donné  D  {fig.  68  ). 

SoLUtlON      GÉOMiTRIQUE. 

Je  remarque  d'abord  que  si  le  point  donné  D 
se  trouvoit  sur  l'un  des  côtés  du  triangle  à  chan- 
ger, le  problême  n'en  seroit  que  plus  facile  à  ré- 
soudre. Dans  cette  vue  ayant  mené  la  droitelS  D, 
J6  tire  par  le  point  A  une  droite  AL  parallèle  à 
BC  qui  coupe  la  première  en  un  point  a,  par  le- 
quel je  mené  la  Uroite  aC  •,  ce  qui  me  donne  le 
triangle  BaC  égal  à  BAG,  et  dont  un  des  côtés 

!5asse  par  le  point  donné  D.  Je  vois,  de  plus,  que 
e point  D  étant  plus  élevé  que  les  points  A  ou  a, 
il  faut  que  la  base  du  nouveau  triangle  soit  plus 
petite  que   celle  du  triangle  BAC;   supposant 

2 u- elle  est  égale  ^  la  ligne  BF ,  je  mené  la  ligne 
>F  et  la  droite  pon^Uiée  àP  :  cela  posé  ^  puisque 
les  triangles  Bat ,  BDF,  sont  supposés  égaux  ;  si 
l'on  en  retranche  la  partiâ  commune  BgF^  lies . 
restes  aCF ,  ûDF  seront  encore  égaux.  Mai?  ces 

Gjij 
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triangles  oirt  une  basé  comniutîe  â^  doD>cils  aiH 
ronÉ  même  hauteur  j  ou  ^  ce  qui  révieirt  au  méme^  - 
leurs  sommets  D,  C  doivent  se  trouver  sur  une 
droite  par^illele  à  la  même  ligne  aP.  On  voit,  de 
ptus,  quelafigne  DC  est  donnée  déposition  ainsi 
que  le  pointa;  donc aF sera  aussi  donnée  dejx)- 
silion  et  parallèle  à  la  ligne  DC.  Cette  analyse 
fournit  la  construction  suivante. 

Construction, 

Ayant  joint  les  points  B  et  D  par  la  ligne  BD 
qui  couf^e  une  droite  AL  parallèle- à  BC  dans  un 
pointa,  par  ce  point  soit  menée  la  ligne  àF  pa- 
rallèle à  DC,  et  du  point  D  soit  ïnenée  k  Ikne 
DF  ;  le  triangle  BDF  sera  celui  qu'on  demande  : 
car  les  frîangles  aDF ,  aCF  sont  égaux,  puisqu'ils 
ofit  même  base  cfF  et  même  hauteur,  par  con- 
struction. Donc  en  leur  ajoutant  le  triangle  com- 
mun BaF^on  aura  BDF  ==BaC==  BAC,  puisque 
ce^  àe\x:k.  derriiers  ont  aussi  même  base  et  même 
hâutèiit  C.  Q.  F.  T  et  D. 

SOLÙTIOI*      NUMÉRlQtJB. 

Ayant  abaissé  des  poipts  A  et  D  les  perpéndî-. 
culaires  AG ,  DK  sur  là  ligne  AB  prolongée  s'il 
est  nécessaire ,  et  mesuré  ces  lignes  sur  une 
édielle  de  parties  égales ,  ainsi  que  la  base  BC  ; 
on  cherchera  une  droite  BF ,   telle  qu'on  ait 

BFx  DK==:BC  xAG;  ou  BF=^îg^.  La  ligne 

BF  ainsi  déterminée ,  et  mesurée  sur  la  mémç 
échelle,  donnera  le  point  F  que  l'on  demande, 
et  par  conséquent  le  triangle  BDF  égal  au  triao; 
gleBAG, 


Supj^osons  par  exemple  que  l'on  ait  trouvé 
BC  =  210,  AG  =  255,  DR  =  340  ;  on  trouvera 

On  s'y  prendroît  de  la  même  manière!,  s'il  fat 
loit  abaisser  le  triangle  BAC  à  une  hauteur  moin* 
dre  que  sa  hauteur  AG  ;  dans  tous  les  cas  de  cette 
nature,  les  triangles^  doivent  avoir  des  bases  ré- 
ciproques à  leurs  hauteurs* 

Problême     IV. 

i52.  Trouver  un  triaagle  PQR  égal  en  surface 
à  plusieurs  triangles  donnés  BAC ,  DFG ,  MNO  ; 
ou^  ce  qui  revient  au  même,  faire  V addition  de^ 
plusieurs  surfaces  proposées  (Jig.  70). 

Solution     geomiétriqxjb. 

Supposant  que  la  hauteur  PQ  du  triangle  PQR^ 
qui  ooit  être  égal  à  la  somme  des  triangles  pro*- 
posés,  soit  une  ligne  donnée  ;  on  commencera  par: 
changer  tous  les  triangles  donnés  en  d'autres  quL 
leur  soient  égaux  en  surface ,  et  qnû  aient  tous 
la  même  hauteur;  ce  qui  se  fera  par  le  problême 
précédent  Ensuite  ayant  pris  unie  ligne  PR  égale 
à  la  somme  des  bases  des  nouveaux  tiiangles ,  et 
sav  laquelle  PQ  soit  perpeiîidiculaiie ,  on  tirera 
la  droite  QR^  et  le  probiêi^e  «era  résolu.  C,  Q. 
T.  TetD. 

Solution     numérique. 

Si  l'on  cônnoît  par  une  échelle  de  parties  éga- 
lés la  base  et  la  hauteur  dé  chaque  triangle,  ainsi 
que  la  hauteur  PQ;  on  n'aura  pas  besoin  de  ré- 

G  iv 


I 


ttlo4  ïtEÇONS.  DE    GÈ0M1ZTAIS    . 

duire  les  triangles  à  la  hauteur  donnée  :  il  suffira 
de  faire  une  sommé  des  produits  des  nombres  qui 
expriment  les  bases  et  les  hauteurs,  et  de  diviser 
cette  somme  par  le  nombre  des  parties  contenues 
dans  la  hauteur  PQ  :  le  quotient  donnera  la  base 
PR  que  l'on  demande! 

Supposons  donc  que  Ton  ait  60=170,  AI 
=  190;  DG=  140,  FK  =  iioj  OM  =  23o, 
NL  ==  i5o,  et  PQ  =  a6o  ;  on  trouvera  PR 

i7oXi»o-4-i4oX:t»o-f"a3oXti5 y^iS  ^r    i  ^ 

S  C  H  O  L  I  B. 

i53.  On  pourroit  faire  usage  des  constructions 
numériques  et  géométriques  précédentes  pour 
retrancher  un  triangle  d'un  autre  triangle  donné; 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  pour  pratiquer 
la  soustraction  sur  les  surfaces  données ,  même 
Iprsqu'elles  auroient  plus  de  trois  côtés  ,^  sauf  à 
les  réduire  d'abord  en  triangles.  On  voit  égale- 
ment que,  par  les  mêmes  principes,  on  pourroit 
assigner  un  triangle  qui  (ht  à  un  autre  dans  une 
raison  donnée  ;  ce  qui  ne  diffère  pas  de  la  multi- 
plication ou  division  des  surfaces,  sans  exiger 
qu'elles  soient  semblables.  Nous  verrons  par  la 
suite  comment  ces  opérations  se  pratiquent  avec 
cette  condition.  Les  mêmes  principes  vont  nous 
servir  à  résoudre  encore  quelques  problêmes. 

Problème     V. 

î54.  Changer  une  figure  irrégulîere  qui  a  un 
angle  rentrant  en  C,  en  une  autre  qui  lui  soif 
égale  et  oui  nait  que  des  angles  saillants  iji^%{ 
^obis),        / 


I 

■ 

I 
H 


TRiORIQUB    ET    PRÀTIQUÏ.^  lo5 

Solution. 

Aya!it  joint  la  droite  BDparle  point  C,  menezr 
lui  une  droite  CF  parallèle  terminée  au  côté  DE; 
et  tirez  la  droite  BF  ;  le  quadrilatère  A^BFE  n'aura 
plus  d'angle  rentrant,  et  sera  celui  qu'on  de- 
mande, comme  il  est  évident,  à  cause  des  trian- 
gles égaux  BCD,  BFD,  qui  retranchés  du  même 
quadnlatere  ABDE,  laissent  tes  restes  égaux 
ABCDE,  ABFE.  C:  Q.  R  T  et  D. 

Problêmb    VL 

i55.  Partager  un  triangle  BAC  en  raison  don-^ 
née  par  une  ligne  menée  d'un  point  aussi  donné 
D,  sur  lun  de  ses  côtés  (Jig.  71  bis). 

Solution. 

Divisez  la  base  BC  dans  la  raison  donnée  au 
point  E  et  tirez  AE;  joignant  AD,  par  le  point  E 
menez  la  droite  EF  parallèle  là  AD,  et  tirez  DF 
qui  sera  la  ligne  demandée.  Si  les  mesures  du 
triangle  étoient  connues  en  nombres,  la  solution 

arithmétique  n'auroit  pas, plus  de  difficulté. 

• 

Problême    VIL 

1 56.  Partager  un  triangle  donné  BAC  en  trois 
parties  égales  par  des  lignes  menées  dun  point 
D  donné  sur  un  de  ses  cotés  (Jig.  y 2  bis). 

Solution. 

Ayant  divisd  la  base  BC  en  trois  parties  égales 
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aux  points  F,  G,  et  tiré  la  droite  AD  au  point 
donné  D  ;  des  poîtiês  F  et  G  ainsi  déterminés 
menez  les  droites  FI  e  t  GL  parallèles  à  cette  même 
d«>ite  AD»  et  lé  problême  est  résolu;  à  cause 
<iue  les  triangles  AFD,  AID,  AGD,  ALD,  sont 
respectivement  égaux,  comme  ayant  même  base 
et  même  hauteur  par  construction,  et  que  le 
triangle  FAG  est  égal  au  tiers  du  triangle  BAC. 
C  Q.  F.  TetD. 

PROKLâME      VIIL 

157.  Dinser  un  pentagone  irrégulier  ABCDE 
en  quatre  pdrties  égales  par  des  lignes,  guipar- 
tent  d'un  des  angles  A  de  ce  même  polygone 

Solution. 

Réduisez  le  pentagone  ABCDÈ  en  un  triangle 
BAF  qui  lui  soit  égal,  et  qui  ait  son  sommet  au 
point  A;  divisez  sa  base  AF  en  quatre  parties  ém- 
les  aux  points  G,  H,  I;  et  tirez  les  lignes  AG,  AH^ 
AI.  Comme  la  seule  ligne  AG  tombe  an-dedans  du 
pentagone ,  il  est  visible  qu  elle  est  la  seule  qui 
donne  une  des  divisions  demandées  au-dedans  de 
ce  polygone.  Pour  trouver  les  autres  lignes,  on 
mènera  La  diagonale  AC,  et  pat  le  point  H,  une 
ligne  HK  qui  lui  soit  paraftclô;.  la  droite  AK  sera 
la  seconde  ligne  demandéel  Menant  encore  IL 
parallèle  à  AC,  et  qui  rencontre  AD  en  L,  poiis 
tirant  AL,  le  problême  est  entièrement  résolu; 
c'est-à-dire  que  les.lignes  AG,.  AK,  AL,  divisent 
le  pentagone  proposé  en  quatre  parties  égales.. 
<  Cai  le*  irian^es^ AHC ,  ÀKC  i  ayant  mêrte  base 


et  même  hauteiAr  par  consimction ,  sont  égaux  en 
surface  :  donc  eu  leuF  ajoutant  le  triangle  commua 
AGC,  on  aura  GAHssAGCK.  Mais  le  trian^ 
CAH  est  le  quart  du  pentagone  ABCDE  ;  donc 
aussi  AGCK  est  le  ^uart  du  même  pentagone. 
De  même  les  triaitgles  AIC  et  ALC  sont  é^ux^ 
puisqu'ils  ont  même  basé  et  même  hauteur 
(  construction  )•  Otant  de  chacun  des  grandeurs 
égales  GAH  et  AGCK ,  il  reste  HAI  ^al  à  LAR. 
Donc  le  quadrilatère  AEDL  sera  le  quatrième, 
quart  du  pet)fag(!>ne  proposé ,  puisaue  la  fxgaxe 
ÂBCL  en  est  les  trois  quarts.  C«  Q.  r  •  T  et  D. 

S  c  H  O  L  I  E. 

i58.  Si  Ton  connoît  les  bases  et  les  hauteurs 
des  triangles  dans  lesquels  on  peut  décomposer 
le  pentagone  proposé ,  il  sera  facile ,  sans  le  ré- 
duu-e  en  un  seul  triangle  ,  de  le  diviser  numéri- 
quement en  tant  de  parties  égales  que  Ton  voudra, 
par  des  lignes  menées  d'un  point  quelconque  au- 
cedaits  du  polygone  proposé.  Les  commençants 
pourront  s'exercer  à  résoudre  ce  problême  sur 
une  figure  qu'ils  se  donneront  à  volonté. 

PROBLiMElX. 

1 5^.  Troui^r  la  surface  d*un  polygone  irrégu^ . 
lier  {quelconque  ABCdEF,  terminé  par  des  lignes 
droites  {fig.  7 1  cr  72  ). 

Solution. 

Réduisez  le  polygone  en  triangles  ou  par  des 
lignes  menées  a'un  angle  quelconque  A  du  poly- 


tone,  comme  AC,  AD,  AE  (jfig.  71),  ou  paîr' 
les  lignes  menées  d'un  point  quelconque  O,  pris 
au-dedans  de  sa  surface ,  comme  O  A ,  OB  y  OC  ^ 
OD,  OE,  OF  (Jig.  72).  Cherchant  la  valeur  de 
chacun  de  ces  triangles,  leur  somme  sera  la  sur- 
face du  polygone  à  mesurer.  C.  Q.  F.  T  et  D. 

NB.  En  général  si  le  polygone  n'est  pas  déjà 
divisé  en  triangles  par  des  lignes  qui  partent  d'un 
point  pris  au-dedans  de  sa  surface ,  il  vaudrait 
mieux  tirer  ces  lignes  d'un  des  angles  du  poly- 
gone y  parcequ'on  aura  moins  de  triangles  a  caU 
culer.  U  faut  de  plus  avoir  l'attention  de  pren- 
dre pour  base  un  côté  commun  à  deux  triangles 
sur  lequel  on  aura  abaissé  des  angles  opposés 
lés  perpendtculaird&qui  mesurent  les  hauteurs  de 
ces  triangles.  Ainsi ,  dans  la  Jig.  7 1 9  on  prendra 
la  ligne  AE  pour  base  des  triangles  AFE ,  ADE , 
et  l'on  trouvera  la  surface  de  ces  deux  triangles 
par  une  seule  opération ,  en  multipliant  la  ligne 
AE  par  la  demi-somme  des  perpendiculaires  FH 
et  DL.  On  trouve  de  même  la  surface  des  trian- 
gles ADC  et  ABC ,  en  multipliant  la  base  com- 
mune AC  par  la  demi-somme  des  perpendicu- 
laires DI ,  BL ,  abaissées  des  angles  opposés  sur 
cette  base.  Nous  ferons  voir  bientôt  la  manière 
de  mesurer  les  polygones  terminés  par  des  lignes 
courbes  îrrégulieres ,  comme  cela  se  rencontre, 
souvent  dans  l'arpentage. 
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CHAPITRE     IV. 

JDes  polygones  réguliers  en  général;  manière  de 
déterminer  leurs  surfaces^  d'où  Von  déduit  les 
règles  pour  mesurer  la  surface  du  cercle  et  dû 
ses  parties i 

DiFINITIOK. 

\6o.  kJ  n  polygone  régulier  est  une  figure  dont 
tous  les  angles  et  dont  tous  les  côtés  sont  égaux.] 

Corollaire. 

161.  n  suit  de  cette  définition  qu'il  )*a  au-der 
dans  de  tout  polygone  régulier  un  point  égale^ 
ment  éloigné  de  tous  les  angles  et  de  tous  les 
côtés  qui  est  le  centre  de  ce  polygone.  .    , 

1 62.  La  distance  du  centre  à  chacun  des  angles 
du  polygone  ,  comme  CA  (Jig.  78  ) ,  se  ^omme 
rayon  oblique  ^  et  la  perpendiculaire  abaissée  du 
centre  sur  chaque  côté  se  nomme, rajo/z  droit.] 
On  distingue  encore  plusieurs  espèces  d'angles 
dans  un  polygone  régulier  ;  1°.  L'angle  formé  par 
deux  côtés  coutigus  du  même  polygone,  comme 
ABD.,  se  nomme  angle  du  polygone.  2^  Celui 
foi:mé  par  deux  rayons  obliques,  terminés»  aux 
extrémités  d'un  même  côté  ABf.,  comme  ACB, 
se  nomme  ang^e  au  centre;  Fangle  compris  entr^ 
un  côté  quelconque  AB  du  polygone  et  le  rayon 
pbJique  CA ,  se  nomme  angle  sur  la  base.  4°.  En- 
£n  on  peut  ccftisidérer  l'angle  jformé  par  le  ray'oii 
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droit  et  le  rayon  oblique  comme  AÇK.  Cet  angle 
est  la  moitié  de  Fangie  au  centre ,  comme  Tangle 
sur  la  base  «est  la  moitié  de  celui  du  polygone. 

Corollaire. 

1^3.  Il  suit  des  définitions  précédentes  qu« 
tx>ut  polygone  régulier  peut  être  inscrit  dans  un 
cercle  qui  auroit  pour  rayon  le  rayon  oblique  ;  et 
circonscrit  à  un  autre  cercle  qui  auroit  pour 
rayon  le  rayon  droit ,  ou  la  perpendiculaire  aoais- 
sée  du  centre  sur  chacun  des  côtés  du  polygone. 

Probilêmb     I. 

« 

]  64.  Trouver  pour  un  polygone  régulier  (fuel- 
conque,  1°.  F  angle  au  centre;  2^  V angle  dupo^ 
lygone;^"*.  Van^le  sur  la  base. 

Solution, 

1°.  Puiçque  tous  les  angles  autour  du  centre  sont 
égaux  entre  eux  dans  un  polygone  régulier,  et 
que  d'ailleurs  tous  les  angles  autour  d  un  point 
valent  S^o"*;  il  est  clair  que,  pour  avoir  l'angle  au 
centre  dans  un  polygone  régulier,  il  faut  diviser 
S6o*^  par  le  nombre  des  côtés  du  polygone. 

2°.  et  3°.  Puisque  les  trois  angles  d*un  triangle 
Valent  deux  droits,  et  que  l'angle  au  centre  est  tou- 
jours compris  entre  deux  rayons  égaux,  comme 
CA,  CB(ftg.  72),  il  s'ensuit  que  le  triangle  ACB  est 
isoscele ,  et  qu'en  ôtant  l'angle  au  centre  de  deux 
droits,  il  reste  l'angle  du  polygone,  dont  la  moitié 
est  l'angle  sur  la  base,  ou  cewi  compiîs  entre  le 
tayon  oblique  et  le  côté  du  polygone.  C.  C^.  F* 
TôtD. 
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CORO  L|.  A  I  R£« 

1 65.  Donc  si  l'on  désigne  par  n  le  nombre  des 
côtés  d'un  polygone ,  Tangle  au  centr'e ,  comme 
ACB,  sera  égal  à  ^  =  -i^;  ôtant  cet  angle 
de  deux  droits,  Tangle  du  polygone,  comme 
ABD,  sera  égal  À  i8c  ~  i^^^ — i«ox»:=T. 


»  n 


Enfin  la  moitié  de  cet  angle  sera  l'angle  sur  la 
base,  et  son  expression  est  .^?QX<^— .»)■  Mettant 
ces  angles  avec  leurs  yaleurfe  sohs  la  forme  de 
rapports ,  on  aura  ACB  :  ABD  :  BAC  :  :  i^r 

±2^  :  ±^.  Divisant  par  i8o,  et  mûlti.; 

pliant  tout  par  2  7z,  on  aura  cette  nouvelle  formey 
ACB  :  ABD  :  BAC  :  :  4  :  un  —  4  :  n — a ,  pro^ 
portion  qui  exprime  les  rapports  des  angles  d'un 
polygone  régufier  quelconque  eu  égard  au  nom-» 
are  des  côtés  du  polygone. 

1 66.  En  général ,  tous  Iqs  problèmes  qu W 

Eeut  proposeçifélativement  aux  polygortes  rég«^ 
ers,  peuvent  se  réduire  à  deux  :  car  ou  bien  roB 
connoîtle  rayon  d'up  cercle ,  et  Ton  propose  de 
trouver  le  côté  d'un  ]5olygoné  régulier  dont  la 
nombre  des  côtés; est  donné-;  o»,  ce  qui  revient 
au  même,  de  diviser  la  circohfénence  en  aiiiânt 
dé  parties  égales  qu'il  y  a  de  oôtéé  dans1é«o- 
lygpne  ;  ou.  encore  d'assigner  le  rapport  di< 
côté  d&  ce  polygone  avec  le  rayon  du  cercle  :  otf 
>ifin  on  d„onne  ïp  côt4  du  polygone,  ^  l'on- d^ 


mande  le  rayon  du  cercle ,  dans  lequel  doit  être 
inscrit  le  polygone  dont  le  côté  est  ainsi  donné. 
Ce  problême  est ,  comme  on  le  voit ,  l'inversé  du 
précédent.  On  peut  aussi  le  regarder  comme  le  j 

même  que  s'il  s'agissoit  de  construire  sur  un^         I 
ligne  donnée  un^  triangle  isoscçle,  tel  que  V angle 
au  sommet  fût  à  l' angle  sur  la  base,  comme  le  ! 

nombre  constant  4  est  à  un  nombre  désigné  par  ■ 

n — ^,n  étant  le  nombre  des  cotés  du  polygone. 

Second    Scholie. 

•  167.  Il  s*en  faut  beaucoup  que  Ton  sache  ins- 
crire dans  un  cercle  un  polygone  régulier  de  tant 
de  côtés  que  l'on  voudra  ;  ou  que  sur  une  Ugne 
donnée  on  puisse  ^décrire  un  polygone  réguuet 
4'un  nombre  donné  de  côtés ,  maigre  les  pré- 
tendues solutions  générales  de  ce  problême  don- 
nées dans  nombre  d'auteurs  de  géométrie  prati- 
que, et  dans  celle  de  U  Clerc  en  particulier. 
îsTous  observerons,  et  on  le  verra  par  la  suite,  que 
toutes  les  fois  qu'on  peut  diviser  géométrique- 
ment la  circonférence  en  un  certain  nombre  de 
pai'ties  égales,  on  peut  assigner  le  rapport  fini 
de  la  corde  de  cet  arc  avec  le  rayon,  ou  du  côté 
du  polygone  régulier  qui  a  ce  même  nombre  de 
côtés,  avec  le  rayon;  et  réciproquement,  toutes 
les  fois  qu'on  a  le  rapport  du  côté  d^un  poly« 
gone  régulier  avec  le  rayon ,  on.  petit  diviser  géo* 
métriquement  la  circonférence*  du  cercle  en  aa* 
tant  de  parties  égales  qu'il  y  a  d'unités  dan^  èa* 
xiomb|:e  de3  coûtés  du  polygone.  Il  faut  ^encore  ' 

distinguer  Wâ  polygones  réginÂecs  eh  deux  classes^ 
IçSiUns  que  j  dii^^^]k  pplxgQms  primitifs ,  et  les 

autres 
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Hutres  que  je  nomme  dérivés.  Les  premiers  soii^ 
ceux  dont  lé  nombre  des  côtés  est  exprimé  pal* 
lin  nombre  premier,  comme  3,  5,  7,  11,  i3,etC4 
et  les  seconds  sont  ceux  qui  se  déduisent  deà 
premiers  par  des  subdivisions  des  arcs  qui  leut 
appartiennent,  suivant  la  progression  double  oU 
triple.  Le  triangle  équilatéral,  le  quarré,  et  le  pen* 
tagone  réguliers,  ont  les  seuls  polygones  primitifs, 
dont  x)n  ait  la  construction  géométrique  ;  c'est* 
àrdire  les  seuls  qui  puissent  se  décrire  avec  I;^ 
règle  et  le  compas.  En  général ,  la  théorie  des 
polygones  réguliers  a  toujours  mérité  la  pluà 
grande  attention  de  la  part  des  géomètres;  par* 
ceque  chaque  polygone  primitif  peut  et  doit  être 
regardé  comme  le  premier  terme  d'une  suite 
înnnie  dont  le  dernier  donneroît  la  quadrature 
du  cercle,  s'il  étoit  possible  de  l'exprimer.  C'est 
titiiquement  sous  ce  point  de  vue  que  nous  les 
èonsidérons  dans  ce  diapitre* 

TnâoEâME    L 

1 1^8.  Le  côté  de  V hexagone  régulier  est  égal  au 
f'c^on  du,  cercle  auquel  il  est  inscrit  {Jig.  73  ). 

DéH&ONiSTRÀTlOir. 

L'ongle  ÂCB  étant  égal  à  la  sixième  partie  dé, 
la  circonférence  sera  de  60""  ;  et  retranchant  cette 
quantité  de  180'',  il  vient  120'' pour  la  somme  dés 
angles  CAB  et  CBA ,  et  par  conséquent  60**  pour 
chacun  des  mêmes  angles  ^  puisque  les  .côtés 
CA  et  Cb  sont  égaux  comme  rayons  du  même 
cercle  ;  donc  les  trois  angles  du  triangle  ACB  sont 
^gaux  ;  donc  ce  triangle  est  équilatéral,  et  par  con- 


Il4  LBÇOKS    DE    oibMiUKin 

séquent  AB  =  AC  ;  c'est-à-dire  que  le  câté  de 
l'hexagone  régulier  est  égal  au  rayon  du  cercle 
auquel  il  est  inscrit.  C.  Q.  F.  D. 

La  même  vérité  se  déduit  également  du  rap- 
port général ,  trouvé  ci-4essus ,  entre  l'angle  au 
centre  et  l'angle  sur  la  base  dans  la  formule  ACB  : 
CAB  ::  4  *  n  — 2;  en  faisant  dans  cette  expression 
n=  6\  car  alors  on  aura  ACB  :  CAB  :  :  4  :  4  j 
donc  CAB  =  ACB  ^  6o\ 

Corollaire. 

169.  Donc  la  même  ouverture  de  compas  qui 
a  servi  à  décrire  une  circonférence  de  cercle,  la 
divise  en  six  parties  égales;  et  si  Ton  lire  les 
cordes  AD ,  DF  et  FA ,  on  aura  le  triangle  équi- 
latéral  inscrit  au  même  cercle. 

Premier     Scholie. 

1  jfo.  On  déduit  de  cette  propriété  du  rayon  une 
métnode  d'élever,  par  un  point  donné  C  sur  une 
droite  MN,  une  perpendiculaire  à  cette  même 

ligne  (fig.  74  )• 

Pour  cela ,  du  point  donné  C  comme  centre 
avçc  un  rayon  CA  à  volonté ,  on  décrira  un  arc 
de  cercle ,  approchant  de  180'',  sur  lequel  on 
portera  l'ouverture  du  compas  de  A  en  B ,  et  de 
B  en  D;  des  points  B  et  D ,  comme  centres,  on 
tracera  deux  autres  petits  arcs  mn,  op^  qui  se 
couperont  dans  un  point  F  au-dessus  de  BD; 
enfin  par  le  point  F  ainsi  trouvé  et  le  point  donné 
C ,  on  mènera  la  droite  CF ,  qui  sera  la  perpen* 
diculaire  demandée  ;  puisque,  les  arcs  AB  et  BD 
étant  de  60""  chacun,  la  ligne  CF,  étant 'perpâi* 


diculaire  à  la  corde,  la  divise  ainsi  que  Tare  BD  en 
deux  également;  doncBG==3o'',  et  par  consé- 
quent AG  =  90°. 

Si  le  point  G  se  trouve  tellement  situé  qu'il  ne 
soit  pas  commode  d*avoir  Tare  BD ,  on  peut  se 
contenter  du  seul  arc  AB  de  6o^  Car,  ayant  tiré 
la  ligne  AB ,  on  la  prolongera  jusques  en  F ,  en 
sorte  que  BF  spit  égale  à  BA,  et  la  ligne  CF  sera 
la  perpendiculaire  demandée. 

Second    Scholik. 

171.  On  se  sert  de  cette  même  propriété  du 
rayon  pour  diviser  le  quart  de  cercle  dans  ses  90°, 
ou  la  circonférence  entière  en  36o°  :  car,  ayant 
déterminé  d'abord  géométriquement  le  quart  de 
cercle  AG,  comme  on  vient  ae  le  dire  {fig.  74), 
on  portera  le  rayon  de  G  en  L,  ce  qui  donnera 
les  arcs  AI^ ,  LB  et  làG  chacun  de  3o°.  Divisant 
chacun  en  deux  parties  égales,  on  aura  six  arcs 
de  iS"";  et  si,  après  avoir  pris  le  tiers  de  chacun, 
on  divise  chaque  tiers  en  cinq  parties  égales,  on 
aura  Tare  d'un  degré.  Toute  cette  opération  est 
exprimée  dans  ce  seul  vers  latin  : 

In  très ,  in  binas ,  in  très  ^  in  quînque  secato» 

Remarquons  cependant  que  nous  ne  donnons 
point  cette  pratique  comme  rigoureuse  et  géomé- 
trique.: la  division  de  Tare  de  i5°  en  trois  parties 
égales,  ainsi  que  celle  de  ce  tiers  en  cinq,  ne  se 
font  que  par  tâtonnement.  Nous  n'indiquons  cette 
méthode  que  comme  une  opération  qui  peu  t  suftn  e 
dans  la  pratique,  lorsque  Ton  a  un  peu  d'adresse 
et  d'habitude  à  ma^ier  le  compas.  £n  général  il 

Hij 
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n'existe  aucune  méthode  géométrique  d'arriver 
à  l'arc  de  cinq  degrés ,  non  plus  qu'à  Tare  d'un 
degré.  Nous  verrons  par  la  suite  que  l'on  peut 
trouver  géométriquement  l'arc  de  trois  degrés; 
et  par  conséquent  l'arc  de  iS*'  se  divise  géomé- 
triquement en  cinq  parties  égales.  Cette  dernière 
méthode  peut  être  employée  de  préférence  à  la 
première ,  pour  diviser  le  quart  de  cercle  en  ses 
00"",  puisqu'il  n'y  a  de  tâtonnement  que  pour 
rare  de  3^ 

Troisième     Sckolie. 

172.  Observons  encore  que,  quoiqu'il  n'y  ait 
pas  de  moyen  de  diviser  géométriquement  un  arc 

3uelconque  en  trois  parties  égales,  il  v a  cenen- 
ant  plusieurs  arcs  qui  sont  susceptibles  d  une 
telle  division  géométrique ,  c'est-à-dire ,  suivant 
l'acception  des  anciens,  avec  la  règle  et  le  com- 
pas. Nous  venons  de  voir  en  efFet  que  la  circon- 
férence entîere  se  divise  en  trois  parties  égales; 
par  le  théorème  présent,  la  démi-circonférence  se 
divise  pareillement  en  trois  parties  égales.  Nous 
avons  trouvé  l'arc  de  3o°quiest  le  tiers  de  90"*;  sa 
moitié  sera  pareillement  le  tiers  de  ^5^^  et  ainsi  de 
suite  ;  d'où  nous  conclurons  que  tous  les  arcs 
provenants  de  la  subdivision  de  la  circonférence 
entière,  suivant  la  progression  géométrique  dé- 
croissante à  l'infini ,  1 , 5 1  ï»  J 7  à  »  .^^c-  ^^"^  rigou- 
reusement divisibles  en  trois  parties  égales. 

Quatrième     Scholie. 

,  lyS.  Cette  dernière  propriété  du  rayon  d'être 
égale  à  la  corde  de  00""  dans  un  cercle  quel- 
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conque ,  est  la  base  de  toutes  les  opérations  que 
Ton  peut  faire  avec  la  ligne  des  cordes  sur  le  com-  . 
pas  de  proportion  pour  la  mesure  des  angles^ 
pour  inscrire  dans  un  cercle  tel  polygone  régulier 
que  Ton  voudra ,  pour  décrire  sur  une  ligne  don- 
née une  portion  de  cercle  capable  d'un  angle 
donné,  etc.  C'est  toujours  des  points  marqués  60 
sur  chaque  ligne  des  cordes  qu'il  faut  régler  Fou  j 
verture  du  compas  de  proportion  pour  exécuter 
toutes  ces  opérations  ou  celles  qui  leur  sont  ana- 
logues* 

PaOBLâMB      IL 

174.  Trouver  la  surface  cTun  polygone  régu-, 
lier  quelconque  {fig.  yS), 

Solution. 

Puisque  le  polygone  est  supposé  régulier^  si 
'du  centre  à  chacun  de  ses  angles  on  mené  les 
rayons  obliques  tels  que  CA ,  CB  ;  tous  les 
triangles,  comme  ABC,  BCD,  etc.  dans  lesquels 
il  se  trouvera  partagé ,  seront  égaux  entre  eux  ; 
ainsi  l'aire  d'un  polygone  régulier  quelconque 
vaudra  autant  de  fois  celle  d'un  de  ces  triangles, 
qu'il  y  a  de  côtés  dans  le  polygone.  Maïs  1  aire 

du  triangle  ACB  =  — ^ — ;  donc  si  le  polygone 

est  de  six  côtés ,  sa  surface  sera  — - —  :  s'il  est 
de  8 ,  de  ^ ,  et  en  général  d'un  nombre  n  di» 
côtés,   Ja  surface  sera  H52iÇ^,    9^^^  où 

2 — j — .  Or,  le  côté  d'un  polygone ,  pris  autant 

de  fois  qu'il  y  a  de  côtés  dans  ce  même  polygone» 

H  lij 
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n'est  aulre  chose  que  le  contour  de  ce  polygone  ; 
donc  faire  d'un  polygone  régulier  quelconque 
est  égale  au  produit  du  contour  de  ce  polygone, 
par  la  moitié  de  la  perpendiculaire  abaissée  dM 
centre  sur  l'un  quelconque  de  ses  côtés;  ou^  si 
Ton  veut  s'exprimer  plus  ogoureusement,  aupro^ 
duit  de  l'unité  superjicielW par  la  moitié  du  pro* 
duii  des  nombres  de  fois  que  les  dimensions  dex 
cette  unité  sont  contenues  respectivement  dans  le 
contour  du  polygone,  et  dans  la  hauteur  de  Vum 
quelconque  de  ses  triangles.  C.  Q.  F.  T,  et  Dl 

Problème    III. 

1 75.  Considérant  le  cercle  comme  un  polygone 
régulier  d'une  infinité  de  cotés,  trouver  sa  surface.^ 

Solution. 

Supposant  une  suite  de  polygones  réguliers 
inscrits  au  même  cercle  et  dont  le  nombre  des 
côtés  augmente  indéfiniment,  il  est  évident  Que 
plus  le  dernier  polygone  aura  de  côtés ,  plus  cha- 
cun de  ses  côtés  sera  petit ,  et  par  conséquent  ap- 
prochera de  se  confondre  avec  l'arc  dont  il  est  la  • 
corde  ;  plus  aussi  le  contour  de  ce  polygone  ap- 
prochera d'égaler  la  circonférence  du  cercle,  et 
plus  enfin  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre 
sur  chacun  des  côtés  sera  près  d'être  égale  au 
rayon  du  cercle;  donc  puisque  la  surface  de  tout 
polygone  régulier  se  trouve  en  multipliant  son 
contour  par  la  moitié  de  la  perpendiculaire  abais- 
sée du  centre  sur  un  des  côtés  (n^  174)*  cette 
règle  aura  encore  lieu  pour  le  cercle-  considéré 
comme  limite  de  tous  les  polygones  réguliers  qui 
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peuvent  lui  être  inscrits.  Donc  la  surface  du  cer-- 
de  est  égale  au  produit  de  sa  circonférence  eur 
iiere  par  la  moitié  du  rayon ,  ou  de  sa  demi^  cir- 
conférence par  le  rayon  tout  entier.  €•  Q.  F^, 
T.  et  D. 

COKOLLAIRB      L 

1 76.  Donc  le  fameux  problème  de  la  quadra- 
ture du  cercle  se  réduit  a  déterminer  le  rapport 
de  la  circonférence  d'un  cercle  quelconque  à  son 
rayon  ou  à  son  diamètre  pris  pour  unité.  Car  ces 
lignes  sont  toujours  connues  pour  un  cercle  quel* 
conque ,  et  sont  d'ailleurs  celîes  auxquelles  il 
<x)nvient  mieux^à  tous  égards,  de  comparer  la  cir- 
conférence. 

SchoUe  sur  le  rapport  du  diamètre  à  la  circorir 

férence. 

1 77.  Toutes  les  recherches  des  géomètres  sur 
la  circonférence  concourent  à  établir  que  le  rap- 
port de'  cette  ligne  au  diamètre  ou  au  rayon 
ne  peut  être  exprimé  par  des  nombres  £nis  et 
rationels.  Peut-être  même  n'est-il  pas  assignable 

Far  une  suite  finie  de  nombres  irrationels.  Ainsi 
on  est  forcé  de  s'en  tenir  aux  approximations 
les  plus  exactes ,  et  en  même  temps  les  plus 
simples. 

Archimede ,  qui  vivoit  environ  3oo  ans  avant 
J^  C ,  paroît  être  le  premier  qui  se  soit  occupé 
du  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre.  Pour 
y  parvenir ,  il  inscrivit  au  cercle  un  polygone  ré- 
gulier de  96  côtés,  et  circonscrivit  aussi  au  même 
cercle  un  autre  polygone  régulier  du  même  nom- 
bre de  côtés.  H  iv 
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Le  résultat  de  ses  calculs  lui  fit  connoître  qu© 
le  contour  du  polygone  inscrit  étoit  plus  grand 
que  3  ^  du  diamètre ,  et  que  celui  du  polygone 
circonscrit  étoit  moindre  que  3^  du  même  dia- 
mètre; d'oii  il  pouvoit  conclure  à  plus  forte  raî- 
çon ,  que  le  rapport  de  la  circonférence  au  dia» 
jnetre  étoit  un  peu  moindre  que  celui  de  aa  à  7, 
6i  l'on  réduit  aux  deux  rapports  que  nous  ve- 
nons de  trouver  les  entiers  en  fractions ,  et  qu'en- 
suite on  réduise  les  fractions  elles-mêmes  ai» 
même  dénominateur,  on  trouvera  que  la  pre^ 
iniere  équivaut  à  ^  ,  et  que  la  5^*  est  égale  à  ^,. 
Ponc  si  Ton  suppose  le  diamètre  de  497  parties 
égales,  la  circonférence  sera  un  peu  moindre  quç 
1 562 ,  et  un  peu  plup  forte  que  i56i  ;  de  manière 
que  ce  travail  d  Archimede  établit  la  circonfé* 
rence  entre  des  limites  déjà  très  rapprochées. 

C'est  en  vain  que  d'ignorants  quadrateurs  se 
sont  efforcés  de  rendre  suspect  ce  rapport  d*Ar^ 
çhîmedej  sous  prétexte  qu'il  a  été  forcé  d'em- 
ployer dans  ses  calculs  des  nombres  îrratîonels, 
dans  la  détermination  du  côté  de  son  polygone» 
M.  Montuclay  dans  son  histoire  des  recherche» 
sur  la  quadrature  du  cercle,  observe,  d'après 
M.  de  Lagny^  qu'il  y  a,  dans  le  choix  des  nom- 
bres employés  par  le  géomètre  grec,  une  adresse 
d'analyse  qui  suppose  la  solution  d'un  problème  * 
qui  n'a  étô  résolu  que  long-temps  après  lui.  Ce 
problême  consiste  à  trouver  hs  plus  petits  norn^ 
^res  entiers  à  deux,  à  trois,  ou  à  quatre  chiffres  j^ 
ifui  expriment  avec  le  plus  de  précision  possible 
une  quantité  irrationnelle  déterminée.  Vove;} 
l'euvrage  cité  |  page  a^  et  suivantes. 
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Après  le  rapport  d' Archîinede,  celui  donl  on  a 
Élit  le  plus  d'usage  dans  la  pratique ,  et  qui  est 
beaucoup  plus  exact ,  est  le  rapport  de  1 1 3  à  355 
trouvé  par  Métîus,  mathématicien  hollandoîs.  Si 
on  compare  ce  rapport  avec  celui  d'Archimede, 
en  multipliant  le  aiametre  par  3  ^,  on  verra  qu'il 
seroit  de  n3  :  355  ^;  ainsi  il  ne  diffère  que  de 
la  7"*  partie  d'un  1 13"*  du  diamètre ,  et  donne  la 
circonférence  par  défaut;  maïs  beaucoup  plu$ 
près  que  celui  d'Archimede,  qui  la  donne  par 
excès.  Ludolphede  Cologne  a  calculé  le  rapport  de 
la  circonférence  au  diamètre  jusqu'au  35"**chifïrQ 
après  l'unité.  Supposant  donc  son  diamètre  égal 
à  1 ,  il  a  trouvé  que  la  circonférence  étôit  plu? 
grande  que  3, 14159,  26535,  89793,  23846, 
a6433,  03279,  50288,  et  moindre  que  le  même 
nombre  augmenté  de  l'unité • 

Dans  la  pratique  la  plus  rigoureuse ,  pour  tout 
ce  qui  pourroît  avoir  rapport  aux  toisés  des  bâ- 
timents, le  rapport  de  3o5  à  11 3  est  d'une  exac- 
titude suffisante.  M,' Seguin^  architecte  très  ins- 
truit dans  toutes  les  parties  de  son  art,  a  donné 
le  rapport  de  i52i  à  484,  plus  exact  que  celui 
â^ Archimede ,  et  un  peu  moins  vrai  que  celui  A% 
JHétius;  mais  il  a  un  avantage  pré^eux  dans  la 
pratique ,  c'est  qu'il  est  exprimé  par  deux  nom- 
bres quarrés,  et  qu'en  prenant  la  racine  il  se  ré- 
duit à  celui  de  39  à  22. 

COROLLA^RB      II.     . 

178.  Il  suit  de  là  que  la  circonférence  entière 
étant  égale  au  diamètre  multiplié  par  le  rapport 
de  :)a  à  7,  si  Ton  se  sert  de  celui  à!Archimedej  ou 
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par  celui  de  355  à  1 1 3 ,  si  Ton  fait  usage  du  rap* 
portde  Afettwj;  la  demi-circonférence  sera  égaie 
au  rayon  multiplié  par  les  mêmes  rapports  ;  ou 

bien  en  désignant  par  -  ces  différents  rapports^ 

cette  même  ligne  sera  exprimée  par  ~\  en  nom- 
mant rie  rayon  d'un  cercle,  quel  qu'il  puisse  être* 
£t par  conséquent,  puisque,  parle  n**  175,  l'aire 
du  cercle  est  égale  au  produit  de  sa  demi-circoa- 
férence  par  le  rayon,  on  aura  cette  même  sur* 

lace  égale  à  —-  ;  c'esl-à-dire  que  la  surface  d'un 

cercle  quelconque  est  égale  au  quarré  de  son 
rayon,  multiplié  par  le  rapport  de  la  circonfé- 
rence du  diamètre  :  en  sorte  que,  si  ce  rapport  est 
exprimé  par  deux  nombres  quarrés  d'une  ma- 
nière très  approchée ,  on  aura  en  nombre  finis  eS 
ratîonels  le  côté  d'un  quarré  sensiblement  égal 
•^  à  l'aire  du  cercle  ;  et  c'est  là  ce  qui  se  trouve  au 
rapport  de  1 5a  1  à  484  donné  ci-dessus. 

COROLLAIRX      II L 

1 79,  Donc  si  l'on  connoit  le  rayon  d'un  cercle^ 
il  sera  facile  d'avoir  sa  surface  au* moins  appro- 
chée; et  si  Ton  connoit  la  surface,  il  sera  égaler 
ment  très  aisé  d'avoir  le  rayon  qui  cfmvient  à 
cette  surface,  en  la  divisant  par  le  rapport  que 
Von  aura  adopté,  et  prenant  ensuite  la  racine 
quarrée  du  quotient.  Développons  tout  ceci  par 
quelques  applications. 

PROBLâMS      IV. 

180.  Connoissant  le  rapport  du  diamètre  à  la 
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circonférence,  trouver  i°  celle  d'un  cercle  dont  h 
diamètre  est  exprimé  en  mesures  connues;  2^  dé- 
terminer la  longueur  d'un  arc  quelconque,  d'un 
nombre  de  degrés  aussi  connu. 

Solution. 

Puisqtfe  toute  circonférence  est  égale  au  pro-^ 
duit  de  son  diamètre  parle  rapport  d'une  circon- 
férence quelconque  à  son  diamètre,  ou,  ce  qui 
revient  au  même ,  puisque  les  circonférences  des 
différents  cercles  sont  comme  leurs  diamètres;  il 
est  visible  que ,  ce  rapport  une  fois  connu ,  pour 
avoir  la  circonférence  d'un  cercle  dont  le  diamè- 
tre est  exprimé  en  mesures  connues ,  désignant 
le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre  par  le 
rapport  général  m  :  n,ti  le  diamètre  par  D ,  il 
jiV  a  qu'à  Élire  cette  proportion ,  m  :  n  ::  D  : 

î^.  C.  Q.  F.  i^  T.  et  D.       . 

a°.  Pour  avoir  la  longueur  d'un  arc  de  cercle 
d'un  nombre  de  degrés  donnés  ;  à  cause  qu'il  y  a* 
même  rapport  de  la  circonférence  endere  a  la  lon- 
gueur d'un  arc  d'un  nombre  de  degrés  quelcon- 
que ,  que  de  360"*  au  nombre  de  degrés  de  l'arc; 

îl  n'y  a  qu'à  multiplier  la  fracdon  générale  î^ 

par  cell^  qui  exprime  le  rapport  des  degrés  du 
même  arc  à  36o  degrés.  C.  Q.  F.  a**  T.  et  D. 

Exemple    premier. 

■ 

18  it  On  demande  îa  circonférence  d'un  cercle 
dont  le.diametre  est  de  58  pieds.  Je  muldplie  58 
par  aa,  et  je  divise  le  produit  laydpar  7,  b 
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quotient  182  ^  est  la  valeur  approchée  de  la  cir- 
conférence de  même  cercle.  Si  Ton  se  fât  servi 
du  rapport  de  Métius,  on  auroit  trouvé  la  même 
circomérence  égale  à  182  ^. 

Exemple     IL 

1 8a.  Supposant  toujours  le  diamètre  Jun cercle 
de  SS  pieds ,  on  demande  la  longueur  d'un  arc  de 
64°.  Pour  la  trouver,  on  fera  la  proportion,  Stfo"*  : 
64^::  i8a2:a;==i82^x^=i822x  è=3a»^ 
4°  10^  Il  de  ligne.  Si  Ton  se  fûit  servi  du  rapport 
de  Métius,  on  auroit  eu,  pour  première  exprès^ 
sion  de  la  longueur  du  même  arc,  58  x  fff  x  ^  =:ï 

58  X  1^=  58  X  ^  =  32-  4-  8'  ^i  de  ligne. 

Problême     V. 

1 83.  Connoissant  le  rayon  dun  cercle  exprimé 
en  ntesures  déterminées ,  trouver  la  surface  du 
même  cercle  en  mesures  quarrées  de  même  déno- 
mination. 

Solution. 

Par  le  n""  178,  tout  se  réduit  à  multiplîer  le 
quarré  d'un  rayon  par  le  rapport  de  la  Clrconfë^- 
rence  au  diametr.e  ;  et  le  produit  exprimera  Taire 
du  cercle  avec  d'autant  plus  de  précision  que  le 
rapport  qu'on  aura  choisi  sera  plus  exacL  Dans 
la  pratique  ordinaire,  il  sufEt  de  multiplier  le 
quarré  durayon  par  ".  Si  Ton  a  besoin  d'une  plus 
grande  exactitude ,  on  multipliera  ce  même  quar- 
ré par  le  rapport  de  f,\  donné  ip^vMétius;  ou,  si 
Ton  vouloit  assigner  le  côté  d'un  quarré  sensible^ 
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ment  égal  au  cercle,  par  ^.  Par  exemple ,  sî  Ton 
me  demande  ^2^î^e  d'im  cercle  qui  ait  56  pieds 
de  rayon ,  je  multiplie  son  quarré  par  y,  ou ,  ce 
qui  revient  au  mêipe,  par  3^;  et  je  trouve  pour 
cette  surface  ^S56.  £n  se  servant  du  rapport  de 
Métlus^  on  eût  trouvé  pour  la  même  surÊice 
9852  7^  un  peu  moindre  que  la  véritable.  En 
faisant  usage  du  rapport  de  !^ ,  on  eût  eu  d'abord 
pour  côté  du  quarré  très  à  peu  près  égal  au  cer- 
cle —^y  dont  le  quarré  donne  9855 ^f;,  pour 

la  surface  du  même  cercle  qui  diffère  très  peu 
des  expressions  précédentes  ae  la  même  swface. 
C  Q.  F.  D. 

PROBLÊMB      VI. 

184.  Connoissani  la  surface  dun  cercle  par 
rapport  à  une  unité  superficielle  donnée,  trower^ 
le  rayon  de  ce  même  cercle. 

Solution. 

On  multipliera  ia  surface  donnée  par  la  frac** 
tien  ^  9  ou  par  la  fraction  ^^1  ;  puis  on  prendra  la 
racine  quarrée  du  produit  :  cette  racine  sera  le 
rayon  cherché  du  cercle  dont  la  surface  étoit  pro- 
posée ;  et  cela  avec  d^autant  plus  de  précision  que 
{e  rapport  par  lequel  on  aura  multiplié  la  sur-^ 
Êice  donnée  sera  plus  approchant  du  rapport  du 
diamètre  à  la  circonférence. 

Par  exemple^  si  Ton  me  demandoit  le  rayon 
d^un  cercle  dont  la  surface  fût  de  9856  pieds 
ouarrés ,  je  multiplierois  ce  nombre  par  7 ,  et  je 
foîviserois  le  produit  par  22;  il  vieat3ii$6,  dont 
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la  racine  56  est  la  valeur  du  rayon  dem^andé. 

Cette  opération  est  âne  suite  nécessaire  de  ca 
que  Faire  du  cercle  esi  égale  au  quarré  du  rayon 
multiplié  par  le  rapport  de  la  circonférence  au  dia* 
mètre.  Donc  pour  repasser  de  la  surÊice  donnée 
du  cercle  à  son  rayon  y  il  faut  opérer  suivant  un» 
marche  absolument  inverse  ;  ce  qui  se  £iit  en  di« 
visant  cette  surface  par  le  rapport  de  la  circonfé- 
rence au  diamètre ,  et  prenant  la  racine  quarrée 
du  quotient  C.  Q.  F.  T,  et  D. 

Problème    VIL 

1 85.  Connoissant  le  rayon  d'un  cercle  et  le  nom* 
bre  de  degrés  d'un  arc  quelconque  ADB  {fig.  75), 
irower  1°  l'aire  du  secteur  ACB  terminé  par  cet 
arc  et  les  rayons  CA  etCB ,  2''  la  sur/ace  du  seg^ 
ment  compris  entre  le  même  arc  et  la  corde  AB. 

Solution. 

Il  est  évident  qu'il  y  a  essentiellement  même 
rapport  entre  la  surface  du  cercle  et  celle  d'un 
secteur  quelconque,  qu^entre  la  circonférence 
entière  et  celle  de  Tare  qui  termine  ce  secteur  ; 
ainsi  pour  avoir  l'aire  d  un  secteur,  on  multi^ 
pliera  celle  du  cercle  entier  par  le  rapport  de 
{ arc  du  secteur  à  la  circonférence  entière}  ou,  ce 
qui  revient  au  même,  par  le  rapport  du  nombre 
de  degrés  de  l'arc  à  36o\  C.  Q.  F.  1".  T.  et  D. 

2°.  U  n'est  pas  moins  visible  que  la  surface  d'ua 
segment  quelconque ,  comme  ADB ,  est  égaie  à 
ceue  du  secteur  ACBD A ,  moins  celle  du  triangle 
ACB  ;  mais  Faire  du  secteur ,  considéré  comme 
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composé  d'une  infinité  de  petits  triangles  qui 
auroient  leur  sommet  au  centre ,  et  leurs  bases 

répandues  sur  Tare  ADB ,  est  égale  à ^ — t 

et  celle  du  triangle  ACB  est  égale  à  — j—  ;  ea 

supposant  une  perpendiculaire  BF  abaissée  de 
Fextrémité  de  rare  AB  sur  le  rayon  qui  passe 
par  Tautre  extrémité  du  même  arc.  (  On  a  ap- 
pelle toute  ligne  ,  comme  BF ,  sinus  de  Tare 
auquel  elle  répond).  On  aura  donc  Faire  du 

segment  égale  à  — -f^ — =  (  ADB  — 

Af  ^ 

BF  )  X  — .  D'où  il  suit  que  Paire  d^un  segment 

quelconque  est  égale  au  produit:  de  la  moitié 
du  rayon,  par  la  différence  de  l'arc  qui  termine 
ce  segment  au  sinus  du  même  arc.  C  Q.  F. 
2\  T.  et  D. 

Observation. 

186.  On  voit  donc  que  pour  calculer  avec  pré-^ 
dsion  l'aire  d'un  segment  ae  cercle,  dont  le  rayon 
est  donné,  ainsi  que  le  nombre  de  degrés  de  1  arc 
qui  termine  ce  segment;  il  faut  i°.  calculer  la 
longueur  de  cet  arc  en  parties  du  ra/on ,  ce  qui 
se  iera  aisément  par  le  n^  180  ;  a**,  déterminer  la 
valeur  du  sinus  de  cet  arc  en  parties  du  même 
rayon.  Pour  cela ,  il  faut  faire  usage  de  la  table 
des  sinus  naturels  de  tous  les  arcs  depuis  o'',  0%' 
jusqu'à  90^,  et  ^ui  se  trouvent  calculés  avec  la 
plus  grande  préasion  dans  les  tables  des  sinus.' 
C'est  ce  que  nous  allons  enseigner  dans  l'exemple 
suivant. 

^187.  Soit  proposé,  par  exemple,  de  trouver^ 
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l^  l'aire  (T un  secteur  ACBD A  ^  a^  celle  du  seg^ 
fneni  ADB  ;  en  supposant  que  Von  connaisse  lu 
tayon  AC  de  ^6  pieds ,  et J! arc  ADB  qui  termine 
&  secteur  et  le  segment  de  5a°  3o'.  i"".  AyanC 
trouvé  par  le  n°.  i83  Taire  du  cercle  de  ^856^ 
en  y  employant  le  rapport  à'Archimede ,  je  mul- 
tiplie celte  surface  par  le  rapport  de  52^  3o^  à 


la  surface  demandée. 

3^  Pour  avoir  la  surface  du  segment  déter- 
miné par  ce  même  arc  et  au  même  fayon^  je 
commence  par  chercheria  longueur  de  cet  arc 
par  cette  analogie ,  1 80"":  52°  3o'  :  :  56p'  x  y  :  ADB 
=5 1 ,33333,  à  un  cent  millième  de  pied  près.  Je 
détermine  ensuite  la  valeur  de  la  perpendicu- 
laire BF  par  cette  proportion,  1 00000  :  79335 
(  sinus  de  52*"  3o^  pris  aans  les  tables  )  ::  56  :  BF; 
je  trouve  cette  ligne  égale  à  44''' ->  4^7^^;  retran- 
chant cette  quantité  de  la  longueur  de  Tare  « 
trouvée  ci-dessus,  j'ai,  pour  la  différence  de  l'arc 
au  sinus,  6,90573,  qui ,  multipliée  par  28,  moitié 
du  rayon,  riinne  par  Faire  du  segment  193,360 1 
eu  193  pieds  â  à  très  peu  près* 

PrEAIIER      SCHOLlSé 

* 

188.  Si  Parc  qui  termine  un  segment  à  mesu- 
Jrer  est  d'un  petit  nombre  de  degrés ,  et  qu'il  soit 
possible  de  trouver  avec  précision  la  valeur  de  la 
petite  flèche  DG,  abaissée  du  milieu  de  l'arc  sut 
sa  corde,  en  parties  du  rayon  ;  on  aura  la  surface 
du  même  3egmeiit  avec  beaucoup  de  précision , 
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€fi  multipliant  cette  corde  par  les  deux  tiers  de 
la  flèche.  Cette  pratique  est  fondée  sur  ce  que 
U)ut  arc  de  cercle  d'un  peut  nombre  de^grés  se 
confond  sensiblement  avec,  un  arc  de  parabole,, 
qui  auroit  la  même  corde;  et  que  tout  segment 
parabolique  est  rigoureusement  égal  au  produit 
de  sa  corde  par  les  deux  tiers  de  sa  flèche;  ce  qui 
se  trouve  démontré  dans  tous  les  traités  de  seo- 
dons  coniques. 

i 

^Second.  S  c  h  o  l  i  s. 

189.  Si  la  surface  à  mesurer  se  trou  voit  être 
une  portion  de  celle  d'un  cercle  dont  le  rayon 
fût  donné,  et  comprise  entre  deux  cordes  quel* 
conques ,  comme  AB ,  DF ,  et  deux  arcs  AF , 
BD  i^fig  76  et  77  );  il  serdit  facile,  d'après  ce  qui 

Î)récede,  d'en  déterminer  la  valeur ,  pourvu  que 
'on  connût  les  nombres  de  desrés  dont  ces  arcs. 
sont  les  cordes  ou  de  leurs  suppléments ,  soit  que 
le  centre  du  cercle  se  trouve  entre  les  deux  cor- 
des, comme  dansla7Zg*t/re76,  soit  qu'il  se  trouve 
au-dehors  de  ces  mêmes  cordes.  Dans  le  premier 
cas,  on  ajoutera  les  arcs  AF,  BD  exprimés  en  par^ 
lies  du  rayon  >  avec  les  sinus  BK  et  DG  calculés 
ainsi  qu'il  a  été  dit  au  rf*  187^  et  l'on  multipliera 
ceue  somme  par  la  moitié  du  rayon  ;  le  produit 
sera  la  surface  ABDF.  Dans  le  second  cas ,  on 
prendra  de  même  la  somme  des  arcs  AF,  BD,  et 
après  leur  avoir  ajouté  la  différence  des  sinus  DG, 
BK,  (ou  àe.s  perpendiculaires  abaissées  des  extré- 
mités D,  B ,  des  arcs  FD ,  AB,  sur  les  rayons  CF 
et  CA ,  qui  passent  par  leurs  origines  ) ,  on  mul^ 
tipliera  le  tout  par  la  moitié  du  rayon  AG;  U 
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produit  sera  la  surface  ASDF ^  que  tan  demande  J 
Les  ccwïimençants  pourront  s'exercer  à  trouver 
la  démonstration  de  cette  pratique.  On  remar- 
quera de  plus  que,  dans  Tuû  et  dans  Pautre  cas , 
la  surface  à  trouver  sera  toujours  la  même ,  quelle 
que  soit  la  positîonrespective  des  cordes  AB,  DF, 
tant  que  ces  cordes  seront  les  mêmes,  et  du'même 
côté  à  l'égard  du  centre. 

Troisième     Scholie. 

190.  Enfin ,  au  moyen  de  tout  ce  qiîî  précède^ 
on  sérà^en  état  de  trouver  la  surÊice  d'une  figure 
quelconque,  terminée  par  des  lignes  droites ,  et* 
par  des  arcs  de  cercle  ou  même  par  des  courbes^ 
qui  ne  pourroient  pas  se  ramener  à  des  arcs  de 
cercle,  comme  dans  là  figure  78.  On  commen- 
ceroupar  tracer  dans  la  figure  un  polygone  irré* 
ffxUer  et  rectiligne  dont  on  trousserait  la  surface, 
en  le  décomposant  en  triangles.  Ensuite  on  me-- 
sureroit  les  petits  segments  extérieurs  au  poly-- 
gone,  comme  des  segments  paraboliques,  en  mul- 
tipliant leurs  bases  respectives  par  les  deux  tiers 
de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  le  plus 
élei^é  de  c/iaque  portion  de  courbe  sur  la  corde 
qui  lui  répond;  sauf  à  ne  tenir  aucun  compte  des 
parties  ou  segments  qui  pourroient  se  compen- 
ser, lorsqu'ils  seraient  égaux,  et  que  l'un  se 
trouverait  au-dedans  du  polygone,  et  l'autre  au- 
dehors.  Cette  proposition  renferme  presque  toute 
•la  pratique  de  l'arpentage  ,  où  il  se  rencontre 
souvent  des  portions  de  terres  terminées  par  des 
lignes  courbes  très  irréguliercs  au  droit  des  che- 
9iiiTsauseniiers  quisépaient  les  parties  à  mesuren^ 


r 
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CHAPITRE    V. 

•  •  • 

Des  lignes  proportionnelles  ;  des  figures  sembla^ 
blés  en  général  y  et  en  particulier  des  triangles 
semblables;  des  lignes  coupées  en  parties  pro- 
portionnelles ;  divers  usages  des  lignes  ainsi  di-- 
visées. 

JM  ous  supposons  nos  lecteurs  instruits  de  la 
nature  des  rapports  et  des  proportions,  comme 
aussi  des  changements  qu'on  peut  leur  faire  subir 
sans  troubler  Tégalité  des  rapports,  qui  constitue 
l'essence  de  ces  mêmes  proportions.  Il  suffit  donc 
'  Redonner  la  théorie  des  lignes  proportionnelles^ 
sans  répéter  s\^  des  Egures  géométriques  tout 
ce  qui  a  été  démontré  en  arithmétique  à  Tégard 
des  nombres  en  proportion  géométrique;  sur- 
tout si  Ton  fait  attention  que  les  proprié  tés  fondai 
mentales  des  proportions  peuvent  se  démontrer 
d'une  manière  infiniment  générale^  comn^e  au- 
tant de  conséquences  nécessaires  de  Tégalité  des 
rapports ,  quelles  que  soient  les  grandeurs  entre 
lesquelles  se  trouvent  établies  ces  mêmes  propor- 
tion?. 

J  ai  simplifié  par-là  considérablement  les  é|é* 
ments  de  géométrie,  sans  nuire  à  la  clarté  et  à 
Tévidence  des  propositions  qui  doivent  en  former 
l'ensemble  et  le  développement. 


lij 
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ThÏoreme     L 

:  191.5/  Von  coupe  les  côtés  d'un  triangle  BAC 
par  une  droite^G^  parallèle  à  sa  base  {/ig.  79  )  / 
ces  mêmes  cotes  seront  coupés  en  parties propor^ 
tionnelles;  cest^à-dire  que  Von  aura  cette  suite  de 
rapports  égaux  ^  AB  :  AF  :  BF  :  :  AC  :  KG  :  GC. 

Démonstration. 

Soient  tirées  les  lignes  BG,  CF;  les  triangles 
FBG ,  FCG  seront  égaux  en  surface ,  puisau'îls 
ont  m^me  base  et  même  hauteur;  donc  si  on 
leur  ajoute  le  triangle  FAG,  les  nouveaux  trian-^ 

{jles  AGB ,  AFC  seront  aussi  égaux.  Cela  posé , 
es  lignes  AB ,  AF ,  BF  étant  les  bases  des  triangles 
AGB,  AGF,  FGB ,  qui  ont  le  sommet  au  même 
point,  seront  entre  elles  comme  qj^s  mêmes  triaa- 
ries,  et  donneront  AB  :  AF  :  BF  :  :  AGB  :  AGF  : 
GB;  niais  parceque  ces  trois  derniers  triangles 
sont  respectivement  égaux  aux  triangles  ArC , 
AFG ,  GFC ,  on  aura  : 

AGB  :  AGF  :  FGB  :  :  AFC  :  AFG  :  GFC  ;  donc 
à  cause  que  ces  derniers  ont  tous  un  sommet 
commun  en  F,  et  qu'ayant  ainsi  même  hauteur  ». 
ils  sont  entre  eux  comme  leurs  bases,  on  aura; 

AFC  :  AFG  :  GFC  :  :  AC  t  AG  :  GC;  donc 
enfin ,  puisque  la  suite  des  rapports  égaux  n'a  pas 
été  interrompue,  on  aura 

AB  :  AF  :  BF  :  :  AC  :  AG  :  GC;  d'où  il  suit 
évidemment  que  toute  ligne,  commeV  G  ^  parallèle 
à  la  base  BC  a  un  triangle  quelconque,  divise  ses 
^otés-  en  pgrties  proportiQnnelles.  C.  (J-  F.  D. 
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Corollaire    L 

192,  Il  suit  du  théorème  présent  que  la  ligne  FG 
9ura  avec  la  base  BÇ  du  triangle  BAC  le  même 
rapport  que  la  ligne  AF  avec  AB ,  ou  que  la  ligne 
AG  avec  AC;  en  sorte  que  les  trois  côtés  du 
triangle  FAG  seront  proportionnels  aux  trois  côtés 
du  triangle  BAC.  rourle  démontrer,  soit  tîrée 
la  ligne  uG  parallèle  à  AB  ;  la  figure  BDGF  sera 
un  parallélogramme  ^  ce  qui  donne  FG  =  BD. 
Mais,  par  le  théorème  actuel,  on  a  BC  :  BD  ou 
FG  ::  AC  :  AG:  :  AB  :  AF;  d'oii  il  suit  que  les  trois 
côtés  du  triangle  FAG  sont  proportionnels  à  ceux 
du  triangle  BAC  ,  et  aussi  qu'il  y  a  même  rapport 
de  FG  à  BC  que  de  AF  à  AB,  ou  de  AC  à  AG. 

CaROLLAIRE      II. 

193.  Il  est  visible  que  la  proposition  seroît 
également  vraie ,  si  la  ligne  FG ,  parallèle  à  BC^ 
coupoii:  les  lignes  AB,  AC  au-dessus  du  sommet 
A  cfu  triangle  BAC.  Il  n'est  pas  moins  évident 
que  la  figure  du  même  triangle  ne  peut  altérer 
en  aucune  manière  la  vérité  du  théorème  ;  donc 
il  a  également  lieu  sur  un  triangle  équilatéral , 
comme  sur  un  triangle, îsoscele.  Or,  c'est  ce 
dernier  cas  qui  a  donné  à  Galilée  l'idée  du  com- 
pas de  proportion,  dont  il  est  l'inventeur ,  et  dont 
toutes  les  lignes  sont  cpnstruites  d'après  les  prin- 
cipes du  théorème  présent  dans  le*  cas  où  le 
triangle  est  isost^eie ,  CQmbinés  d'ailleurs  avec 
d'autres  principes  analogues  aux  différents  objets 
des  jSgnes Vacées  sur  cet  instrument. 

•    \  •      >  >        '  '   ïiù 
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TniORÊME      IL 

1 94»  «5/  les  côtés  d'an  triangle  BAC  sont  cou- 
pés en  parties  proportionnelles  par  une  droite 
quelconque  FG  {fig.  J^) ,  je  dis  qu6 cette  même 
ligne  sera  parallèle  à  la  base  BC  du  même 
triangle. 

D^MOKSTR  ATI  O  N, 

Supposant  toujours  qu'on  ait  tiré  l^s  lignes 
BG,  GF  ;  il  est  visiWe  que  tout  se  réduit  à  prou- 
ver l'égalité  des  triangles  FBG  et  FCG  :  Car  si  ces 
triangles  sont  démontrés  égaux  ,  comme  ils  ont 
même  base ,  il  faudra  qu'ils  soient  compris  entre 
parallèles.  Gela  posé  on  a  d'abord 
AGB  :  AGF  :  :  Ad  :  AF;  mais  par  hypothèse  , 

AB  :  AF  r.  AC  i  AG,  et  encore 

AC:AG::AFC:AFG. 
Donc  puisque  la  suite  des  rapports  égaux  n'a  pas 
été  interrompue,  oh  aura  AGB  :  AGF  :;  AFC  : 
AFG.  Mais  les  conséquents  c^e  cette  proportion 
sont  égaux ,  puisque  le  triangle  AGF  ou  ApG  est 
égal  àl.ui-m,ême';  doiicles  4utécédents;sont  aussi 
égaux  ;  ce  quji  donne  AGB  ==i^FC.  Otàrit  cle,cha- 
jcun  le  triângje  FÂG ,  ilvi^^t  .Ç^G  =  FCGI'  âonc 
FG  est  parallèle  à  BC ,.  puisque  ces  trjanigîes 
égaux ,  ayant  'même  base ,  doivent  au§$i.  ^vpir 
méiHe  hauteur,  ou,  ce  qui  revient  <{\iixï^méjêtxt 
compris  çnj:re  parallèles.  Q  Q,  F.  D; .  |,      . 

C  o  R  o  L  ï.  A  I  i^i    I.  ^'î>  V»  ;i 

1 95.  Il  suit  de  r  là  que  si  l  on  divise  lirp  wi^J^ 
quelconque  et  un  triangle  BACiJig^Sayen 
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deux  parties  égales  par  une  droite  AD  \  cette  ligne 
divisera  la  base  du  même  triangle  en  parties  BD 
etDC,  proportionnelles  eux  cotés  Afe,  AC,  de 
r angle  ainsi  dînsé. 

Pour  le  démontrer ,  sur  AB  prolongée  soît 
prise  AF=  AC ,  et  soit  tirée  CF ,  oui  donnera  le 
triangle  isoscele  CAF,  dont  Tangle  CAF  exté- 
rieur au  triangle  BAC  est  iapplément  de  l'angle 
A  du  même  triangle;  dortô  A  cause  des  eôtés  AG, 
AF  égaux  par  construction ,  l'angle  ACF  est  égal 
i  au  demi-supplément  de  CAF.  Or ,  dans  notre 

supposition',  l'angle  CAD  est  aussi  le  demi-sup- 
plément du  même  angle  CAF,  et  d'ailleurs  cet 
j         angle  «st  alterne  de  ACF }  donc  les  lignes  AD  > 
j  CFsont  parallèles;  doôc  on.aura  AB  ;  AF  ou 

I  AC  ::  BD  :  DC  ;  c'est-à-dire  que  la  ligne  qui  di- 

vise l'angle  BAC  du  triangle  en  deux  parties  éga- 
les y  divise  aussi  la  base  BC  en  parties  propor- 
tionnelles aux  mêmes  câtés.  ' 

On  fera  voir  de  même  que  si  la  ligne  Kd  di- 
vise l'andeCAF ,  supplément  de  l'angle  BAC  du 
même  triangle,  en  deux  parties  égales ,  elle  don- 
nera anssi  sur  la  base  BC ,  prolongée  autant  qu'il 
sera  nécessaire,  un  point  d  tel  qu'on  aura  A^^ : 
B^  :r  AB*  :  AC^  ce  qui  se  démontrera  de  la  même 
manière,  en  prenant  sur  AB  une  ligne  A/'^=^ 
AC ,  et  tirant  Q/i  qui  donner^  Ç/paraîlele  à  Ad. 

.Corollaire,    IL 

1916;  Puisque  les  anales 'BAC,  CAF  valent 
deux  droits ,  comnie  angles  de  suite,  et  cjiie  cha:- 
cun  est  divisé  *A  deux  parties  égales  ;  il  s^ensuil 
xjue  les  angles  CAD ,  CA^  pris  ensemble  font 

Jliv 


l36  LEÇONS    DX    GiOMiTRiS 

un  droit;  donc  si  sur  Dd,  comme  diamètre ^  oa 
décrit  une  demi-circonféiencç ,  le  point  A  sera 
dans  cette  circonférence  (  n°.  90  ).  Or ,  comme 
cela  arrivera  de  la  même  manière  pour  tout  trian- 
gle dont  les  côtés  AB ,  AC  seroient  dans  le  même 
rapport,  il  s'ensuit  que  la  circonférence  de  cer- 
cle est  le  lieu  <les  sommets  de  tous  les  triangles 
qui,  ayant  une  même  base  BC ,  auroient  leurs  cô- 
tés AB,  AC  dans  un  rapport  donné. 


CHAPITRE    VL 

Des  figures  semblables  en  général,  et  en  pardcur 
lier  des  triangles  semblables^ 

DEFINITIONS. 

197.  jLJeux  polygones  ABCDEF^  abcdef  sont 
semblables,  lorsque  tous  les  angles  de  F  un  sont 
égaux  à  tous  les  angles  de  l'autre,  chacun  à 
chacun  ;  et  que  les  cotés  à  Ventour  des  angles 
égaux,  pris  deux  à  deux,  sont  proportionnels. 

1 98.  Les  câtés  qui  renferment  les  angles  égaux 
dans  deux  polygones  semblables  >  sont  nommés 
câtés  homologues  ou  correspondants • 

« 

O  B  SBR  V  A  TI  O  N. 

199.  Deux  polygones  d'un  même  nombre  de 
côtés  peuvent  avoir  tous  leurs  angles  égaux  1  sans 
être  semblables;  parceque  Tégalité  des  angles 
n'entraîne  pas  F  égalité  de  rapports  entre  les  côtés 
qui  renferment  ces  angles  égaux.  Réciproquement 
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deux  polygones  d^un  même  nombre  de  côtés 
pcuvenl  avoir  tous  ces  côtés  proportionnels  deux 
a  deux ,  sans  avoir  les  angles  égaux  entre  ces  cô- 
tés ;  parceoue  la  proportion  des  côtés  n'entraîne 
pas  avec  elle  Tégalité  des  angles.  Ainsi  une  deft 
conditions  établies  dans  la  définition  des  poly» 
^ones  semblables  ne  suffit  pas  pour  que  deux 
tgures  d'un  même  nombre  de  côtés  soient  sem« 
blables.  Mais  lorsque  les  figures  sont  des  trian* 
glês^  alors  il  suffit  que  les  angles  soient  égaux , 
ou  que  les  côtés,  à  Tentour  des  angles  égaux, 
soient  proportionnels,  pour  que  ces  mêmes  trian- 
gles soient  semblables 

« 

Des  triangles  semblables ,  et  des  conditions  qid 

les  rendent  tels. 

Théorème     I. 

^oo.  Deux  trianglesBAC,  bac,  sont  semblables 
(Jig.  82),  lorsque  les  trois  côtés  de  Vurj.  sont  pro* 
portionnels  aux  trois  cotés  de  V autre;  dest-à^ 
dire  lorsque  Von  aura  AB  :  AC  xHCxi  abiacibCê 

PiMONSTKÀTION. 

*  • 

Il  est  visible,  par  la  déiinition  des  figures  sem* 
blables ,  que  tout  se  réduit  à  prouver  que  les-* 
angles  compris  ^ntre  les  côtés  proportionrielssont 
égaux.  Pour  y  parvenir,  sUr  Içs  côtés  AB,  AG  du 
triangle  BAC  soient  prises  les  parties  Ai'  Àc';  res^ 
pèctivemen  t  égales  aux  côtés  ab^ac  du  triangle  bac; 
et  soit  tirée  la  ligne  i'  c'.  Cela  posé ,  puisque  Ton 
a  par  hypothèse  AB  :  AC  ixabi  ac;  on  aurfi  aussi. 
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4)af  notre  construction  présente,  AB  :  ÀC  ::  Ai': 
Ac';  donc  la  ligne  U  à  divise  les  côtés  AB,  AC 
«^  parties  proportionnelles  ;  donc  cette  ligne 
i  rt°ir  191  )  est  parallèle  à  k  base  BC  ;  et  de  plus 
dr  le  (  n°.  19a)  cette  même  lighci  Va  aura  avec 
iQIe  même  rapport  que  AB  avec  ûi> ,  ou  que  AG 
iiiveç  ac  ;  ce  qui  donne  les  propoi'tiohs  suivantes  : 
.;.  BG::  Vd  ::  AB  :  hb\  et  BG:  hcx^  AB  :  aé; 
^o<io  puisque  les  antécédents  sont  lès  mêmes 
dan$,  ces  deux  proportions,  on  aura  aussi  A'c': 
/?c/.^  h.y  :  ah.  Mais  on  a  fait  Aô'  :  =zab;  donc 
^!<^'  =r.bc;  donc  le  troisième  côté  du  triante 
/''Ac'  est  égal  au  troisième  côté  du  triangle  bac; 
puisque  les  deux  premiers  Ai',  Ac'  du  premier 
îftKlt-j&té  faits  égaUx  aux  côtés  afr>ac  du  seconde 
Donc  à  cause  que  le  troisième  çst  aussi  démontré 
égal  au  troisième ,  ces  deux  triangles  sont  égaux 
en  tout  par  le  premier  caractère'  d'égalité  par-  ^ 
faite;  donc  leurs  angles  opposés  aux  cotés  égaux 
eoiit  ejgaux.  Mais  à  caus^  des  parallèles  BC,  ôV, 
Abfd  est  égal  à  ABC ,  et  Ac'A'  est  égàlàACB  ;  et 
ilepros  Tangle  A  est  commun  aux  deux  triangles; 
donc  ik  ont  les  angles  égaux,  etleà  côtps  à  ren- 
tour  de  ces  angba. proportionnels^  donc  BAC  et 
^'Ac'  soKt  sembla^bles,  et  partant  BÂC  et  bac  le 
«ont  également,  puisque  Âzc  est  démontré  égal 
«n  tou^au  triangle  ô^Aè' ;  donôenfiïi^  deux  man- 
des '^i  semmablès  \  lors<juè  les  tttits  cotés  de 
1^un*sx>nt propoftiànnëU  auùc  trois  côtés  de  Vautre. 

"T  H  io  R  ê  M  E      IL' 

201  *  •  Deiix\  manglés^  BAC ,  bac  sont  sembla-. 
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W«,  lorsqu'ils- ont  un  angle  égal,  vomprls  entre 
cotés  proportionnels ,  c'est-à-dire  lorsque  l'on 
nura  bacz±zBAÇ^  et  de  plus  la  proportion  AB  : 
AC  ixabx  ac  *^ 

Démonstratiok. 

Soit  appliqué  le  Mmmec  a  du  triangle  bacsvx 
le  sommet  A  du  triangle  BAC,  en  observant 
d'ailleurs  que  le  côté  ah  se  confonde  avec  le  côté 
AB ,  ou  soit  couché  sur  le  même  côté.  Le  côté  at 
tombera  aussi  nécessairemeilt  sur  le  côté  AC; 
tar  si  cela  n'arrîVoit  pas,  ce  seroît  signe  que 
Tatigle  bac  ne  sferoilî'pkô  égal' à  î'ahgle  BÀCV 
contre  rhypolhçse  ;  donc  puisque  les  côtés  ab^  ai: 
étoîent  proportionnels  aux  cotées  ;AB,  AC  âvanfc 
que  d'être  ajipliqtiés  sur  ces  tôtés,  ils  le  seront 
encore  après âvoîfiAé  couches  ^uf  ces  mêmes  côré^ 
et  donneront  A  y  !  Ac'  :  :  AB  :  AC  *  iiohc  si  Toû 
lire  iV,  cette  ligne  sera  parallèle  à  la  baseBc'^ 
(  n^  194)  et  les  nroîs  angles  div  ttia'ngle  b%d  Se- 
ront égaux  à  C6\ix  du  triangle'  BAC /à  cause  que 
l'angle  A  leur  est  cefnniun,  et  qûele^  angles  b\  â\ 
sont  égattx  aux  andes  B,  C,  pdnr  rifison  des  lignes 
parallèles  ËC^',^';.  donc  le' triangle  b^Acest 
semblable  jali  triangle  BAC  ^  Jjtiisqù'ils  ont  les 


iac?»  appliqué  ^^u'r ' le'  grand  triante;  donc  aussi 
bac  est  semblable  à  BAC;  donc  enfin  deuâc  ttiàrh- 
gles  sont  semblables 'quand  ik  ûnb  un  angle  égalj 
compris  entre  cétés  proportionnels.  C  Q.  F,  D. 

/"  •         .  -  » 

.  .        . * • ./ 
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THiOREME       II  I. 

.  "  202.  Deux  triangles  BAC»  èac,  sontsemblables^ 
TorsquHls  ont  deux  angles  b,  c,  égaux  respective^ 
ment  à  deux  anglesB,  C  sur  des  bases  quelconques 
BC,  bc. 

DéMONSTRATiqK. 

Ayant  pris  sur  BC  la  lîgne  BG ,  égale  à  Ac ,  et 
parle  point  G  mené  la  droite  Gc',  parallèle  à  AB, 
puis  par  ce  dernier  point  la  droite  c^b'  parallèle  à 
BC ,  la  figure  BG  d  U  sera  un  parallélogramme  « 
dont  \es  côtés  opposés  BG,  Vd  seront  égaux 
entre  eux ,  et  au  côté  bc  par  construction  ;  donc  i 
cause  que  les  angles  Vj  c  sur  b^d  sont  égaux  aux 
angles  È,  C  sur  BC  p^r  la  nature  des  parallèles , 
et  que  ces  derniers  sont  éfi«ux  par  hypothèse 
aux  angles  b,  c  sur  la  base  oc;  on  aura  dans  les 
deux  triangles  b^Kc,  bac^  les  angles  égaux  sur  des 
bases  égales  b^  dj  bc  par  construction  ;  donc  ce$ 
deux  triangles  sont  égaux  en  tout  par  le  troisième 
caractère  d^égalité  parfaite  des  triangles;  4<^nc 
puisque  Ton  a  b'Ad  semblable,  à  BAC,  à  cause 
des  angles  égaux  et  des  côtés  proportionnels, 
on  aura  aussi  bac  semblable  k  BAC  ;  donc  enfin 
'deux  triangles  bac,  BACy  sont  semblables  lorsque 
deux  angles  de  tun  sont  égauqo  à  deux  angles  de 
l'autre  sur  des  bases  bc,  BC  dqns  iir^  rappojt 
quelconque.  C;  Q,  F.  D. 

^  Corollaire. 

2o3.  Puisque  les  bases  ic,'BC ,  sont  entre  elles 
dans  tel  rapport  que  Ton  voudra  ;  il  s'ensuit  que 
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deux  triangles  seront  semblables  lorsque  deux 
angles  de  tun  seront  égaux  à  deux  angles  ds 
Vautre  sur  des  bases  quelconques. 

En  sorte  que  quand  même  les  côtés  de  l'un 
seraient  infiniment  petits  à  Tégard  des  côtés  de^ 
Vautre^  les  triangles  n'en  seraient  pas  moins 
semblables  dès  que  deux  angles  de  l'un  seraient 
égaux  à  deux  angles  de  l'autre. 

Ç0R0LLAIR£. 

204.  Donc  deux  triangles  rectangles  sont 
semblables  quand  ils  ont  un  angle  commun;  jcar 
ils  ont  alors  deux  angles  égaux  chacun  à  chacun. 
Ce  caractère  se  présente  souvent,  et  l'on  ne  peut 
trop  s'appliquer  à  le  retenir.  De  même  encore 
on  pourra  conclure  que  si  deux  triangles  isosceles 
ont  un  angle  commun  ;  ou  un  angle  égal ,  ils  sont 
pareillement  semblables. 

Observation. 

10S.  Dans  chacun  des  trois  théorèmes  précé- 
dents, l'énoncé  ne  suffisoit  pas  pour  démontrer 
la  similitude  des  triangles  qu'il  falloit  établir;' 
mais  on  a  démontré  dans  chacun  que  le  triangle 
baa  étoit  nécessairement  égal  en  tout  à  ua' 
autre  triangle  nécessairement  semblable  au  trian* 
gle  BAC ,  d'après  la  construction  dont  on  a  fait 
usage.  L'oil  a  dû  remarquer  que  le  caractère  d'éga- 
lité parfaite  dont  on  s'est  servi  étoit  toujours  l'ana* 
logue  de  celui  de  similitude  qu'il  falloit  démontrer.  : 
Outre  ces  trois  caractères ,  il  y  en  a  encore  un 

2uatrieme  qui  se  déduit  de  la  position  respective 
es  côtés  dos  deux  triangles  que  Ton  veut  prouver 
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semblables;  comme  ce  dernier  se  présente  sovh 
vent,  et  quil  est  alors  le  plus  simple  à  recon* 
nbître,  il  est  à  propos  de  Tétablir  ici  dans  sa  plus 
grande  généralité. 

Théorème     IV. 

206.  Deux  trianglesBAC^  bac  sont  semblables 
(fig.  83 ,  planche  Yl) ,  lorsque  les  cotés  de  l'un 
jfbnt  des  angles  égaux  avec  les  côtés  de  Vautre, 
en  les  prolongeant  autant  quil  est  nécessaire. 

Démonstration. 

Soit  donc  le  triangle  bac  dont  les  côtés  ab,  ac, 
bc,  prolongés  autant  qu'il  en  est  besoin ,  font  des 
angles  égaux  avec  les  côtés  AB,  AC ,  BC  du  trian- 
rie  BAC  aussi  prolongés,  s'il  le  faut,  indéfiniment. 
)elaposé,  concevons  que  le  triangle  bac^  détaché 
en  quelque  manière  du  plan  sur  lequel  il  est  tracé 
y  tienne  néanmoins  au  moyen  d'un  axe  passant 
par  un  de  ses  points ,  et  autour  duquel  il  puisse 
tourner  ;  il  est  visible  que  lorsque  le  côté  ab  sera 
devenu,  par  ce  mouvement,  parallèle  au  côté 
AB,  les  côtés  a c^  bc  seront  aussi  parallèles  aux 
çôtès  AC  et  BC,  avec  lesquels  ils  faisoient  des 
^gles  égaux  à  celui  fait  par  les  côtés.aé  et  AB, 
4  cause  a  un  mouvement  égal  et  commun  à  toutes 
les  parties  du  triangle.  Mais  lorsque  deux  trian- 
gles ont  leurs  côtés  parallèles,  ils  sont  nécessaire- 
ment semblables,  d  où  suit  la  vérité  du  théorème 
à  démontrer.  C.  Q.  F.  D. 

aoy.  Si  Ton  regardoit  cette  démonstration 
çoisune  peu  géométrique ,  parcequ'elle  dépend 
du  mouvement  qui  la  rend  un  peu,  méchanique  ^ 
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ile^t  aisé  d'en  trouver  une  autre  de  la  plus  grande 
rigueur.  En  eiFet,  supposant  toujours  les  côtés 
du  triangle  hac,  prolongés  jusqu'à  ce  qu'ils  ren- 
contrent ceux  du  triangle  BAC,  aux  points  d,  V ,  d 
où  ils  font  avec  les  côtés  AB ,  BC  et  AC  des  angles 
^aux ,  comme  on  le  suppose  ;  nous  aurons  d'a- 
bord les  triangles  AD  a'  et  a  D  c',  qui  sont  sem-^. 
blables  à  cause  des  angles  enD  égaux  dans  chacuni  ' 
'  comme  opposés  au  sommet,  et  des  angles  A  aD, 
ad  D ,  par  la  supposition  ;  donc  le  troisième 
en  A  est  égal  au  troisième  en  a.  On  démontrera 
de  même  que  les  triangles  CPd,  et  b'  sont  sem* 
blables  à  cau^e  des  angles  en  F  y  opposés  au 
sommet,  et  des  angles  Cc'F,  cè'F  aussi  égaux ^ 
par  rhypothese  ;  donc  les  an^s  FC  d^  F  c&  sont 
égaux;  et  par  conséquent  les  angles  ACB,  acb^ 
qui  leur  sont  opposés  par  le  sommet  le  sont 
encore;  donc  si  les  côtés  d'un  triangle  comme 
bac  font  des  aiagles  égaux  avec  ceux  d'un  autre 
triangle  BAC ,  il  est  démontré  que  ces  deux  trian- 
tes ont  deux  angles  égaux  chacun  à  chacun  ; 
lonc  il  est  démontré  que  ces  triangles  sont  sem-; 
blables.  C.  Q.  F.  D. 

'      Observation. 

208.  Pour  mieux  découvrir  les  proportions 
que  donnent  des  triangles  semblables,  comme 
ÉAC,  bac, il  convient  de  les  écrire,  ainsi  qu'on 
le  voit  ici,  de  manière  que  les  angles  égaux 
tiennent  le  même  rang  dans  la  nomination.  Avec 
cette  attention,  on  apperçoit  sur  le  champ  les 
côtés  homologues  ou  correspondants,  et  même 
sans  voir  la  figure  y  on  trouve  les  proportions  dont 
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on  peut  avoir  besoin:  occupons-nous  de  la  résoitt* 
tion  de  quelques  problèmes  qui  dépendent  des 
principes  précédents. 

pROBLisCEL 

aop.  Partager  une  ligne  donnée,MN  en  parties 
proportionnel/es  à  celles  cT  une  droite  AB  (Jig.  84  )  , 
divisée  comme  l'on  voudra  aux  points  donnés 
F,G,L. 

Solution. 

Puisque  toutes  les  parties  correspondantes  de 
deux  lignes  coupées  par  tant  de  lignes  droites  pa- 
lalleles  que  l'on  voudra,  sont  proportionnelles,  ii 
est  visible  que  tout  se  réduit  à  trouver  sur  une 
ligne  A  À  =  MN ,  et  faisant  avec  AB  un  angle  à 
volonté  des  parties  comprises  entre  lignes  paralle^ 
les,  ce  qui  fournit  cette  construction. 

Sur  une  droite  indéfinie  AZ,  qui  fasse  avec 
AB  tel  angle  qu'on  voudra ,  soit  prise  une  partie 
A  6  =  MN  ;  puis  ayant  joint  les  points  B ,  i,jpar 
une  droite  Bb  soient  menées  les  lignes  F/,  ùg, 
Ll,  toutes  parallèles  à  la  première  ;  la  droite  Ab 
sera  divisée  aux  points^)  g,  l  de  la  même  manière 
que  la  ligne  AB  Test  aux  points  F,  G,  L;  ou  ce 
qui  revient  au  même ,  les  parties  kfyfg,  gl,  Ib 
fcrcmt  une  suite  de  quantités  proportionnelles 
aux  parties  correspondantes  AF,  FG,  GL,  LB 
de  la  droite  AB,  comme  cela  est  évident  par  le 
théorème  du  (  n^  1 9 1  )  ;  ainsi  transportant  avec 
le  compas  ces  mêmes  parties  sur  la  droite  donnée 
MN,  le  problème  sera  résolu.  C  Q.  F.  T.  etD« 

SCHOLIB. 
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S  C  H  O  L  I  E. 

2X0.  Si  Ton  craint  de  ne  pas  diviser  la  lîgnd 
tlonnée  avec  assez  de  précision^  ce  qui  arrivé 
iotsque  les  sections  formées  par  les  parallèles^ 
deviennent  trop  obliques;  on  pourra  faire  usage 
de  la  coristruçtioii  suivante  établie  sur  les  même* 
prindpes. 

Sur  AB  (7%i  85  ),  otî  décrira  urt  triangle 
éqiiilatéral  ACB  ;  puis  ayant  porté  la  ligne  MN. 
sur  chacun  des  côtés  CA,  CB>  du  même  tiiangle  ^ 
prolongés ,  s'il  est  nécessaire,  de  C  en  a  et  b,  oa 
tirera  la  droite  ab,  et  du  point  G  le3  droites  CF^ 
CG,  cl,  qui  couperont  la  ligne  ab*  aux.  points 
demandés />  g,  l;  comme  il  est  évident  à  cause 
des  parallèles  AB ,  ab,  qui  donnent  la  suite  des 
triangles  aCf,fCg,  gCI,  ICb,  semblables  chacun 
àchaam  à  la  suite  des  triangles  ACF,  FCG ,  GCL  ^ 
LCB ,  d'où  Ton  tirera  A/:^  :  glilbiiAîiFG  t. 
GL:LB.         •  .      ^  : 

CoROLlAiRE» 

211.  il  est  visible  quç  ces  deux  solutions  peu- 
vent également  servir  à  diviser  une  ligne  donnée 
to  tant  de  parties  égales  que  Toil  voudra,  sans 
aucun  tâtonnement  et  par  une  méthode  géomé- 
trique. C^ est  sur  ces  deUK solutions  qu'est  fondée? 
la  construction  de  la  ligne  du  compas  de  propor- 
tion, intitulée  ligne  des  parties  égales,  et  aont 
Fusage  est  de  servir  à  diviser  des  lignes  données 
en  tant  de  parties  égales  que  Ton  ^voudra;  ce  qui 
peut  abréger  beaucoup  l'opération,  quand  C6 
aombre  est  un  pombre  i;npair« 
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P  R  OBLÂME      IL 

a  1 1.  Trouver  une  quatrième  proportionnelle  à 
trois  lignes  donhéesM^  N,  O  (Jig.  86, 87  et 88). 

Solution. 

» 
Sur  les  côtés  d'un  angle  quelconque  GAL,  on 

prendra  les  lignes  AB ,  AC ,  AD  respectivement 
égales  aux  droites  données  M,  N,  O;  puis  ayant 
Joint  les  points  B  et  D  par  la  droite  BD ,  on  lui 
mènera  par  le  point  C  la  parallèle  CF  ;  et  la  ligne 
AF  sera  la  quatrième  proportionnelle  demandée; 
à  cause  des  parallèles  BD  CF,  qui  donnent  AB: 
AD  :  :  AC  :  AF  ;  et  que  d'ailleurs  on  a  fait  AB , 
AC ,  AD  respectivement  égales  aux  lignes  don- 
nées M ,  N ,  O  :  ce  qui  établit  la  vérité  de  notre 
solution. 

On  auroit  pu  résoudre  le  même  problême  en 
prenant  les  lignes  AB,  BC,  AD  (Jig.  87)^ 
respectivement  égales  aux  lignes  données  M,  N,  • 
O  ;  puis  menant  BD ,  et  CF  parallèle  à  cette, 
dernière;  car  on  aura  toujours,  à  cause  de  ces 
mêmes  parallèles,  AB  :  BC  :  :  AD  :  DF. 

Enfin  >  on  peut  encore  donner  une  troisième 
solution  du  même  problème  (  ^  88  ) ,  comme 
il  suit.  Sur  une  ligne  indéfinie  ÂG ,  à  partir  du 
point  fixe  A,  prenez  les  lignes  AB,  AC,  res- 
pectivement égales  aux  lii^nes  données  M,  N; 
puis  élevant  par  le  point  B  une  droite  indéfinie 
BK ,  prenez  sur  cette  ligne  BD  égale  à  la  troisième 
ligne  O;  enfin  tirant  ADL,  et  menant  par  le 
point  C,  CF  parallèle  à,BD,  cette  ligne  sera  la 
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quatrième    proportionnelle  demandée    par    lo 
(n°.  192). 

Corollaire     L 

21 3.  Il  est  visible  que  chacune  des  trois  solu- 
tions qu'on  vient  de  voir  peut  également  servir 
à  trouver  une  troisième  proportionnelle  à  deux, 
lignes  données  M,  N;  en  prçnant^  dans  hsfigures 
86 et  87 ,  AD  égale  à  la  ligne  N,  etB  D  égale  à 
cette  même  ligne  dans  la y^^/re 88,  puis  achevant 
les  solutions  comme  ci-dessus* 

Corollaire    IL 

214.  Puisque,  dans  toute  proportion  géomé- 
trique ,  te  quatrième  terme  est  égal  au  produit 
des  moyens  divisé  par  l'extrême  connu,  on  aura 

AF  (  Jig.  86  )  =   ^     ;  donc   on  peut  faire 

usage  des  triangles  semblables  pour  construire 
toute  expression  fractionnaire ,  comme  celle 
Gu'on  vient  de  voir.  On  trouveroit  avec  la  même 
facilité  la  valeur  d'une  fraction  beaucoup  plus 

comphquée,  telle  que  çoxD£x£f  '^  ^^^^ 
que  iùt  le  nombre  des  facteurs  du  numérateur , 
et  celui  des  facteurs  du  dénominateur  ;  pourvu 
qu'il  y  en  ait  toujours  un  de  plus  au  premier 
qu'au  second. 

Car  supposant  que  chaque  facteur  est  re- 
présenté par  une  ligne  ;  par  le  dernier  problême 
on  chercneroit  d'abord  la  valeur  de  là  fraction 

^^Qj^   9  que  Ton  fetoit  égale  à  une  ligne  GH; 

rt,la  première  expression  se  réduira  à  celle-ci 

Kij 
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21^^^^.;  cherchant  de  même  une  droite  IK. 

=  — jjg — ,  nous  aurions ,  pour  nouvelle  et  der- 
nière expression  de  la  fraction  proposée  — gp—  » 

que  Ton  construira  pareillement,  au  moyen  d'une^ 
troisième  proportionnelle  aux  lignes  EF,  IK  et 
AG. 

Corollaire     II  L 

ai 5.  Puisque  toute  multiplication,  comme 
toute  division,  se  réduit  en  général  à  trouver 
une  quantité  qui  soit  à  une  autre  dans  un  rap- 
port donnée  du  multiplicateur  à  V unité,  si  c'est 
une  multiplication;  ou  de  l'unité  au  diviseur^ 
si  c'est  une  division;  il  suit  encore  de  ifcs  sqIu-' 
tîons  que  si  Ton  prend  la  première  ou  la  seconde  » 
àes  trois  lignes  données  M,  N,  O  pour  unité, 
la  quatiîeine  proportionnelle^  trpuvee  comme  il 
a  été  dit  dans  cçs  mêmes  solutions,  exprimera 
le  produit  ou  le  quotient  d'une  multiplication  ou 
d'une  division.  C'est  ainsi  que  M.  Descartes, 
dans  sa  géométrie,  enseigne  à  pratiquer  sur  les 
lignes  les  opérations  de  multiplication  et  de  divi^ 
sîon  ;  idée  heureuse  qui  fait  une  partie  de  l'ap- 
plication de  l'algèbre  à  la  géométrie^  et  pour  la- 
quelle il  fut  blâmé  par  quelques  géomètres  de 
son  temps,  qui,  probablement,  nel'tntendoieiit 
point. 

Corollaire     IV. 

gti6.  S'il  y  avoît  autant  de  termes  au  numéra* 
leur  qu'au  dénominateur  de  la  fraction  à  cons- 
truire; cela  n'empêcheroit  pas  d'en  venir  à  bout. 


% 
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€t  la  fraction  pourroîfc  toujours  exprioier  une 
ligne.  Dans  ce  cas,  il  n'y  a  qu'à  restituer  une 
autre  ligne  donnée  qui  a  été  prise  pour  unité. 
Nous  n'insistons  pas  davantage  sur  cet  objet ,  qui 
est.plus  du  ressort  de  la  construction  des  quanti- 
tés algébriques^  que  des  éléments  de  géométrie. 

Corollaire     V. 

2 1 7.  Puisque ,  dans  toute  proportion  géométri- 
que, le  produit  des  extrêmes  est  égal  à  celui  des 
moyens;  il  s'ensuit  que  si  Ton  regarde  ces  mêmes 
extrêmes  comme  les  cotés  contigus  d'un  rectan- 
gle, et  ces  moyens  comme  les  côtés  contigus 
d'un  autre  rectangle;  ces  deux  rectangles  seront 
égaux  en  surface  :  donc,  par  le  moyen  des  lignes 
proportionnelles,  on  pourra  changer  un  rectan- 
gle ,  dont  AC  et  AD  seroient  les  côtés  contigus, 
en  un  autre  qui  lui  seroit  égal  en  surface  ,  et  qui 
auroit  une  ligne  donnée  AB  pour  un  de  ses  côtés , 
en  cherchant  une  ligne  AF,  quatrième  propor- 
tionnelle aux  lignes  données  AB ,  AC ,  AD ,  ce  ' 
qui  donneroit  AB  x  AF  =  AC  x  AD.  On  pour- 
Toit  de  même  clianger  un  quarré  donné  en  un 
rectangle  de  même  surface,  et  qui  auroit  une 
ligne  donnée  pour  base,  en  cherchant  une 
troisieoje  proportionnelle  à  cette  ligne  et  au  côté 
du  quarré  donné. 

Théorème. 

a  18.  Si  par  les  exirémités  P,  Q  d'une  droite 
donnée  PQ^  on  mené  deux  Mgnes  droites  PM, 
QN  parallèles  entre  elles  y  et  deuyo  autres  droites 
?mj  (^n  aussi  parallèles  entre  elles  et prcportionr 

•m*-        ... 

JS.  llj 
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nel/es  ajix  deux  premières  ;  je  dis  que  ces  mémer 
lignes  couperont  la  droite  PQ^  prolongée^  s'il  esc 
nécessaire,  en  un  seul  et  même  point  {fig.  89  ). 

Démons  t  r  a  t  i  o  n. 

Supposons  que  la  droite  MN  rencontie  PQ, 
prolongée  en  T,  et  que  la  droite  mn  rencontre  la 
même  droite  en  un  aujtre  point  t,  différent  du 
premier ,  s'il  est  possible;  tout  se  réduit  à  prou- 
ver que  les  droites  PT ,  pt  sont  égales  ;  ou  ,  ce 
qui  revient  au  même,  que  ces  mêmes  lignes  ont 
un  rapport  égal  avec  la  droite  PQ.  Cela  posé ,  à 
cause  des  parallèles  PM,  QN,  les  triangles  TPM, 
TQN  sont  semblables ,  et  donnent 
PT  :  QT  ::  PM  :  QN,  et  à  cause  des  lignes  Vm, 
Qn  proportionnelles  aux  droites  PM ,  QN,  on 
a  PM  :  QN  ::  Pm  :  Qn;  et  à  cause  des  triangles 
tPmj  tQn  semblables  à  raison  des  parallèles, 
Vm  :  Qn  ::Vt  :  Qt;  donc,  puisque  la  suite  des 
rapporta  égaux  n'a  pas  été  interrompue,  on  aura, 
en  concluant  du  premier  au  dernier,  PT  :  QT  :: 
Ft  :  Qt;  donc  detrahendo  QT  —  PT  :  PT  ::  Qt 
-^  Vt  :  ?t,  ou  PQ  :  PT  ::  PQ  :  P^;  donc  on  aura 
PT  =  P^^,  puisque  les  antécédents  de  ces  rap- 
ports égaux  sont  égaux.  C.  Q.  F.  D. 

La  proposition  seroit  également  vraie  ,  si 
l'une^  des  lignes  PM  étoit  au-dessus  de  PQ,  et 
que  l'autre  PN  fût  au-dessous  de  la  même  droite, 
et  qu'il  en  fût  de  mêmedes  lignes  Vm,  Qn.  Seu- 
lement les <lroites  MN;  m/A couperoientJa droite 
PQ  dans  un  seu[%t  même  point  T,  situé  entre  P 
^^  Q  (.y%-  8^^  ^'^)*  Ce  seroit  encore  la  même 
chose  dans  l'un  el  dans  l'autre  cgs ,  si  les  lignes 
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Pm,  Qn  étoient  couchées  sur  les  droites  PM, 
QN  ;  tout  dépend  du  parallélisme  de  ces  mêmes 
lignes ,  et  de  Tégalité  de  leurs  rapports  compa- 
rés deux  à  deux  ;  en  sorte  que  la  proposition 
est  toujours  également  démontrée,  quelle  que 
soit  la  grandeur  de  la  ligne  PQ ,  et  par  consé- 
quent lors  même  que  aette  ligne  seroit  infiniment 
petite;  dans  ce  cas,  la  proposition  aura  des  ap- 
plications très  utiles  à  la  tnéorie  des  tangentes 
des  courbes ,  considérées  comme  les  prolonge- 
ments des  côtés  élémentaires  de  ces  mêmes  cour- 
bes. Passons  à  quelques  usages  de  ce  théorème 
dans  la  résolution  de  quelques  problêmes  utiles 
dans  la  pratique. 

Problème. 

a  19.  Deux  droites  AB,  DE  inclinées  Vune  à 
Vautre,  de  manière  à  ce  qu  elles  puissent  se  ren- 
contrer, étant  données  de  position,  a\^ec  un  point 
F  aussi  donné  comme  F  on  voudra  à  [égard  de 
ces  mêmes  lignes  ;  i/ig&j),  mener  par  ce  point 
une  droite  qui  aille  aboutir  au  même  point  de 
rencontre  des  deux  premières  lignes  ;  quoique  l'on 
ne  puisse  auoir  le  point  oà  ces  lignes  doivent  se 
couper. 

Analyse    et    Solution. 

n  est  visible  que  tout  se  réduit  à  considérer  la 
droite  DE ,  et  la  ligne  qui  doit  passer  par  le  point 
F,  comme  deux  droites  menées  par  les  extré- 
milés  de  quatre  lignes,  parallèles  deux  à  deux 
et  proportionnelles  entre  elles  ;  ce  qui  conduit  à 
la  solutioQ  suivante.   Ayant  pris  un  point  6  à 

K  iv 
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volonté  sur  la  ligne  AC ,  menez  par  le  point  A 
^t  ce  dernier  les  lignes  AD,  BE  parallèles 
entre  eDes,  et  terminées  à  Tune  des  lianes  don- 
Dces  de  position  ;  par  le  point  A  et  le  point  donné 
F I  on  tirera  AF  à  laquelle  on  mènera  par  le  point 
B  une  parallèle  indéfinie  BL  ;  sur  cette  dernière, 
on  prendra  une  droite  BG ,  quatrième  propor- 
tionnelle aux  droites  AD  ,  BE  et  AF;  le  point  G,  ^ 
ainsi  déterminé  avec  le  point  F,  donnera  la  posi- 
tion de  la  ligne  AF,  qm  doit  concourir  au  même 
poiirt  avec  les  droites  AC ,  DE  données  de  posi-^ 
iiQiî»  C.  Q.  F.  T.  et  D. 

Observation, 

aao.  Dans  la  pratique  de  ce  problème,  afin 
que  les  lignes  concourent  plus  rigoureusement 
a»u  même  point  ;  il  convient  de  prendre  le  point 
B  sur  la  ligne  donnée  AC ,  le  plus  loin  possible 
du  point  A,  parceque  la  même  erreur ,  commise 
dans  la  détermination  de  BG,  devient  d'autant 
moins  sensible  dans  celle  de  la  ligne  FG, 
que  le  point  B  est  plus  éloigné  du  point  A.  Ce 
problème  est  d'un  grand  usage  dans  plusieurs 
opérations  ^e  géoir,étric  pratique,  11  est  particu- 
lièrement utile  dans  lagnomonique,  ou  Tart  de 
^iredes  cadrans,  lorsque  le  centre  du  cadran, 
où  doivent  concourir  les  lignes  horaires ,  se  trouve 
fort  éloigné,  et  même  hors  du  plan  sur  lequel 
on  doit  tracer  ces  mêmes  lignes.  Il  sert  également, 
dans  1^  perspective ,  où  il  s  igigit  presque  toujours 
de  faire  tondre  des  lignes  à  des  poinfcs  fixes, 
souvent  fort  éloignés ,  nommés  points  de  discancç, 

et  pointe  Qççi4çn(çk  ou  évamuimntt^^  E.»&ft 
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on  peut  encore  faire  usage  de  ce  problème  pour 
percer  clans  les  bois  ou  parcs  des  allées  qui  aillent 
concourir,  avec  d'autres  déjà  tracées  »  à  des  objets 
déterminés,  et  (jui  font  un  point  de  vue  intéres- 
sant. 

Des  points  semblhblement  placés  awdedans  ou 
aurclehors  des  polygones  semblables. 

Définition  s. 

22  !•  Deux  points  O,  o  sont  semblablement 
placés  à  V égard  de  deux  polygones  semblables 
ABCDEF,  abcdef  (Jig  Si ^  pL*V)^  lorsque  les 
distances  OA,  OB,  oa,  ob  de  ces  mêmes  points  à 
deux  côtés  homologues  ou  correspondants  AB,  ab 
de  ces  mêmes  polygones  sont  proportionnelles 
à  ces  mêmes  côtés  ;  c  est-à-dire  si  l'on  a  cette  suite 
de  rapports  égaux  OA  :  OB  :  AB  i\  oa  i  ob  \  ab; 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  si  les  triangles  AOB^ 
aobj  formés  par  les  lignes  menées  des  points 
çinsi  déterminés  aux  extrémités  des  côtés  corres- 
pondants, sont  semblables. 

Corollaire. 

222.  Il  suit  de  cette  définition  aue  les  sommets 
des  angles  correspondants  de  deux  polygones 
semblables ,  sont  eux-mêmes  des  points  sembla- 
blement placés  dans  ces  polygones. 

TnioRÊME. 

223.  Si  par  deux  points  O  y  o,  semblablement 
placés  au-dedans  de  deux  polygones  semblables 
(Jig.  8i  ) ,  on  mené  des  lignes  droites  à  tous  les 
angUs  correspondants  de  ces  polygones ,  elles 
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dwîseront  ces  mêmes  polygones  en  un  mimé 
nombre  de  triangles  semblables. 

DEMONSTRATION. 

Supposant  que  les  côtés  ÂB ,  ab  sont  ceux 
qui  ont  servi  à  déterminer  les  points  O,  o, 
Semblablement  placés  dans  ces  deux  polygones 
semblables;  par  la  construction  même  (n°.  22*1  ), 
les  triançles  AOB  ,  aob  seront  semblables  ^ 
puis(][ue  Tes  trois  côtés  de  Tun  sont  propor- 
tionnels aux  troîs  côtés  de  l'autre  ;  et  par  consé- 
quent les  angles  ABO ,  abo,  opposés  a  des  côtés 
correspondants  de  ces  triangles,  sont  égaux; 
donc ,  si  on  les  retranche  des  angles  ABC ,  abc 
aussi  égaux  1  comme  angles  correspondants  de 
deux  polygones  semblables,  les  angles  restants 
OBC,  obc  seront  égaux;  mais  on  a  OB  i  ob  11 
AB  i  ab ,  et  par  hypothèse 
AB  :  aé  :  :  BC  :  Z^c;  donc  OB  :  ob  \:  BC  :  ic, 
c'est-à-dire  que  les  andes  OBC^  obc  égaux, 
comme  on  vient  de  le  aire,  sont  compris  entre 
côtés  proportionnels;  donc  les  triangles  BOC, 
boc  sont  semblables  (  n**,  201  )  :  on  fera  le  même 
raisonnement  sur  chacun  des  triangles  corres- 
pondants ,  dans  lesquels  on  a  décomposé  les 
deux  polycones  semblables  ;  d'où  suit  évi- 
demment la  vérité  du  théorème  à  démontrer. 
C  Q.  F.  D. 

Corollaire     L 

224.  Donc,  si  par  les  angles  correspondants 
quelconques  A ,  a  de  deux  polygones  semblables , 
on  merfe  à  tous  les  autres  angles  des  lignes 
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ilroîies  ;  ces  deux  ^polygones  se  trouveront  divisés 
par  les  mêmes  lignes  en  un  même  nombre  de 
triangles  semblables ,  puisque  Ton  a  vu  que  les 
sommets  des  angles  correspondants  de  deux 
polygones  semblables  sont  des  points  semblable- 
ment  placés  à  Tégard  de  ces  polygones. 

» 

Corollaire     IL 

• 

225.  Puisque  les  triangles,  dans  lesquels  on 
divise  deux  polygones  semblables  par  des  lignes 
menées  de  deux  points  semblablement  placée 
au-dedans  de  ces  polygones ,  sont  semblables  ; 
et  que,  dans  les  triangles  semblables ,  les  côtés 
^  homologues  sont  proportionnels  ;  la  comparaison 
des  côtés  correspondants  de  tous  ces  triangles 
d'onnera'^our  deux  polygones  quelconques  sem- 
blables, ces  deux  suites  de  proportionnelles, 
AO  :  OB  :  OC  :  OD  :  0£  :  OF  :  AB  :  BC  :  CD  : 
DE  :  EF  :  FA  ::  no  :  ob  :  oc  :  od  i  oe  :  ôf\  ab \ 
bc  : .  cd  i  de  :  e/'ryà;  et  parceque  dans  deux 
suites  de  termes  proportionnels ,  la  somme  de 
tant  de  termes  que  l'on  voudra  de  la  première  , 
est  à  la  somme  d'un  même  nombre  de  termes 
correspondants  de  la  seconde,  comme  un  terme 
quelconque  de  la  première  suite  est  à  son  corres- 
pondant de  la  seconde;  on  aura  AB  -h  BC  -+- 
CD  H- DE -H EF -4- FA  :  ai -+-  bc-^cd^de 
-f-  e/-hfa  :  :  AO  :  ao  :  i  BO  :  bo  :  :  AB  :  ab^ 
etc.  ;  c'est-A-dîre  que  les  contours  ou  périmètres 
de  deux  polygones  semblables  sont  entre  eux^ 
comme  les  lignes  menées  par  des  points  sem^ 
blablement  placés  à  l'és^ard  de  ces  polygohes 
A  des  angles  correspondants  quelconques,   àUf 
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comme  les  cotés  correspondants  de  ces  mêmes 
figures. 

COROLLAIAE      1 1 1. 

22^.  Si  les  polygones  sont  Tégulîers,  le  théo- 
rème n'en  sera  pas  moins  vrai  dans  tontes  h^ 
parties,  quel  que  soit  le  nombre  des  côtés  de 
chaque  polygone  régulier  ;  donc  les  contours  de 
deux  polygones  réguliers  quelconques  sembkùr 
'Mes  sont  comme  les  côtés  de  ces  mêmes  poly- 
gones; comme  les  diagonales  correspondantes 
de  ces  polygones  ;  en  un  mot,  comme  toutes  les 
lignes  tirées  de  la  même  manière  au-dedans  de 
ces  polygones  ;  ou  enfin  ^  comme  toutes  les  parties 
aliquotes  semblables  de  ces  mêmes  lignes^ 

COHOLL  A  1  R£      I  VI 

227.  Les  cercles  pouvant  être  considérés 
comme  des  polvgones  réguliers  semblables  d'un 
nombre  infini  de  côtés  ;  leurs  circonférences  qui 
en  sont  les  contours  seront  entre  elles  comme 
les  rayons^  comme  les  diametre^s,  ou  comme  les 
cordes  ou  arcs  d'un  même  nombre  de  degrés  de 
ces  mêmes  cercles.  Il  faut  aussi  entendre  la  même 
chose  des  courbes  quelconques  différentes  du 
cercle  qui  terraineroient  de  toutes  parts  des 
figures  semblables. 

Premier     Scholie* 

228.  U  est  très  à  propos  de  remarquer  que  si 
Ton  mené  au-dedans  ou  au-dehors  d'un  polygone 
irrégulier  quelconque  des  lignes  parallèles  à  cha- 
cun des  côtés  de  ce  polygone ,  et  à  la  même 


m  _ 

distance  de  ces  mêmes  côtés ,  les  figm-es  qui  en 
résulteront  ne  seront  nuDcment  semblables  au 
polygone  primitif.  C*est  une  espèce  de  paradoxe 
que  j'ai  vu  bien  des  personnes  disposées  à 
regarder  comme  une  absurdité  ;  mais  pour  se 
convaincre  de  la  vérité  de  cette  proposition,  il 
«uffit  d'observer  que  dans  un  tel  polygone  les 
côtés  alentour  des  angles  égaux  à  ceux  du  poly- 

Î[one  primitif  ne  sont  point  proportionnels  avec 
es  côtés  auxquels  ils  répondent  dans  ce  même 
polygone.  Cette  exception  n'a  pas  lieu  dans  les 
polygones  réguliers. 

Second    Sgholie. 

2129.  La  théorie  des  figures  semblables ,  des 
[Joints  semblablement  placés  au-dedans  des  poly- 
gones quelconques  semblables,  toute  la  théorie^ 
-des  lignes  proportionnelles ,  ont  un  rapport  direct  • 
et  immédiat  avec  la  levée  des  plans ,  avec  la  réduc-  - 
tion  de  ces  mêmes  plans  de  grand  en  petit,  ou 
de  petit  en  grand ,  ainsi  qu'avec  la  construction 
des  cartes  de  toute  espèce ,  dans  lesquelles  tous 
les  points  qui  en  forment  l'ensemble ,  comparés 
trois  à  trois  de  toutes  les  manières  possibles,' 
forment  des  triangles  semblables  à  ceux  que  l'on 
conçoit  tracés  sur  le  terrain  par  des  lignes  tirées 
ato  points  désignés  sur  ces  mêmes  cartes.  Ainsi 
les  commençants  ne  peuvent  trop  s'appliquer 
à  saisir  tout  ce  que  nous  venons  d'exposer. 
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CHAPITRE    VII. 

Des  rectangles  faits  sur  les  segments  d'une  même 
ligne;  des  lignes  qui  se  coupent  au-dedans 
ou  au-dehors  du  cercle;  des  moyennes  propor- 
tionnelles, et  de  la  manière  de  les  construire; 
des  quarrés  établis  sur  les  cotés  des  triangles 
quelconques  rectangles  ou  non  rectangles, 
comparés  aux  quarrés  construits  sur  les  cotés 
de  ces  triangles  pris  pour  base;  des  quadrila- 
tères inscrits  au  cercle. 

AVCETISSBMEVT. 

^3q.  JLjoiisQtJi  nous  aurons  besoin  de  repré- 
senter le  quarré  iàit  sur  une  ligne  quelconque 
AB9  nous  Fexprimerons  également  par  AB  x  AB 

—a 

oiu  par  AB  ;  le  2  supérieur  marquant  qi^e  la  ligne 
AB  doit  êu*e  deux  fois  facteiw  pour  former  ce 
<juarré.  De  même  s'il  est  question  d'une  ligne 
composée  de  deux  parties  AB ,  BC ,  et  dont  il 
faut  mdiquer  le  quarré,  nous  Texprimerons  par 
(!AB  H-BC  y\  il  en  seroit  de  même  s'il  s'agissoit 
4u  quarré  de  AB — BC  que  nous  écririons  ainsi 
(.AB — BC  )*.  Si  la  même  ligne  se  trouvoit  trois 
fois  facteur  ;  pour  marquer  le  cube  de  cette  ligne, 
ou  celui  de  ses  parties,  nous  Tindiquerons  par 

les  expressions  suivantes  AB, .(  ABdzBC  ),  et 
ainsi  de  suite. 
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a3i.  Si  une  ligne  AB  {Jig.  99  )  est  composé^ 
de  deux  parties  AG,  GB  ;  /e  quarré  de  cette  Hgne 
entière  à  l'égard  des  deux  portions  dans  les* 
quelles  elle  est  dinsée^  contiendra  1°.  le  quarré 
fait  sur  la  première  partie  ;  2^  deux  rectangles 
égaux  au  produit  de  la  première  parla  seconde; 
3*.  le  quarré  de  la  secoride partie. 

DiMONSTRATIOK. 

Ayant  pris  sur  AD  la  ligne  AE  égale  à  AG, 
et  tiré  les  droites  EH ,  GI ,  parallèles  aux 
côtés  AB,  AD  du  quarré  ABCD;  il  est  visible 
que  la  figure  AGOÊ  est  le  quarré  fait  sur  la 
première  partie  AG;  il  n'est  pas  moins  visible 
que  les  deux  rectangles  BGQH,  DE9I  sont 
chacun  ^aux  au  rectangle  de  AG  par  GB;  et 
u  enfin  la  figure  CHOI,  qui  complette  le  quarré 
ait  sur  AB,  est  égale  au  quarré  de  GB ,  à  cause 
des  lignes  égales  BG,  DE  et  des  lignes  OH,  01, 
qui  leur  sont  parallèles,  et  comprises  entre  pa- 
rallèles; et  que  de  plus  ces  côtés  égaux  sont  aussi 
perpendiculaires  1  un  à  l'autre.  C.Q.  F.  D. 

Corollaire. 

a3a.  Puisque  les  deux  parties  de  la  ligne  AB 
peuvent  représenter  deux  quantités  quelconques, 
il  s'ensuit  que  le  quarré  d'une  grandeur  telle 
qu'elle  puisse  être,  composée  de  deux  parties, 
contiendra  le  quarrç  de  la  première^  deux  fois 
le  produit  de  la  première  par  la  seconde,  et  le; 
quarré  de  la  seconde.  On  auroit  pu  reconnoître 


I 
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cette  vérité  sans  le  secours  d'aucune  figure ,  ert 
multipliant  la  quantité  AG  H-  BG  par  elle-même , 


ce  qi^  eût  donné  AG  -f-  2  AG  x  BG  -M-  BG* 

T  uioKiME      IL 

233.  5/  une  ligne  AG  est  la  différence  de  déui 
lignes  AB ,  BG ,  en  sorte  que  Von  ait  KG  ==  AB  — ^ 
BG;  le  quarré  de  cette  ligne,  ainsi  exprimée, 
vaudra. le  quarré de  la  ligne  AB,  moins  deu± 
fois  le  rectangle  fait  sur  Ali  et  sur  BG,  plus  le 
quarré  de  la  ligne  BG* 

DiMONSTRATlOlf. 

n  est  visible  que  le  quarré  AGOE  fait  suf 
la  ligne  AG  est  égal  ati  quarré  ABCD  fait  sut 
la  ligne  AB,  moins  le  rectangle  GC  égal  au 
proouif  BG  X  BG  ou  AB  x  BG ,  moins  le  rec- 
tangle EOID;  oi',  ce  même  rectangl#  est  égal 
au  rectangle  EC,  moins  le  qûarrc  CHOI  fait  sur' 
la  ligne  AG;  ainsi  le  quarté  AGOE  vaut  le  quarré 
ABCD,  moins  deux  fois  le  rectangle  AB  x  BG, 
plus  le  quarré  de  BG,  d'où  suit  évidemment  li 
vérité  du  théorème.  C.  Q.  F.  D. 

Corollaire. 

234.  Donc,  si  une  quantité  quelconque  est  ta 
différence  de  doux  quantités  aussi  quelconquùs; 
le  quarré  de  cette  grandeur  ainsi  exprimée  vaudra 
le  quarré  de  la  première,  moins  deux  fois  le 
produit  de  la  première  par  la  seconde,  plus  le 
quarré  de  la  seconde.  On  pou  voit  reconnoître 
cette  vérité  sans  le    secours   d'' aucune  figure 

géométrique  y 
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Isométrique,  en  faisant  le  produit  de  AB — BG 
bar  cette  mêàie  tjùantité,  et  l'on  àuroît  trouvé 
(  AB  —  BG  )  X  (  AB— BG  )  ou  (  AB  —  BG)^  == 


-a 


AB— ^AB  >(:BG-+-BG; 

T  H  ]i  O  ft  &  M  Ë      î  1 1. 

2^5.  Là  différence  de  deux  quarrés  queîcôn^ 
iques  ABCD^  Oit  H  est  égale  à  uri  seul  reciarig/à 
ijuî  auroil  pour  calés  contigus  îasbmnïe  descdcéS 
ae  ces  quàrrés  et  là  différence  des  mêmes  lignes 

DiMbtîSTiiÀtibNi, 

H  est  visible  qtie  Texcès  du  qtiârré  ABCD 
sur  le  quatre  OICH ,  est  égal  au  t-ectangle  ÀGIDjf 
plus  au  recfanglfe  BGOH;  au  liieu  de  ce  dernier  f 
àjôtitotis  au  premier  le!  rettangle  DlKL,  ééâl  âijt 
second^  en  prolongeant  les  lignes  AD,  GI  eh  Lf 
et  K  •  de  manière  que  Ton  aitDL,  IK  chacùnii 
égale  à  BG;  et  tirant  LK  égalé  et  parallèle  â  là 
ligne  ÀG.  On  voit  alors  que  Texces  du  quarrés 
ÀBCD  sijr  le.qxiarré  ÔICFÎ,  est  égal  au  àeiit 
rectangle*  AGKl,  dont  le  côté  AL  ==  AD  4=. 
t)L  ==  AB  -4-  BG  (  par  cbnsti'iiction  ) ,  et  dont 
iè  côté  AG  est  égal  à  AB-^BG;  donc  là  diffé^ 
fence  des  qiiarrés  ABCD ,  OiCH  ==  (  AB  -h  BG.) 
k  (  AB— ^BG  );  ou  ce  qui  revient  aii  mêmeV 
ta  différence  de  deux  quarrés  quelconques  est 
égale  à  un  rectangle  fait  sur  la  somme  des  racines 
ùu  câtés  de  ces  quarrés ,  par  la  différence  des 
mêmdi  racines^  €•  Q.  F*  Dé 

1. 
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Corollaire    L 

236.  Donc,  si  une  ligne  droite  AB  (fig  ça)  est 
'divisée  en  deux  parties  égales  en  C  et  en  deux 
parties  inégales  en  D  j  le  rectangle  des  parties 
inégales  AJD  x  BD  sera  égal  au  quarré  de  la 
moitié  de  cette  ligne ^  moins  le  quarré  de  la  partie 
moyenne  CD^  si  le  point  D  tombe  «ntre  le* 
points  A  et  B  ;  ou  le  même  rectangle  AD  x  BD 
fera  égal  au  quarré  de  la  ligne  CD ,  moins  le 
quarré  fait  sur  la  moitié  de  la  ligne  P^  aind  divi^ 
sée;  c^ar,  dans  le  premier  cas,  on  a  AD  =2  AC  -+- 
CD,  et  BD  =  CB  --  CD,  ou  AC  —  CD;  donc 
AD  xDB  ==  (AC-f-CD)x(AC— .CD)  = 

AC — CD,  par  le  présent  théorème;  et  dans  le 
second  cas ,  AD  =  CD  -H  CA  et  BD  =  CD  — - 
CB=CD — CA,  à  cause  de  AC  =  CB;  donc 
AD  X  DB  =  (  CD  H-  CA  )  X  (  CD  —  CA) 


==::  CD  —  CA.  On  pourroît  reconnortre  la  vérité 
4u  dernier  théorème  et  du  corollaire  sans  auçuna^ 
Êgure,  en  effectuant  la  multiplication. des  pro- 
duits indiqués  (CA  •+■  CD  )  X ( CA  --rCD>>  OIT 
(  CD-4-CA)  X  (  CD — CA  )  :  mais  la^  propositîoa 
acquiert  encore  un  degré  d'évidence  de  plus  par 
les  considérations  géométriques  q^ui  la  mettent 
en  quelque  sorte  sous  les  yeux* 

m. 

C  O  R  O  L  L  A  L  R  S      IL 

aSy.  Donc^  si  ton  a  la  différence  de  deux 
quarréSj  on  pourra  toujours  la  regarder  comme; 
un  produit  fajf^  de  la  somme  des  racines  ou.  côté^ 


è  tés  quarrés  par  là  différence  dès  tnêmes 
Yacines;  et  réciproquement,  la  somrne  de  deuai 
tjuanlités,'  éjaélconquëi ^  niultipliée  par  la  diffé- 
tencedes  mêmes  quantités,  donneia  au  produii 
la  difféftncê  de  leurs  (fuàrrési  » 

>     ■ 

23Ô.  Supposant  toujours  une  ligne  ÀË ,  dwiséè 
en  deux  égaleme^^  en  C,  et  un  point  D  sur 
cette  même  ligne  pris  où  Von  voudra  ;jè  dis  que  Id 

iommè  dés  g  narrés  ,AC  -H  CD  dès  deux  parties 
AC  et  CD ,  est  égale  à  la  demi-somme  des  quarrés 
jaits  sur  la  somme  des  racines  AC  H-CD^  et  sw^ 
la  différence  ^  —  CD  dés  mêmes  racines^ 

I).i  M  O  K s  t  à  A  T  I  O  K. 

'  ■  '  .  t 

•  . .   .       >.    .        '  •  ^' 

.  Par  îe  théorème  clu(n°a3i)*  on  aura  (  AG-hCD)' 


==  AC  H^  2  AC  X  CD  ^-  CD,  et  parxdui  di» 

(n^a33),  on  a'(AC-^CD)L:  AC  — aACxi 

CD -4^ CD;  dond  éii  ajoutant  ces  deux  quantités V 
et  prenant  là  moitié  de  leur  somme,  on  aura 

AC%-.  CD  =-;  (  AC  4^  CD  )%^  K  AC  —  CD  >] 
C.Q.  F.  D.        ; 

•  N.  B.  Ces  théorèmes  iious  seront  du  plus 
grand  usaaepar  la^uite^  et  donneront  avec  lat 
plus  grande  radlité  ]a  démonstration  d'un  grand 
iiombre  de  propositions  qui  font  la  base  de  toutes 
la  géométrie  \  ainsi  les  coïnmençants  ne  peuvent 
trop  s'appUquer  à  les  rètenif  4  ^    ^ 


11^4  tEÇOKS    DB    ciaMl^TEXl 
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CHAPITRE     VIIL 

^Dcs  lignes  qui  se  coupent  aurdedans  ou  au-dehors 
du  cercle;  des  moyennes  proportionnelles  et 
des  différences  manières  de  les  construire^ 

THiORâMBL 

aSp.  ^ideux  lignes  droites  PJ^^  MN  se  coupent 
dans  un  point  gifelconque  O  y  au-dedans  ou  au* 
dehors  du,n  cercle  {Jig.  98  et  94  )^.  elles  s'y 
couperont  en  parties  réciproquepient  propor* 
tionnelles;  d est-à-dire  que  les  portions  KO  et  OB 
de  la  première  feront  les  extrênies  çu  les  moyens 
dune  proportion  dont  les  parties  MO  et  ON  de 
la  seconae  seront  les  moyens  ou  les  extrêmes ^ 
en  sorte  que  Von  aura  toujours  ÀO  ;  CM  t;, 
.ON:OB. 

D  i  M  O  N  S  T  R  A  T  X  O  H;i 

Soient  drëes  les  cordes  ponctuées  AM^  BM 
'dans  Tune  ou  dans  Fautre  figure  *-  les  triangles 
AOM  ,  NOB  seront  semblables  dans  chacune; 
car  l'angle  A  du  premier  triangle  est  égal  à  Tangle 
N  du  second ,  à  cause  eue  ces  angles  ont  leuf 
sommet  dans  la  circonférence  du  même  cer^ 
cle ,  et  sont  appuyés  sur  un  même  arc  (  n^  87  )  5 
de  plus  les  angles  AOM ,  NOB  sont  égaux  (kms 
la  jigure  93,  comme  opposés. au  sommet^  et 
ibrmés  par  deux  lignes  droites;  et  ces  mêmes 
angles  n'en  font  qu'un  seul  commua  aux  deiut 


TRioaiQUE    ET   PRATIQUE.  1^5 

tiîangles  dans  hjigure  94;  donc  ces  tiiangles 
sont  semblables  (  n^  202  ) ,  et  à  cause  que  les 
côtés  opposés  aux  angles  égaux  sont  propor- 
tionnels, en  les  comparant  comme  ils  doivent 
Têtre,  on  aura  AO  :  OM  :  :  ON  :  OB;  c'est-à-dire 
que  les  droites  AB ,  MN  qu'on  nomme  sécantes 
intérieures  ou  extérieures,  selon  qu'elles  se  cou- 
pent au -dedans  ou  au -dehors  du  cercle,  se 
divisent  en  parties  réciproquement  proportion- 
nelles. C.  Q.  F.  D. 

CorollaxrbL 

^40.  Donc,  si  deux  lignes  se  coupent  au-de- 
dans  ou  au-dehors  d'un  cercle  en  O ,  le  rectangle 
AO  X  OB  des  "parties  de  lia  première  sera  éeal 
au  rectangle  MO  x  ON  des  parties  de  la  seconde. i 
Ce  corollaire  peut  sernr  et  sert  en  effet  à  changer 
un  rectangle  dont  les  cotés  sont  donnés j  en  un 
autre  qui  lui  soit  égal  en  surface ,  et  qui  ait  une 
base  ou  une  hauteur  donnée. 

Corollaire    IL 

241-  Si  l'une  des  sécantes  MN  {fig.  95)  est 
divisée  en  deux  parties  égales  en  O ,  ce  qui 
donne  OM  =  ON  ;  la  proportion ,  énoncée  au 
théorème»  devient  AO:  GM::  OM  :  OB,  d'où 


.% 


l'on  tire  OM  =  AO  x  OB;  et  par  conséquent  la 
ligne  OM  est  moyenne  proportionnelle  entre  les 
parties  AO  et  OB  de  la  ligne  AB» 

Pareillement,  si  l'on  conçoit  que  la  sécante 
OMN  de  la  figure  94  tourne  sur  le  point  O , 
comme  sur  une  charnière,  en  s'écartant  de  sa 
première  position ,  à  droite  ou  à  gauche  il  n'im^ 

L  ii  j 
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porte,  de  manière  que  les  points  M,  N  tendent 
a  se  réunir  pour  n  en  faire  qu'un  seul,  ce  qu\ 
arrive  lorsque  cette  ^nême  sécante  devient  la 
tangente  OM  (  ^.  96  )i  on  aura  encore  AO  i 
OM  :  :  OM  :  OB,  c'est-à-dire  que  s;  d'un  point 
O  quelconque  au-dehors  d'une  circonférence 
aussi  quelconque,  on  mené  une  sécante  OBA 
pt  une  tsmgente  OM ,  cette  dernière  sera  moyenne 
proportionnelle  entre  la  sféçante  entière  0A|  et 
sa  partie  extérieur?  OB, 

Ce  corollaire  peut  aussi  se  démpntrer  direclçr 
ment  en  menant  Ig  çordp  BM  \  car  ]es  triangles 
AOM  et  MOB  sont  semblables ,  ayant  l'angle  Q 
commun,  et  les  angles  OAM  et  BMO  aussi  égaux 
comme  ayant  leur  sommet  d^n$  une  même 
circonférence ,  et  étant  appuyés  sur  le  n^ôme  arc 
BM,  dont  ils  qnt  la  moitié  pour  mesure;  donc^ 
fn  comparant  les  côtés  homologues^  pn  aur^ 
À0;0Mî:C>Mî0B-; 

CfiROLLAïIllî      III 

042*  Donc,  \ps  tangentes  OM,  Om^  menéest 
.'fl'un  mêm^  point  à  la  circonférence  d'qn  mémo 
cercle  I  sont  égales  ;  puisqu'en  tirant  une  sécante 
quelconque  OBA,  chaque  tangente  sera  moyenne 
proportionnelle  entre  les  ^lêmes  parties  OA^  OB, 

(le  la  mêpie  sécante ,  ce  qui  dpnne  OM  ou  0/7?= 
AO  X  pB ,  d'où  il  suit  que  OM  ==  0/7?. 

COXIQI-LAIÏIE      IV. 

243.  Si  chacune  des  sécantes  intédaures  au 
cercle. OB,  MN  est  divisée  en  dçux  égalemçni 


THJOEIQUE    BT^  PRATIQUE.  l6j 

âttx  points  F  et  G,  on  aura  (  par  le  n\  236)  AO. 


-a 


xOB  =  AF  — FO,etMOxON  =  GM  — GO 
ifig.  93  ),  OU  par  le  même  (n^  236)  AO  x  03== 


»%    . a  a 


FO— AF  et  MO  X  ON  =  GO  —  GM  (fig.  94  ); 
donc  si  deux  droites  quelconques  AB ,  MN  se 
coupent  en  un  point  O,  au-dedans  ou  au-dehors 
du  cercle,  les  produits  des  parties  AO,  OB,  MO 
et  ON  de  chacune  pourront  être  mis  sous  celle 

3    a 

forme,  et  donner  cette  nouvelle  égalité  AF  —  FO 

:==:S  —  œ^ou^Fo"— 7p  =  G^^ 
après  avoir  divisé  les  parties  intérieures  de  ces 
mêmes  sécantes  en  deux  également  aux  points 
Fêta 

COROLLAIRB      V. 

244-  Donc,  si  plusieurs  lignes  droites  parallèles 
{fis*  97),  ou  non  parallèles ,  MN,  mn,  m^n'  sont 
coupées  par  une  même  droite  ab,  en  différents 
points  0,0^  o'  au-dedans  ou  au-dehors  d'une 
même  circonférence;  on  aura  cette  suite  d'égalités 
aO  X  Ob  7=  MO  X  ON  ;  ao  x  oA  =  mo  x  0/2; 
itt/  X  o'è  =  m'o^  X  o^n!  ;  ou ,  ce  qui  revient  au 
même  en  mettant  ces  égalités  sous  la  forme  de 
rapports  égaux,  MO  x  ON:  moxon:  m^cf  x  cfa^  :: 
ûO  X  Ob\  ao  yi  ob  :  acf  x  o'Z^ 

Corollaire    VL 

245.  Si  toutes  lesl^nes  du  corollaire  précédent 
8oi;t  supposées  parallèles  entre  elles ^  et  perpen- 
diculaires à  ua  même  diamètre  AB,   qui  les^ 

Liv 
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coupera  toutes  par  conséquent  en  deux  partiei( 
égales  aux  points  P ,  p,  p^ i'ou  aura  MP=AP  x 

2  % 

PB ,  mp  =  Ap  X  pB,  m}p^  ==  A/?'  x  p'B\  d'où 
suit  cette  véçîté  importante  et  reniarquable  que , 
si  de  tous  les  points  de  la  circonférence  a'un 
cercle  on  abaisse  des  perpendiculaires  MF, 
VI p  j  m^p'  sur  un  même  diamètre  de  ce  cercle  ^ 
lesdites  perpendiculaires  (que  Von  a  nommées 
çrdotlnées  ^u  diamètre ,  ep  latin  ordinadm  ap^. 
pUcaïae  ) ,  sefont  chacune  moyenne  propor-? 
^ionnelle  entre  les  parties  AP,  PB ,  ou  kp,  pB  » 
Ap\  p^B^  dans  lesquelles  elles  divisent  ce  même 
diamètre;  o.n  a  iiommé  toutes  les  lignes  comme 
AP,  PB,  Kp^  /7B,  etc.  abaisses  ou  œupées  du  dîa-« 
mètre  ;  donc,  dans  un  cercle,  toute  ordonnée  ai^ 
diamètre  est  moyenne  proportionnelle  entre  ses^ 
abscisses^  '  ^ 

Corollaire    VIL 

11^6.  C'est  sur  le  corollaire  précédent  qu^esl 
fondée  l'équation  algébrique  du  cercle;  c'pst-à-. 
dire  une  expression  de  ïnjie  de  sea  principales^ 

f)ropriétés  de  laquelle  on  peut  déduire  toutes^ 
es  autres  propriétés  de  ceÇte  courbe,  mèmç  en 
abandonnant  la  figure  du  çerçlç;  idée  heureuse 
appliquée  spécialement  pav  Descartes  à  toute^ 
]es  courbes,  et  qui  a  reculé  si  loin  les  bornes  4$^ 
nos  connaissances. 

P  R  O  B  L  â  M  B      L 

a4)F-  Trouver  Véquation  algébricjuç  du  ctrcle^^ 


THioAlQUB    BT    FRATiqUB.'  l6^ 

Solution. 

Soit  un  dîamelre  quelconque  de  ce  cercle  2=5 
a  a,  une  portion  quelconque  AP,  ou  Ap  ou  Ap 
5=  JOj  Vautre  portion  PB ,  />B ,  /7'B  sera  pour  cha-^ 
çune  2  a — x,  nommant  dp  plus  chaque  ordonnée 
PM^  pm ,  p7n\  Jjf  on  aura  a:  ;  ^  ;  :  ^  :  2  a^ —  J:| 
d  où  Ton  tire  jj'  =  2  ax  —  xx.  Cette  expression 
^st  ce  que  l#s  géomètres  appellent  Téquatioa 
plgébrîqùe  du  cercle.  C  Q.  F.  D. 

COAOLLAIRB       VIII. 

248.  Si  le  diamètre  AB  est  mesuré  sur  une 
échelle  çle  parties  égales  »  telles  par  exemple  quQ 
le  rayon  en  contienne  1000  ou  10000»  lorsque 
Ton  connoîtra  de  plus  sur  la  même  échelle  U 
valeur  des  lignes  Ar ,  PB,  ou  Apj  pB^  etc.  ea 
mettant  ces  valeurs  numériques  dans  Téquatiou 
au  cercle,  on  en  tirera  la  valeur  de  chaque 
ordonnée  correspondante,  en  tirant  la  racine 
de  l'expression  2  a  x^^xXj  ainsi  changée  par  là 
substitution  des  valeurs  numériques  de  chaque 
abcisse,  désignée  par  x;  de  plus  à  cause  que  ces 
luènies  racines  peuvent  être  prises  tant  positives 
oue  négatives,  c^est-à-dire  au-dessus  comme  au-^ 
dessous  du  même  diamètre;  qn  voit  par  cett0 
seule  équation  que  tout  cercle  est  divisé  en  deux 
parties  égales  et  semblables  par  un  diamètre 
quelconque. 

COROLLAJRB       IX, 

245).  Supposant  toujours  les  droites  MN ,  mrij^ 
jp}n^  perpendiculaires  au  di^melçg  AB  (Jig.  ^j)j^ 
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qui  les  coupe  toutes  en  deux  également ,  on  aura 
PM*=  AP  X  PB  ou  PM  ==  CA*---  CP*(  par  le 


-a  % 


n^  q36  ) ,  et  de  même  pm  =  CA  ^ —  cp ,  etc.' 
puisque  le  diamètre  est  divisé  en  deux  parties 
égales  en  C,  et  en  deux  parties  inégales  aux 
points  Pj  p,  pf\  donc  9  si  Ton  ajoute  à  chaque 

membre  de  Tégalité  la  même  quantité  CP  ou  Cp 

ou  C//^  on  aura  PM  -H  CP  =?  CA,  ou  pm  -h  Cp 

p=z  CA,  et  ainsi  de  suite}  d'où  Ton  déduit  une 
démonstration  des  plus  simples  de  la  fam'euse 
47*"*  proposition  dEuclide,  qui  est  que  dans 
tout  triangle  rçctangk ,  tel  que  CPM ,  ou  Ç^pm, 
ou  Cp^m\lQ  quatre  du  câU  CM  opposé  à  t angle 
droit,  et  que  l'on  nomme  hypoténuse  vaut  à 
lui  seul  les  quarrés  des  deux  mitres  câtis.  Car  à 
cause  des  rayons  CM ,  Cm,  Cm'  tous  égaux  au 


rayon  C A ,  on  aura  CP  -h  PM  =3  CM ,  Cp 

pm  =;=  Cm  ,  Cp'  -H  f/m'  =  Cm'  ;  en  substituant 
ces  rayons  dans  les  égalités  trouvées  au  com« 
mencement  du  corollaire  présent 

Premier    Scholiii, 

a5o.  Les  anciens,  et  Diophante  en  particulier^ 
se  sont  beaucoup  occupés  de  la  recherche  des 
triangles  rectangles  en  nombres.  Les  modernes 
ont  aussi  beaucoup  ajouté  aux  découvertes  des 
anciens^  et  nous   ont  donné  plusieurs  suites 

infinies  de  nombres  entiers  ou  iractionuaires  | 


^Is  que  le  quarré  du  plus  graqd  est  égal  à  la 
somme  des  quarrés  des  deux  autres,  ce  qui 
constitue  Fessence  d'un  triangle  rectangle.  M, 
Schooterij  célèbre  cpmmentaleur  de  Descartes , 
a  donné  un  chapitre  (xès  curieux  sur  les  triangles 
rectang).es  en  nombres  rationels.  Voyez  la  page 
404  de  son  livre ,  intitulé  ExerciULtiones  mathe- 
fnaticae.  Sans  m'é tendre  trop  sur  cette  matière ^ 
je  donnerai  ici  une  méthode  qui,  dans  54 
généralité,  renferme  toutes  les  autres.  La  voici  ) 
Si  l'on  a  deux  quarrés  quelconques,  leursomme^ 
Ifiur  différence,  et  le  double  produii  de  leursi 
racines  feront  toujours  un  triangle  rectangle^ 
flont  l'hypoténuse  est  la  somme  de  ces  mêmes 
quarrés^  En  effet,  soient  a^  et  A*  ces  mêmes 
quarrés,  leur  somme  esta^H-  ^',  leur  différence 
est  a'  —  ^»,  et  le  double  produit  de  leurs  racines 
est  aa*.  Or(  a^  ^è')*  =  a*H-T  2û*A*  h- *♦, 
pi  le  quarré  de  a^  —  b*  est  a*  r—  2  a*  A*  -H  b\ 
qui,  joint  avec  4  û'  b\  quarré  de  2  ab,  donne 
vue  somme  éejaXe  au  premier  quanré.  Si  le$ 
nombres  a  et  0  sont  2  et  1 ,  les  trois  côtés  du 
triangle  rectangle  sont  5,  4  et  3,  qursont  les 
>Ius  simples  possibles  en  iiombre ,  et  dont  01^ 
ait  usage  pour  construire  avec  la  plus  grand§ 
précislQu  un  angle  droit  sur  le  terrain, 

Second     Scholie. 

25 1 .  Si  le  triangle  rectangle  est  isoscele ,  et  si 
l'on  désigne  par  1  chsjcun  de  ses  côtés;  à  cause 
que  le  quarré  du  côté  opposé  à  Tangle  droit  est 
égal  au  quarré  des  deux  autres  côtés ,  en  tirant 
fe  diagQuaie  AD  (y%,  ^9 )î  oj»  «ur» AP*  =5? 2  j 
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donc  AD  =  v/2.  D'un  autre  côté ,  Ton  â  vu  en 
arithmétique  que  le  nombre  2  n'étant  pas  un 
quarré  parfait,  il  est  impossible  d'en  avoir  la 
racine  en  nombres  exactement,  en  sorte  que 
la  diagonale  du  quarré  ne  peut  avoir  aucune 
mesure  commune  avec  le  côté  du  quarré  ;  et  pour 
cette  raison,  on  dit  que  cette  ligne  est  incom^ 
mensurable  avec  l'autre.  Tous  les  auteurs  élémen- 
taires ont  regardé  cette  vérité  c(Mnme  une  espèce 
de  paradoxe,  qui  devient  ici  d'autant  plus  éton- 
nant que  cette  diagonale  est  la  valeur  précise  et 
rigoureuse  de  la  racine  du  nombre  2 ,  qu'il  est 
impossible  '  d'exprimer  en  arithmétique.  Nous 
remarquerons  ie  plus  que,  par  le  moyen  du 
cercle ,  il  est  également  possible  d'assigner  rigou- 
reusement  la  racine  quarrée  de  tous  les  nomores 
ui  ne  sont  pas  des  quarrés  parfaits.  On  auroit 
û  chercher,  ce  me  semble,  ^urquoi  la  géomé- 
trie donne  ainsi  avec  la  plus  grande  rigueur  la 
valeur  des  quantités  que  l'arithmétique  ne  peuk 
jamais  représenter  qu'imparfaitement,  et  par 
des  approximations  toujours  indéfinies. 

Pour  peu  qu'on  y  Éisse  attention ,  on  verra 
que  cette  différence  vient  essentiellement  de 
celle  des  manières  de  procéder  en  arithmétiquet 
et  en  géométrie  dans  la  détermination  des 
quantités  connues  sous  le  nom  d'incommensura- 
bles. En  effet  l'arithmétique  ne  pouvant  employer 
que  des  subdivisions  de  funité  principale ,  tou-» 
jours  soumises  à  une  même  loi  de  numération, 
dans  laquelle  il  n'y  a  qu'un  certain  nombre  de 
termes  qui  puissent  être  des  quarrés  parfaits; 
s'il  lui  étoit  possible  d'assigner  une  racine  exacte 
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et  finie  de  ces  sortes  de  nombres ,  il  y  auroit  né^ 
cessairetnent  contradiction ,  puisque  le  nombre^ 
qui  n'est  pas  un  quarré  parfait,  en  seroît  un  en 
même  temps,  en  tant  qu^il  aujtoit  une  racine 
exacte^ 

La  géométrie,  au  contraire  ^  ne  suppose  aucuir 
système  de  numération,  aucune  suodivision  de 
1  unité  principale;  c'est  par  des  mouvements 
angulaires,  ou  par  des  courbes,  qu'elle  détermine 
ces  sortes  de  quantités.  Il  n'est  donc  pas  sur-* 
prenant  que  la  géométrie  arrive  par  cette  route 
à  ce  que  l'arithmétique. n'auroit  pu  donner  sans 
contradiction.  Il  paroit  que  cette  coHsidération 
avoit  donné  beaucoup  de  goût  aux  anciens  pour 
les  solutions  géométriques,  avec  la  règle  et  le  com- 
pas ;  malgré  celail  est  presque  toujours  vrai  de  dire 
que  l'arithmétique  avec  ses  imperfections  néces- 
saires et  inévitables»  est  cependant  préférable  à 
là  géométrie,  parcequç^ l'on  peut  aiminuef  les 
erreurs  à  l'indéfini ,  et  les  rendre  absolument 
inappréciables  dans  la  pratique 

Problêmb    II. 

m 

a5a.  Entre  deux  lignes  données  M,  N  (Jlg.  iôc> 
#i  loi  ),  trower  une  moyenne  géométrique. 

Solution.. 

* 

Puisque  toute  ordonnée  au  diamètre  e^t 
mojrenae  proportionnelle  entre  les  deux  parties 
dans  lesquelles  elle  divise  le  diamètre  (n°.  a45)^ 
et  que  toute  tangente  l'est  pareillement  entre  une 
sécante  enfîere  quelconque  et  sa  partie  extérieure 
(a^34i) ,  il  est  visible  que  chacune  de  ces  proprié* 


^i^4  tiçbvs  bE   àiouirki* 

tës  donne  un  moyen  de  résoudre  le  problème  ;  ce 
qui  fournit  les  deux  constructions  suivantes. 

PkEMlERB      CONSTÏLUCTION. 

Sur  ùné  ligne  indéfinie  quelconque ,  je  prends 
les  parties  AL)  et  DB  (Jig.  loo  ) ,  respectivement 
égales  aux  lignes  données  M  et  N  j  sur  leur 
somme  comme  diamètre,  je  décris  une  demi-cir-i^ 
conférence  ou  une  circonférence  entière  ;  et  par 
le  point  D,  élevant  au  diamètre  la  perpendicu- 
Jaîre  MDrri^  terminée  en  deux  points  M,  m  dti 
la  même  circonférence ,  chaque  moitié  MD  f 
ou  rnÙ  de  cette  ligne,  sera  la  moyenne  pi^opor* 
iionnelle  cherchée^ 

Sscoh.de    CoNS.t  J^uctionV. 

Ayant  pris  sur  une  droite  AB ,  égale  à  la  piu^ 
grande  des  deux  lignes  données  M ,  N,  une  partie 
AD  égale  à  la  plus  petite  (fig.  ici  );  sur  la  diC 
ftrence  BD  de  ces  deux  lignes,  comme  diamètre^ 
je  décrirai  une  circonférence  entière  à  laquelle  J0 
mènerai  du  point  A  une  tangente  AF  qui  sera 
encore  la  moyenne  proportionnelle  demandée 
entre  les  deux  lignes  données  M ,  N;  comme 
cela  suit  évidemment  de  ce  qui  a  été  démtontr* 
sur  \di figure  96  (n^  241  )i  C*  Q.  F.  T.  et  D. 

S  c  H  o  1 1  £. 

253.  îl  n^est  pas  nécessaire  cjue  la  ligne  KSj 
égale  à  la  somme  des  liçies  données  M,  N,  soi* 
le  diamètre  du  cercle  qui  doit  donner  la  moyenne 
proportionnelle  demandée  ;  car  ayant  fait  les  par-- 
lies  AO  et  OB  de  la  ligne  AB  (Jig.  ^5  ) ,  respect 
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tîveinent  égales  aux  lignes  données  N  et  M  ;  sur 
le  milieu  G  de  la  ligne  AB  ^  élevez  une  perpen^ 
diculaire  indéfinie  LGI  :  tout  point  C,  pris  dans 
cette  perpendiculaire  9  pourroit  être  le  centre 
d'un  cercle  qui,  passant  par  les  points  A  et  B^ 
satisfera  à  la  question^  Car,  si  du  point  C  on 
mené  au  point  O  la  droite  COK ,  à  làauelle  on 
élevé  une  perpendiculaire  MON ,  cette  ligne  sera 
divisée  en  deux  également  en  O,  et  chacune  de 
ses  moitiés  OM,  ON ,  sera  la  moyenne  propof-' 
tionnelle  demandée. 

De  même  dans  h  figure  ç6,  ayant  pris  sur  une 
ligne  AO  la  partie  OB ,  égale  à  la  plus  petite  des 
deux  lignes  aonnées  M ,  N  ;  sur  le  milieu  C  de  kl 
ligne  AB  »  on  élèvera  une  perpendiculaire  indé- 
finie LGi;  alors  tout  point  G  pris  dans  cette 
perpendiculaire  pourra  être  le  centre  d'un  cercle 
dont  la  circonférence  passera  par  les  points  A  et 
B,  et  àlaquelleles  tangen*tes  OM,  Om^  menéesdu 
point  donné  O^  seront  chacune  la  moyenne 
proportionnelle  demandée. 

Et  parceque  les  points  C  dans  Tune  et  dans 
Tautre  figure  sont  en  nombre  infini ,  on  a  donc 
deux  suites  infinies  de  moyens  d'assigner  entre 
deux  lignes  données  une  moyenne  propor- 
tionnelle ;  fit  p^r  conséquent  d'assigner  le  côté 
d'un  quarré  égal  en  surface  à  un  rectangle  dont 
les  côtés  sont  donnés;  lors  même  qu'ils  sent 
exprimés  en  nombres  dont  le  produit  n'est  pa» 
un  quarré ,  dont  on  voit  cependant  que  la  géomé'» 
hie  assignera  toujours  la  racine  exacte  et  rigou^ 
feusé  :  ce  qui  a  fait  dire  à  un  auteur  justement 
estimé  >  9a'//  ny  a  pas  d'incommensurables  e/i 


%né  tsçoiïs  t)B  ©foMixRlfkr 

géoméirie;  il  falloit  âjduter,  pour  que  la  propo^-» 
lion  fïit  exacte,  donc  on  ne  pUùse  assigner  Id 
valeur  précisé.  Nous  aurons  ôcca^oti  de  trouve* 
encore  nombre  de  moyens  difFérents  de  résoudra 
le  môme  problème  j  s'il  pouvoit  eh  être  besouu 


CHAPITRÉ     ÎX. 

JÛes  qiUirrés  cûnstruits  sur  les  câiés  d'un  triangle 
quelconque  obtusangle  ou  acutanglci 

fe54.  OoiT  un  diamètre  k%eiunèUgne  droite 
Dd,  gui  lui  soU  perpendiculaire  (  fig.  |oa  ),  ei 
soient  menées  les  cordes  AD,  BD,  ou  Ad,  Brf;  si 
d'un  point  Rouk  quelconaué  pris  sur  cette  même 
lima  au-dedans  ou  audehors  du  cercle  i  on  mené 
les  droUes  AKL,  BKG ,  ou  les  droitesAlketBgk f 
je  dis  que  chaque  corde,  comme  AD ,  BD ,.  sera 
moyenne  proportionnelle  entre  les  lignes  AL,  AK, 
ouBGctBK*  qui  lui  répondent;  et  que  choqué 
corde  Ad,  Bd  sera  pareillement  moyenne  firopof-'^ 
tionnelh  entre  les  droites  Ak,  A/;BA,B^,  qmlM 
répondent. 
■  ,   ■  D  i  M  o  iï  s  T  ft  A  T  i  ô  i«» 

Soient  encore  tirées  les  cordes  DL,  pG  ,  dl, 
Wîr;  cela  posé ,  les  triangles  ALD ,  ADK.  seron 
semblables,  ayant  un  angle^pmmun.en  A,  et 
de  plus  les  angles  ALD,  ADK  égaux,  comme 
étant  à  la  circonférence  du  même  cercle,  e 
appuyés  sur  des. arcs  égaux  AD,  M,  dont  ils 


^ 


*■ 


^J' 
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tmt  la  moitié  pour  mesure  ;  comparant  les  botes 
homologues,  on  aura  AL  :  AD  :  :  AD  :  AK;  on 
fera  voir  de  même  que  les  triangles  BGD  et  BDK 
sont  également  semblables,  et  par  les  mêmes 
raisons;  et  la  comparaison  des  côtés  opposés  aux 
angles  égaux  donnera  BG  î .  BD  :  :  BD  :  BK  ^ 
c'est-à-dire  que  chaque  corde  AD,  BD  est 
moyenue  proportionnelle  entre  les  parties  ÀL» 
ÀK;  BG,  BK  des  lignes  qui  lui  répondent»; 
C.  Q.  F*  1^  D. 

.  Si  le  point  k  est  au-dehors  du  cercle  ^  on  verra 
encore  que  les  triangles  Akd^  Kdl  sont  sembla- 
bles; car  ils  ont  un  angle  commun  en  A;  et  de 

>  plus  les  angles  AA^^  Kdl  sont  aussi  égaux ,  ayant 
chacun  pour  mesure  la  demi-difFérence  des  açcs 
AD  et  al,  ou  Ac?  et  dl{  n^  86  )  ;  donc^  la  compa-; 
raison  des  côtés  correspondants  donnera  Kk  i; 
Ai  ::  Kd  ::  A/;  enfin  on  démontrera  de  la  même 

'  manière  que  les  triangles  ^kd,  Bdg  sont  aussi  sem- 
blables, et  que  Ton  aBA  :  B<f  :;  Bd:  Bg;  d'où  suitia 
vérité  de  la  seconde  partie  du  théorème,  C,  Q^ 

F.  2^a  : 

COROILAIRB       L  .; 

.  aB5.  Il  suit  du  théorème  que  supposant  koùteâ 

éhoses  comrnfe  dans  son  énoncé,  on  aura  AD-—» 

AL  X  AK ,  et  BD  =  BG  x  BK;  ainsi  que  Ad  =â 

Al  X  AA  et  Bd  =  Bgx  hk.  Si,  de  plus ,  •  on  sup^ 
î^ose  giié  le  point  K;  qui  peut  être  pris  par-toD^ 
6ù Ton  vt)ucira  Sur.Ia  ligné  D(f,  tbiube  au  point 

Il  où  cç^e  ligne'çoupe  le  diaûieue  AB;  on  a^\U4 

•        M 
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les  triangles  ABD  et  ADF  au  lieu  des  triangles 
ALD  et  ADK,  mais  rectangles  et  toujours  sem- 
blables. On  aura  de  même  les  triangles  BAD  et 
BDF ,  au  lieu  des  triangles  BGD  et  BDK ,  mais 
aussi  toujours  semblables  et  rectangles  en  D  et 
en  F.  Les  premiers  donnent  AB  :  AD  ::  AD:  AF, 
et  les  seconds  AB  :  BD  ::  BD  :  BF ,  d'où  l'on 
déduira  les  vérités  suivantes  qui  sont  d'un  usage 
continuel  dans  la  géométrie  théorique  et  pratique. 
5/  de  T angle  aroic  dun  triangle  quelconque 
ADB  rectangle  en  t).  Von  abaisse  sur  sa  base  AB 
une  perpendiculaire  BD  ,1°.  cette  ligne  partagera 
le  triangle  en  deux  triangles  AFD ,  DBF/  chacun 
semblable  au  grand  triangle,  à  raison  d'un  angle 
droit  et  d'un  angle  commun  avec  ce  même  trian^ 
gle ,  et  par  conséquent  semblables  entre  eux; 
a°.  chaque  coté  de  tnngle  droit  ADB  sera  moyen 
proportionnel  entre  Ikypùténuse  entière  AB , 
et  la  partie  AF  ou  BF  qui  lui  répond;  &".  laper^ 
•ptndiculaire  DF  elle -- même  sera  moyenne  pro- 
portionnelle entre  les  deux  parties  dans  lesquelles 
elle  dinse  le  diamètre,  comme  on  l'a  déjà  démon- 
tré j  et  d'où  nous  avons  déduit  l'équation  au 
cercle;  d'où  l'on  voit  encore  comment  on  pour- 
Toît  assigner  une  moyenne  proportionnelle  entre 
deux  lignes  données  au  moyen  des  cordes  d'ua 
cercle  et  de  soix  dlamétie. 

COKOLLAIRS      ÎL 

ti56.  A  cause  des  proportions  continues  AB  : 
AD::AD:  AF,etAB:BD  ::BD:BF,  on  aiura 

— a  •    a 

ABx.AF?=AD= AB  x  BF=:  BD  ;  ajoutant  le^ 


o 


prethiers  ei  Mco^nds  iâembf«&  de  ces  égalités  ^  oh 

aura  AB  x  AF  H-  AB.  )j5  BF  :==s:  AD  H- BdV  maig 
AB  X  AF  ^  AB  X  BF==dA&  x  (  AF  h-  FB) 


ABx  AB  =:  AB;  donc  AB  =ï:±  AD -+-  BD ;  nou- 
velle démonstfatiq^jd^  la  ^y*"*  proposition  d'Eu^ 

XJoaOLLAIR&      III. 

^5y.  Puisque ,  dans  tout  triangle  rectangle,  ît 
^[uarré  p  fait  sur  jeu  ba^,  ou  sur  Vhypoténusep 
vaut  à  lui  seul  les  quarrés-  dés  deux  autres  côtés} 
il  suit  que  si  dans  un  triangle  de  cette  espèce  oïl 
connott  deux  côtés  quelconques  comme  \  on  voit-* 
dra,  on  pourra  toujours  Connottre  îe' troisième 
côté  par  refAtrâction  d*ùne  racine  quarrée;  car,; 


puisque  AB=!=iïAÎ>-+-BD  ^  eli  retranchant  àé 
chaque  membre  AD  ou  B£),  on  aui^a  AB — AD, 

=  BD ,  et  AB — BD  =  AD-  Donc ,  en  tirant  \ei 
tacînes  qiiarrées  de  chafque  membre  de  ces  éga- 
lités ,  on  aura  AB  =  >/  (AD-hBD ),  BD=  y/ 

(A?— ÂD)etADfliî  ^/(AB  — BD);  c'ésl-à- 
éiixeKfie^  par  le  moyen  d'un  triangle  rectangle,  on 
pourra  toujours  assigner  le  côté  d'un  quatre  égal 
à  la  somme  ou  à  la  différence  de  deux  quarrés 
donnés.  On  pourroit  également  construire  par  lé 
triangle  rectangle  d'autres  expressions  plus  com« 

pliquées ,  coriime  celles-ci  y/ (  AB  -+-  AD  x  DF  ) 
ou  t/  (  AB  X  AG  zt  CD  X  DF  ) ,  en  changeant 
d'abord  chaque  rectangle  en  un  quarré  qui  lui 

Mij 
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^oit  égal  en  surface^^r  le»  09 Qyennei  proportion^ 
nelles.  Cette  théorie  fait  la  base  de  la  construc- 


algebre  à  la  géométrie.    ^ 

Ce  IV  o  ;.  L  A  I  as    IV« 


.    .^    K  .\  .^    .' 

258.  Puisque  nous  ayons  trouvé  AB=:ABhAB; 

ÀD  =  AB  X  AF,  et  BD  =  AB  x  BF;  il  s'ensuit 
que  si  Ton  met  ces  égalités  sous  la  forme  des  rap- 
ports ,  on  aura  AB  ;  AD  :  BD  :  :  AB  x  AB  ; 
AB  X  AF  :  AB  x  BF ,  ou  en  divisant  ces  derniers 
termes  parle  facteur  commun  AB^  ::  AB  :  AF  :• 

BF  ;  d'où  il  suit  que  les  quarrés  AB ,  AD  et  BD 
ont. entre  eux  les  mêmes  rapports  .que  les  lignes. 
AB,  AFetBF;  et  réciproquement  que  ces  mêmes' 
lignes  sont  entre  elles  comme  les  quarrés  qui  leur 
fépondent;  et  de  plus,  parceque  Ton  a  AB= 

^  ^  FB  ;  qu'on,  aiira  aussi  AB  =  AD  -+-  BD  ^ 
troisième  démonstration  de  la  47*"'-  ^^  fera 
iisage  de  ce  corollaire  daùs  la  théorie  des  figures 
semblables,  pour  déterminer  les  lignes  homolo- 
gues des  figures  semblables  à  d'autres,  et  qui 
aient  avec  elles  des  rapports  donnés;  à  quoi  Ton 
doit  rapporter  la  multiplication  ^  et  la  division  de 
ces  figures. 

CoaQLI,ALR£      V. 

25;^,  PuisquQ  l'oii  a  toujours  AB  =^  AD  -f^, 
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BD= At/-4»Bif ,  et  que  d'ailfeors,  paille  théorème 

présent,  on  à  ADiitALKrAKi«t.BD'=^G^BK, 

u  s  ensuit  que  i  on  aura  À8==  AL  x  AK  H-  BG 
xBR;  mais  AL==  AK.  -4-K£,.^t  DGœiiBK;  -^ 
KG,  mettant'ces  vaL&iiirsjilans  lèapmduits.j^L  x 
AR,  BG,x_BK;  et  ,faisam-  les  •  multiplications 

'T.    -  /t^Ji  "y-  '^'.f-  •  iT    .. .  -    .  ; 

indiquées,   p;i  aura  AB  ==  Aly  -H  AK: x-KL  ^f- 

BK-hBK  x  KG;  on:ABt«ti£'r4^Ji'^^^^^^ 
X  KL,  ou  -tf-  2BK  X  )^;Dà.^ause?que:ljeHrligàœ 
Al,  BG  5e  coupent  eii;^ parties  réciproepea 
(tf  239).  Or, le  tnangle'AKsB^ayantson'sommet 
K  au-dessous  du'  sommet. I>.sJe.Tangle  droit  D 
du  triangle  rectangle  ADB[)»  est^im^lnangleobtuSf- 
angle,  dont  les  côtés^ sont ^;&K^Q\dBi^V^ d'où. suit 
cette  propriété  remarquable  ^^'J[)rzn^  iirv  triangle 
obtusanglè  quelconque^  le  qt^iré  du  roté  opposé 
à  V angle  obtus  vaut  à  hd^^sGul  les' quarrês^  dos 
deux  cotés  de  V angle  obtus]^  plus  deux  fois  le 
produit  de  l'un  quelconqtmile'çès  côtés  par  la 
distance  du  sommet  au  poinù  oàitvmbe  la  perpen^^ 
diculaire  abaissée  de  V angle  opposé  à  ce  côte» 
Car  les  lignes  AG,  BL  Sciiit  visiblement  des 
perpendîcMlairès  abaissées  rdes  angles  A-  çt  B 
sur  les  côtés  opposés  BK  et  ÀK  de  1  angle  obtus 
AKB;^â  cause  que  ces  angles  AGB,  ALo  ont  leur 
soiqmet  dans  la  demi  -  circonférence  ,,  et  ^sont 
appuyés  sur  le  diamètre*- 


j  ,i 
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a6o.  PareiUéUttnt/on  à  Ai  ;=:  Ait  «-r*  kl^  et 
B^==  BA  — kg:  ainsf  substituant  ces  valeurs  dans 

réauatbn  AB^Ad-*-Bd=z  Ak  x  kI  -h  Bir 
X  j0jelfkisM^t  les  multiplications  indiquées  »  on 

aura  S*=  XT^  B?—  Ak  x  jr/  —•  BK  x  K^= 

AA-f-  B;r.~?  2  Aitx  À7»  ou  —  2  B;r  x  Ag*;  et  sî 
Vàn  fait  attention  due  le  triangle  AirB  est  néces^ 
^saifretnent  acutangle  ep  x^  il  s'ensuU  que,  dans 
tUmJt  tri(mgle  acutangle ^  le  ^uarré  du  xôié  opposé 
<è  l'oB^eÀigu  vaut  à  lui  seul  les  cfuarpésdes  deua^ 
tiutres  càtés^  moinéMeux  fois  leprodmtd'un  des 
^tés  de  ce  niéme'  angU  aigu  par  la  distance  du 
sommet  a^  po{aLc&' bornée  la  perpendiculaire 
abaissée  de  l'angle  opposa  à  ce  càt£  Car  il  esc 
évident  que  les  lignes  A^,  B/  sont  des  perpen^ 
diculaires  abaisséesf  des  andes  opposés  aux  côtés 
BA  et  AÂr,  à  cause  des  angles  A^B,  AJB  qui  ont 
leur  s^omroet  à  la  cbconférence ,  et  qui  sont  ap 
puyés  sur  le  diatiieti^  AB* 

Cqrql!la{rb    VII, 

961,  Donc,  si  j^ans  un  triangle  quelconque 
ipÂC ,  obtusangl^  où  acutangle  (y%/  ioo) ,  oiicon* 
Tipît  chacun  des  trois  côtés ,  il  sera  facile  d^avoîr 
]es  lignes  AF  et  BF,  ainsi  que  les  lignes  AD ,  CD , 

3ue  f  on  nomme  les  segments  des  côtés  AB,' AC, 
éterminés  par  les  perpendiculaires  abaissées 

de(»  angles  opposés  à  ces  côtés }  car  de  Téquatioa 
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BC  =  AB  -H  AC  -H  2  AB  X  AF=  AB-+-ACH- 
2  ACx  ADy  pour  le  triangle  BAC  supposé  obtus* 

angle  en  A ,  Ton  en  lire  d'abord  AF= — -^-^ — 

et  AD  =  ^^'^^r^^'  Si  Ton  ajoute  les  cAlés  AB; 
AC,  respectivement  aux  segments  AF ,  AD  ainsi 

exprimés  ;  on  aura  BF  =  ^ — ^^j^ — -  ^l  CD  = 

— ^^^ ,  pour  les  valeurs  des  segments  BF  et 

CD  dans  le  triangle  obtusangle  BAC.  De  dième 
au  triangle  acutangle  BAC,  à  cause  de  Téquation 


BC  =  AB-|-AC  — 2ABxAFr=AB-t.AC  — 
2  AC  X  AD,  on  aura  d'abord  AF  =lS±^l5£ 

et  AD= — "^^^J* — ;  et  si  Ton  ôte  ces  valeurs 

des  segments  AF ,  AD  respectivement  des  côtés^ 
AB,  AC  auxquels  ils  appartiennent)  on  aura 

TjtJ  ___AB-f-BC— AC     .  g^T\         AO+-BC— AB 
*^  =  ,      aAB ^'  ^^  = SAC— 

Corollaire     VIII. 

26a.  Puisque  dans  les  triangles  BDA  et  CFA^ 
rectangles  l'un  en  D,  l'autre  en  F,  on  a,  par  la  47*** 

à'EucIide,  BALrBD^-AO'et  Act=ÂFVcFÎ 

il  s'ensuit  que  Ton  aura  CD  =  AB  —  AD  et  CF 

s=:  AC  -—  AF.  Et  parceque  Ton  vient  d'exprî* 

M  iv 


iX^A  '  lIÇOKS    DE    ciouiTfiît  - 

iher  les  segments  AD ,  AF  par  le^  seuls  côtés  du 
'triangle  BAC;  il  est  évident  ^ue  la  connoîssance 
des  mêmes  côtés  suiÉt  pour  avoir  la  perpendicu- 
laire. Ainsi  au  tringle  obtusaugle  BAC ,  on  au- 

rpit  çf'=  Âc'-^  (i^Lli'^Ac;^"  ^  ÀC  — 

•   ^*-  .  aAB  , 

■^r. — --^== — r-^/  î  d  OU  J  on     hre  4  AB  X  CE 


4A6 

.a 


*=  4  AB  X  AC  ^  (IbC  —  AB— ÀC  )\ 

....  .  • 

Corollaire     IX. 

2^3.  Puisque  (  jf,  i  44  )  tout  triaugle  est  égé 
au,  produit  de  sa  base  par  la  inoilié  de  sa  hau- 

feur,  et  que  4ÀB  x  CF  est  seize  fois  plus  grand 

que  ^^  xCP^  quarré  de  la  surface  dii  triangle 

iSAG,  il  s'ensuit  que  Taire  du  même  triangle  sera 

^primép  pariv^4ÂBxÂC-.(  BC^^ÂbUaC)\ 
Or,  la  quantité  qui  esit  ici  sous  le  radical-esl  la 
différence  de  deux  quarrés;  elle  est  donc  égale 
à  la  somme  des  racines  de  ces  quarrés  ^  multi- 
pliée par  1^  différence  des  racines  des  mêmes 
quarrés  (  n^  235  )  ;   donc  on  aura  BAC  = 

5V/((2AB  X  AC  -h  BC  —  ÂB  ^ÂC")  X 

(  :3  AB  X  AC  ^  BC -^  Âb'-h'ÂC)  )  que  je 

puis  écrire  ainsi,  i  y/  (  (  BC  — ,  ÂF'—  Xc  Hr 

îî  AB  X.  AC  )  X  (Àb'-h ÀcV  2 AB  X  AC— b'C).  ) 
Q^i  c§^  deujç  fdeieurs  aiflsi  exprimas  sont  encorlj 


♦* 


Tlîàcun  la  difFérènce  de  deux  auarrés  j  :ét  pàt 
corisëquenl:  égaux  aux  produits  dé  la  somm^deà 
Tacînes  de  ces  quarrés  par  la  différence  des  ta* 
cînes  des  mêmes  quarrés.  En  effet ,  le  seéônd 
facteur  est  évidemment  le  quarré  de  (ABh-AC)v 
jnoîns  le  quarré  de  BC»  et  le  premijer  façtçur 
est  la  dîfFérence  du  quarré  de  BC,  à  celui  dç 
(  AB-^ AG  )  ;  donc  on  pourra  encore  décompo^ 
ser  lès  facteurs  dans  les  deux,  dont  ils  sont  les 
produits  par  le  (  n°  a35  ) ,  et  Ton  aura  BAC  == 

5V^((BC^AB  — AC)x(BC-f.AC--AB)» 

<ABh^ACh-BC)>c(AB^AC  — BC).)Si 
Ton  fait  passer  le  4  sous  le  dénominateur,  il  fau- 
dra relever  au  quarré  ,  ou ,  ce  qui  rçvient  ail 
même,  diviser  chacun  des  facteurs  trouvés  par2i 

'ce  qtlî  donnera  BAC  ==  \/(  (  ab^^ac^^^c.)  ^ 

AB>f>AC-TBGW(BC-^AB^AÇ)  x  (BC-t^%G^.AB)  \  \ 

\    '  a  a  a  <^* 

te  AB-f-AC— BC        AB-f-AC-hBC 

tuhn ,  ^parceque  « —  — 
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JBC  ,  et  que  de  mêmç  '^' ^  et — -^— ^ 

sont  respectivement  égatijc  à  ces  nouvelles  ex* 

.*  BC4-AB-f-AC  A^      ^   BC-f-AB-hAG 

pressions  — - — ^ AC  et  ^ -— 

AB  ;  il  s'ençuit  qu'en  substituant  ces  valeurs  dans 
Texpression  générale  de  Taire  d'un  triangle  quel-  ' 
conque  BAC,  Ton  pourra  établir  ce  théorème 
înfînimgnt/ général;  savoir  que  la  ôurfacè  d'un 
triangle  quelconque  obtà^angle  ou  acutangle  est 
égale  à  la  racine  quarrée  d'un  produit  de  quatre 
dimensions ,  fait  de  la  demiT somme  des  trois 
çp(ç^  du  triangle  par  les  trois  différencts  ife 


l8^  IZÇONS    DB    GÏOnillTRlB 

chaque  coié  à  la  demîrsomme.  Nous  aurons  occa!^ 
siop  de  donner  une  autre  démonstration  an 
même  théorème  appuyée  sur  des  considération» 
purement  et  absolument  géométriques. 

COROLLAIRB      X. 

ii6^.T)onCy  dans  tout  parallélogramme,  comm# 
'ABCD  {fig.  104  ),  la  somme  des  cjuarrés  des 
diagonales  équivaut  à  celle  des  quarrrés  des 
quatre   côtés  de    ce   même   parallélogramme  ; 

1  a 

car  au  triangle  obtusangle  ABC ,  on  aura  AC  = 
AB  -+-  BCV  2  AB  X  BF  (  n°.  2(53),  et  au  triangle 


acutangle  BAD,  on  aura  BD  =  AD  H-  AB  — 

2AB  X  AG;  ainsi,  en  ajoutant  les  premiers  el 

— ^ 
seconds  membres  de  ces  é^dités ,  on  aura  AC 


3D  =  2AB-f.BC  -+-AD  =  2AB^2BC;  à 
cause  que  les  produits  2  AB  x  BF  et  2  AB  x  AG  y 
Tun  positif  etl  autre  négatif,  se  détruisent  à  raison 
des  Egnes  égales  AG ,  BF.  Si  le  parallélogramme 
est  rectangle,  les  diagonales  seront  égales,  et 
Ton  retombe  encore  dans  la  47*^  cTEuclide. 

S  c  H  o  L  I  E. 

a65.  Nous  pourrions  encore  déduire  de  ce 
théorème  et  de  ses  corollaires  de  nouvelles  con- 
séquences }  mais  il  nous  suffit ,  quant  à  présent  ^ 
d'avoir  montré  comment  on  peut  tirer  d^une 
seule  proposition  la  plus  grande  partie  des  vé- 
rités les  plus  importante»  de  la  géométrie  élé* 
mentaire. 


Tl^liORÊME      IL 

^66.  Dans  tout  quadrilatère  inscrit  au  cercle,  le 
produit  des  diagonales  est  égal  à  la  somme  des 
produits  des  cotés  opposés  du  même  paralléb^ 

gramme,     d^^çhstr  atiok. 

Au  parallélogramme  ABCD  {fig.  i  o5  ) ,  dont 
AC  et  BD  sont  les  diagonales^  soit  tirée  la  lisne 
CF,  <juî  fasse  Vangle  UCF  égal  à  TangleACB; 
les  tnangles  ABC,  DFC  seront  semblables,  et 
donneront  AB  :  AC  •.:  DF  :  DC;  dohc,  AB  x  DC 
=5  AC  X  DF  ;  pareillement  les  triangles  BFC  et 
ADC  seront  aussi  semblables  k  cause  des  angles 
égaux  CBF,  CAD  appuyés  sur  le  même  arc  DC} 

et  que  si  des  snfl^es  ^ACB ,  DGF  égaux.pai: 

construction,  on  ote  le  même  angle  ACF,  il 
viendra  BCF  =;;  DG A;  dofec ,  en  comparant  les 
côtés  homologues,  on  aura  ]BC  :  BF  :  :  ÂC  :  AD; 
doncBC  X  ADtac BF  x  AC ,  et  ajoutant  eosemblj» 
les  premiers  et  seconds  membres  de  ces  égalités, 
cil  aura  SC  x  AD  ■+- AB  x  DC  =  BF  x  AC-k 
DF  X  AC:5=:  AC  X  (  BF  H-  FD  )  =:^  AC  y  BD; 
d'où  il  suit  que  le  produit  des  deux  diagonales 
d'un  parallélogramme ,  inscrit  au  cercle,  est  égal 
à  la  somme  oes  produits  des  côtés  opposés  du 
même  parallélogramme,  C,  Q.  F.  0, 

CO&OLX.AI11E      L 

ix6j.  Si  le  quadrilatère  devient  un  parailélo» 
flranune  rectangle ,  les  deux  diagonales  sont  éga« 
^s,  ainsi  quQ  les  côté«  opposés,  c^  qui  donne 


BD=BC-f^CD;  nouvelle  et  dernière  démons- 
tration de  la  47***  proposition  d'Euclide. 


ï8S  -ÏEÇOKS    DB    ÔÉbMiTRlK  - 

_  •  ,  •     4 

Corollaire     IL 

•  ......  .  .     ^ 

a68.  SiTon  compare  ensemble  les  triangles  BGC 
©tAGD  sembla  blés  ï  ainsi  que  les  triangles  AGBef 
DGC  ,  puisqu'ils  ont  deux  angles  égaux  chacua 
à  chacun ,  on  aura  les  deui  K^itoportions  suivantes 
BC  :  AD::  BG:  AG,  et  AB  :  DC  ::  AG:-.DG; 
en  les  multipliant  par  ordre ,  on  aura  ÎJC  x  AB  : 
AD  X  DC  :  :^BG,:  I)G  ;  on  fera  voir  de  même  que 
BC  X  CD  ::  AB  >^;AP:.:.QG  :.AG  j  cî'où  ilj  suit 
jjue^  jijlans  ,tput  mmdrîlaterê  inscrit  ^u  cerçje^ 
Usdtago.naïes  se  çoupe^atjnutuellement  ç/z  p^or^hs 
proppr^nne((esi  aim  produits .  des  cotéSyf^j^- 
poivdufy^s  fifu^ponions  de  ces  méniGs  (Uagpnaiess 


-«■  C^H-AP  ï  T-R  E--:X.    .  ..1      *.' 

.  .    *%  ..)«     ..'\.,    I».        -.  .li.'-.*..     '     ^ 

Des  p^l^nésiréguUèriJimcrks  au  ctrelè,  et  qui 

2(^9.  jLiÂ' tliéorie  (Jés  polygones  réguliers,  inscrite 
pu  cirçoi3<jcrits  au  .cercle ,  seroit  en  général  peu 
£ritére3sAnte  dans  la  géométrie  pratiqiie,  vu  que 
ceux  quëToi?»peut  être  dans  le  cas  d'employer, 
sont  en  très  petit  nombre  et  d*un  petit  nombre 
de  côtés;  mais,  comfme  ptus  le  polygone  ins- 
4:rît  ou  circonscrit  au  cercle  à  de  côtés ,  plus  sa 
surface  approche  de  celle  du  cercle  ;  on  a  de  tout 
temps  considéré  les  polygones  réguliers ,  et  sur- 
tout ceux  que  nous  avons  déjà  nommé  primitifa> 
comme  les  premiers  termes  d'autant  de  suit^ 


qui  ont  toutes  la  niêi»^  siflrface  du  cèrde  pour 
limite.  On  voit  donc  <îue  ces  sortes  de  problèmes  y 
qu'on  ne  soupçonnejîai t.  d'abord  d'aucune  dif- 
hculté,  doivent  poi^tanï  devenir  d'autant  plus 
compliquées  à  mesi(re  que  le  nombre  des  côtés, 
augmente.  Malgré  tous  les  çiïotrt» des  géomètres, 
il  n'y  a  que  trms|)olygones  réguliers  primitifs  f 
dont  on  ail  la  descripJ;i«flirîgour.euse  et'géometrî- 
que.-  Ces  trois  polygones  sont,  le, triangle  équila-- 
téral,  le  quarré  et  /ç  perttçLgone  régulier;  aux- 
quels on  peut  d^anitx  ,le  pmiaddcagone ,  parce- 
que  Von  peut  assigner  gé<MBétriqûement  l'arc  de 
24  degrés. 

Les  polygones  dérivés  qui  se  déduisent  de 
ceux-ci  sont;  pour  le  triangle' équilatéral ,  ceux 
de  6 , 1  a ,  34 ,  48 1  9^  »  *tc.  côtés  ;  pour  le  quarré , 
ceux  de  8,  16,  32,  64,  128,  etc.  enfin  pour  le 
pentagone ,  ceux  de  10,  20 ,  40,  80,  etc.  côtés; 
tous  résultants*  de  l'arc  du  premier  polygone 
régulier  soudivisé  continuellement ,  suivant  la 
progression  double  2 , 4 9  ^9  etc. 

Nous  nous  proposons  de  démontrer  dans  ce 
chapitre  que  Ton  peut  avoir  l'expression  numéri- 
que du  côté  de  tout  polygone  régulier  qui  peut 
se  décrire  géométriquement,  ainsi  que  celle  du 
côté  de  tout  polygone  régulier,  dérivé  de  Pua 
des-  polygones  primitifs  dont  on  a  la  descrîptîoa 
géométri(^ue ;  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
assigner  le  rapport  du  côté  de  chacun  de  ces 
polygones  avec  le  rayon  du  cercle  pris  pour 
mesure  ou  pour  unité  ;  et  réciproquement  tout 
polygone  régulier,  dont  on  pourra  assigner  le 

rapport  avec  le  rayon,  sera  susceptible  d'être 
déçâlg^QWétriquemcnt.;-  '.  .' 


U  seroit  naturel  de  tiommëdcer  cette  théorie 
des  polyfioues régulière  parle  triante  équilatéral 
qui  est  le  plus  dmple  de  tous  léi  polygones 
réguliers;  maiA  ayant  déjà  déttiantfé  (  n^  i68> 
que  le  côté  de  Th^xagôné  régulier  est  égal  au 
rayon  du  cercle  auouel  il  e:^  inscrit,  il  sera 
facile  d'en  déduire  U  descriptioii  du  triangle 
équilatéral,  et  l'expression  du  rapport  de  son  . 
côté  avec  le  rayon  du  cercle.  Car  ayant  pris  Tare 
BE  de  60**  (Jig.  io5,  n\  2  ),  et  tiré  les  corded 
B£,  A£;  cette  dernière  sera  le  côté  du  triangle 
équiUtéral ,  et  à  causé«du  triangle  A£B  rectangle 
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en  E,  on  aura  AEfi=A3'^BEs=s4—  i=3, 

en  faisant  le  rayon  du  cercle  ég^l  à  Tunité;  donc 

AE=v/3jet  c'est  le  rapport  du  côté  du  triangle 

équilatéral  au  rayon  du  cercle.  Si ,  par  le  centre 

C  du  cercle,  on  élevé  la  perpendiculaire  CV 

au  diamètre  AB ,  Parc  AF  sefa.de'90°,  et  la  corde 

AF,  qui  est  le  côté  du  quarré  inscrit  au  cercle ,  sera 

exprimée  par  v/^  à  oause  du  triangle  isoscele 

rectangle  ACF,  dont  on  lait  chaque  côté  de 

Tande  droit  égal  à  Funité.   Après  le  triansie 

équilatéral  considéré  comme  polygone  primitift 

nous  devons  naturellement  passer  à  la  recherche 

du  côté  du  pentagone  régulier;  mais  parceque 

Ton  aura  aisément  le  côté  du  pentagone  régulier , 

si  Ton  peut  assigner  géométriquement  Tare  de 

36%  ou  le  côté  du  décagone  régulier,  nous  allons 

nous  occuper  de  celui-ci  dans  le  problême 

suivant.  n  a  t 

Problëme    I. 

ayo.    Trouver  le  côté  du  décagone  régulier 
inscrit  au  cercle  {Jig.  106). 


TliiORIQUB    ET    PRATIQUÏ*^  Ijjlf 

Analyse    et   Solution. 

Supposons  le  problême  résolu  et  que  1  arc  AD 
est  de  66^^  en  tirant  les  rayons  CA  et  tD ,  chacun 
des  angles  CAD  et  CD  A  sur  la  base  AD  dtt 
triangle  isoscele  ACD  sera  de  7:2**,  c'est-à-dire 
douWe  de  Tangle  au  centre  ACD  ;  donc  si  Ton 
divise  Pun  de  ces  angles  ^  comme  Tangle  ADC  en 
deux  parties  égales  par  une  ligne  Dr ,  on  aura 
(  par  le  n^  1 96  )  CD  :  AD  :  :  CF  :  AF  ;  mais  le 
tnancle  CFD  est  isoscele  à  cause  des  angles  DCF 
et  FDC ,  chacun  de  36°;  et  le  triangle  ADF  est 
aussi  isoscele,  comme  semblable  au  triangle  ACD 
avec  lequel  il  a  un  angle  commun  avec  un  angle 
de  36**  égal  dans  chacun  ;  donc  AD= DF  =  CF; 
ainsi  à  cause  que  CA  =  CD ,  la  dernière  propor- 
tion devient  CA  :  CF  :  :  CF  :  AF;  d'où  il  suit  que 
J)our  inscrire  le  décagone  régulier  dans  un  cercle,' 
a  question  se  réduit  à  couper  le  rayon  AC  dans 
un  point  F,  tel  que  le  rayon  soit  à  sa  plus 
grande  partie  CF ,  comme  cette  plus  grande  partie 
est  à  la  plus  petite  AF.  Les  anciens  ont  nommé 
cette  manière  de  diviser  une  ligne,  dis^ision  en 
moyenne  et  extrême  raison;  parceque  la  même 
Kgne  fournit  les  extrêmes  et  les  moyens  de  la 
même  proportion.  Ils  l'ont  aussi  nommée  sectio 
di^ina,  sans  doute  parcequ'elle  auroit  des  pro- 
priétés très  remarquables  dans  la  théorie  des 
sons  harmoniques;  et  de  plus  nous  verrons  tout 
à  l'heure  que  cette  division  est  en  efFet   très 
singulière,  et  quVDe  donne  deux  suites  infinies 
de- lignes  divisées  de  la  même  manière,  Tune 
par  addition,  et  Tautre  par  soustraction;  sans 


l^a.  4.EÇON3    DK    GlîOMiTRIfi.  j. 

compter  d'autres  rapports  très  intéressants  que  j* 
lui  ai  trouvés  pour  exprimer  les  racines  imagi* 
naires  du  ciiTquieme  degré  sous  une  forme  finie* 
Avant  donc  de  résoudre  ce  problême,  voyons  eu-, 
Gore  si  la  description  du  pentagone  régulier  tient. 
aux  mêmes  principes. 

Dans  cette  vue,  ayant  pris  Tare  DG  =  ADv 
et  tiré  le  rayon  CG,  prolongé  jusqu'à  ce  qu'il 
rencontre  le  côté  AD  du  décagone  aussi  prolongé 
autant  qu'il  est  nécessaire  en^^r  il  est  évident  i^t 
que  le  triangle  CD/' est  isoscele  à  cause  des 
angles  DÇ/i  iV^i  chacun  de  36°,  qui  donne  ly 
=  CD=CG;  donc,  puisque  la  toute  Ç/'est  égale 
à  la  toute  A/*,'  à  cause  du  triangle  isoscele  ly^ , 
et^que  sa  partie  CG  est  égale  à  la  partie  D/*,  il. 
s'ensuit  que  la  ligne  G/*  sera  égale  à  AD.  a°.  Il 
n'est  pas  moins  évident  que  la  ligne  A/est  divisée 
en  D  de  la  même  manière  que  le  rayon  CA  Test 
en  F,  à  cause  des  parallèles  Cf,  DF;  c'est-à-dire 
en  moyenne  et  extrême  raison;  donc  la  l^ne  Qf 
sera  aussi  divisée  de  la  même  manière  en  G# 
en  sorte  que  Ton  aura  Cfi  CÇ  :  :  CG  s  Gf\  d'où 
il  suit  que  pour  décrire  un  pentagone  régulier 
N  dans  un  cercle  ,  il  faut  prolonger  un  rayon  quel- 
conque CG  eny',  de  manière  que  le  rayon  ainsi 
prolongé  soit  à  lui-même,  comme  ce  même  rayon 
est  à  son  prolongement.  Car  ayant  ainsi  déter- 
miné le  point/,  de  ce  point  comme  centre^  avec 
laligne/C  comme  rayon,  on  nVuroit  plus  qu'à, 
décrire  un  arc  de  cercle  qui  coupeioït.  la  cîrcon- 
fërence  du  cercle  proposé  en  un  point  A ,  duquel, 
tirant  AG,  on  aura  l'arc  de  72°  ou  le  côté  cïu 
pentagone  réguUçTj^  ^i^silacUffiçd     e$tabsolu- 

ûïénC 
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ihént  la  même  pour  la  description  de  ces  deux 
polygones  ;  comme  on  dévoît  naturellement  s'f 
attendre ,  occupons  -  nous  donc  dé  ce  nouveau 
problème. 

PHOfiLÂME      IL 

27!*  Dmser  liné  ligné  AB  ( /ig.  I07  )  en 
moyenne  et  extrême  raison;  c'est-à-dire  la  dinsef" 
en  un  poink  D  bslgUé  Von  dit  AB  :  AD  :  :  AD  : 

Akalysb    et    ^dtutxoN. 

Supposant  que  le  point  D  satisfait  à  la 
qiiâstiôn,  on  aura  par  nypothese  AB  :  AD  2: 
AD  :  BD  ou  AB  —  AD  ;  proportion  dans  la  i 

Î[uelle  îl  jr  a  trois  termes  affectés  de  Tinconriiié. 
e  cherche  donc  si  je  ne  pourrois  pas  la  réduire 
â  une  autre,  dans  laquelle  je  puisse  avoir  deux 
termes  entièrement  connus  ;  .et  je  vois  sur  le 
champ  que  par  un  cômponendo,  on  aura  ÀB  -h 
AD  :  AB  :  :  AB  i  AD  ;  donc  la  ligne  donnée  ÀB 
est  moyenne  proportionnelle  entre  Tincorinue 
et  la  même  inconnue  jointe  avec  la  ligne  AB.i 
Or ,  je  vois  encore  que  cette  proportion  appar- 
tient à  un  cercle  qui  auroit  pour  tangente  la 
ligne  AB  et  ppur  séca  nte  la  ligne  AB-H'AD  ;  ddnc , 
si  je  fais  passer  cette  sécante  par  le  centre  du 
cercle;  la  ligne  AB,  partie  intérieure  de  ceUe 
même  sécante,  sera  le  diamètre  du  cercle  à 
décrire^  d'où  Ton  déduit  sur  le  champ  la  cons^ 
truction  suivante; 

CoNSTRuctïo^r; 

A  rextrémité  B  de  la  ligne  donnée  AB  qu'3 

N 


r 

194  LEÇONS    DE    ôioSitlStltlB 

faut  diviser  en  moyenne  et  extrême  raison ,  soît 
élevée  la  perpendiculaire  BC  égale  à  la  moitié  de 
k  ligne  AB  ;  puis  ayant  tiré  AC  et  décrit  du 
centre  C  avec  le  rayon  CB  une  circonférence  de 
cercle  qui  coupe  CA  ou  G,  on  portera  la  ligne 
AG  de  A  en  D  ,  et  le  point  D  sera  celui  qu'oa 
demande.  Car  à  cause  de  la  sécante  entière  AF 
et  de  la  tangente  AB  ,  on  aura  AF  ou  AB  -H  AD  : 
ÀB  :  :  AB  :  AG  ou  AD ,  donc  detrahendo  AB  s 
AD  :v:  AD  ;  AB  — ADou  BD.  C.  Q.  F,  T.  et  D. 

C  O  R  O  L  L  A  I  R  £      L 

272-  Puisque  nous  avons  AF  :  AB  :  :  AB  :  AG; 
et  que  le  diamètre  GF  est  par  construction  égal 
à  Ad  y  on  aura  aussi  AF  :  FG  :  :  FG  :  AG;  donc 
îa  ligne  AF  est  divisée  en  moyenne  et  extrême 
raison  au  point  G;  si  donc  du  point  A  comme 
centre  avec  le  rayon  AF,  on  décrit  un  arc  dé 
cercle  terminera  la  ligne  AB  prolongée  en  L;  à 
cause  de  AL  =  AF  et  de  GF  =:  AB,  on  aura 
BL  =  AG  =  AD  ;  donc  on  aura  AL  :  AB  :  :  AB  : 
BL;  c'est-à-dire  que  si,  à  une  ligne  AB  dé/a 
dis^isée  en  moyenne  et  extrême  raison  au  point 
D ,  on  ajoute  sa  plus  grande  partie  KD  deB  enh, 
la  nom'ellè  ligne  AL  sera  di^fisée  en  moyenne 
et  extrême  raison  au  point  B;  et  parceque  cette 
addition^  de  la  plus  grande  partie  peut  se  faire  à 
l'infini,  on  voit  que  Ton  peut  avoir  par  addition 
\me  suite  infinie  de  lignes  divisées  en  moyenne 
et  extrême  raison  :  on  verra  de  même  que  par 
soustraction  .de  la  plus  petite  partie,  on  aura 
encore  une  autre  suite  infinie  décroissante  de 
lignes  divisées  suivant  la  même  loi.  ' 


Corollaire     IL 

'ày3.  Si  la  ligne  AB  est  prise  pour  rayon  du 
fcercle  et  pour  unité,  la  ligne  AD  sera  lé  côté 
du  décagone  régulier  inscrit  au  même  cercle;  Or, 

à  cause  du  triangle  rectangle  ABC  ^  on  a  AC  ==« 

ÂB  •+- BC  =  i  ^  i  =.f  ;  donc  AC  ==  J  y/T,  et 
ÀGouAD===^^/r— i==.=il±^;  d6nc  le 
tôté  du  décagone  régulier  est  au  rayon  du  cerde  :  : 
^îZl:ÏL^Œ.i  1  ou  ::  —  i  •^^  \/T:  2. 

CokOLLAIRB      III. 

274i  Supposant  toujours  le  rayon  CÀ  divisé 
fen  moyenne  et  extrême  raison  en  F ,  en  sorte  que 
isa  portion  CF  soit  égale  au  côté  du  décagone 
régulier  inscrit  au  cercle  dont  cette  ligne  est  le 
tayon  (Jig.  106  ) ,  il  est  aisé  de  trouver  le  côté 
du  pentagone  régulier  inscrit  au  même  cercle , 
en  portant  la  ligne  CF  de  A  en  D  et  de  D  en  G 
sur  la  circonférence  ;  car  l'arc  ADG  étant  de  72% 
la  corde  AG  sera  le  côté  du 'pentagone  régulier 
inscrit  au  même  cercle* 

PROBLiME       II L 

2.75.  Trouver  le  coté  du  pentagone  régulier 
inscrit  au  cercle;  ou^  ce  qui  renent  au  même, 
assigner  le  rapport  du  coté  de  ce  polygone  avea 
le  rayon  du  cercle. 

Solution. 

On  a  vu  ci-dessus  (n''274  )  que  le  triangle  CFD 

Nij 
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est  isoscele,  ainsi  que  le  triangle  ÂDF;  on  a  aussi 
démontré  que  la  ligne  G/ est  égale  à  GD;  donc 
si  du  point  G ,  comme  centre  avec  le  rayon  GD, 
on  décrit  une  circonférence  de  cercle,  elle 
passera  par  le  pointy,  et  coupfera  la  ligne  AO 
aux  points  I,  L,  en  sorte  que  GL  =  CI;  on  aura 
donc  celte  suite  de  lignes  ôï,  GL,  Gf,  GD,  AD» 
DF ,  FC ,  toutes  égales  entre  elles  ;  et  par  consé- 
quent* on  pourra  prendre  celle  que  Ton  voudra 
comme  CF  à  la  place  de  telle  autre.  De  plus, 
nous  avons  fait  voir  que  D/==  CG  ou  CA.  Cela 
posé ,  à  cause  des  sécantes  A/*,  AL ,  qui  se  cou* 
peut  au-dehors  du  cercle  en  A,  on  aura  AL: 
A/  :  :  AD:  AI,  ou  en  substituant  AG  H-  CF  : 
CA  H-  CF  :  ;  CF  :  AG  —  CF  ;  donc  (  AG  -f-  CF  ) 


x(AG— CF)=ACxCF^-CF=±ACxCF^- 
AC  X  AF ,  à  cause  que  Ton  a  CF  =  AC  x  AF; 
donc  (n^  235)  AG  —  CF  =  AC,  et  ajoutant  CF 

i  chaque  membre  AG  =t  AC  H-  CF  ;  d'où  il  suit 
que  le  quatre  du  côté  du  pentagone  vaut  à  lui 
seul  le  quarré  du  fùyùn,  plus  le  quatre  du  coté 
du  décagone  régulier  inscrit  au  même  cercle} 
donc  à  cause  que  nous  avons  trouvé  pour  la 
valeur  ou   expression   numérique  du  côté  du 

décagone  ""  '  "^  ^  ^  ,    on   aura  AG    =   i  -4- 

C"^,^y=^^^'^7'^^='''^;^S  donc 
AG  =  \/E^  C  Q.  R  T.  etD. 


THEORIQUE    ET    PRATIQUI.  Ip^ 

CoAOLtAIRB      L 

^j6.  Cette  proposition  donne  un  moyen  bien 
simple  de  trouver  en  même  temps  les  côtés  du 
décagone  et  du  pentagone  réguliers,  inscrits  au 
même  cercle.  Pour  cela ,  ayant  élevé ,  par  le 
centre  C  s,u  diamètre  AB  {jig.  108  ),  le  rayon 
CD  qui  lui  soit  perpendiculaire  ;  du  point  F 
milieu  de  CB ,  avec  le  rayon  FD ,  on  décrira  ^n 
arc  de  cercle  qui  coupe  Je  rayon  CA  en  G;  la 
ligne  CG  sera  le  côté  du  décagone  régulier;  donc 
à  cause  que  CD  est  le  côté  de  Thexagone  et  que 
le  triangle  DCG  est  rectangle  en  C,  la  ligne  DG 
sera  le  côté  du  pentagone  régulier  à  inscrire  au 
même  cercle ,  par  une  suite  de  la  solution  du 
dernier  pK>bléme« 

C0Q.b*LLAIRB      IL 

277.  Donc,  si  Ton  fait  le  rayon  du  cercle  de 
1000  parties ,  le  côté  du  décagone  et  du  pentagone 
réguters  seront  respectivement  de  618  et  1662 
des  même*  parties  du  rayon,  en  prenant  le 
nombre  2,236o68  pour  la  vateur  de  y/Tà  un 
millionième  d^ unité  près,  et  la  substituant  dans 
les  expressions  des  côtés  du  décagone  et  du 
pentagone  réguliers  :  ce  qui  peut  encore  servir  à 
décrire  prompteraent  ces  polygones  dans  un 
cercle  dont  le  rayon  est  donné ,  en  se  servant  de 
récheUe  des  parties  égales  du  compas  de  propor- 

COROLLAIRB      IIL 

z^jBiK  II  suit  de4à  <}ue  Ton  peujt  insçrica 

Nui 
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géométriquement  au  cercle  un  polygone  de  i^ 
cô|;és  :  car  puisque  le  rayon  est  la  corde  de  6o**^ 
,çt  que  nous  venons  d'assigner  rigoureusement 
celle  de  36°;  en  prenant  la  différence  de  ces  deux 
arcs ,  on  aura  Tare  de  24°  ou  de  la  iS"^^  partie  de 
la  circonférence.  On  voit  aussi  par-là  comment 
on  peut  arriver  géométriquement  à  Parc  de  trois. 
degrés;  en  divisant  Tare  de  24°  trois  fois  de  suite 
en  deux  également;  donc,  onauraaussigéoipétri- 
quement  les  arcs  de  9,  de  27,  de  81,  de  243,  elc. 
et  par  conséquent  ces  mômes  arcs  sont  suscepti- 
bles d'une  trisection  rigoureuse  et  géométrique  qu; 
s'arrête  à  l'arc  de  3°. 

S  C  H  O  L  I  £^ 

27c.  Ces  polygones  sont,  comme  nous  Pavons 
déjà  dit,  les  seuls  susceptibles  d'une  description 
exacte  et  géométrique,  Celles  d'un  polygone 
de  7  et  de  9  côtés  dépendent  de  Ic^  résolution 
d'une  équation  du  troisième  degré.  Les  poly- 
gones de  11,  i3  ,  etc.  côtés  tiennent  à  des 
problêmes  de  degrés  çncore  plus  élevés;  mai^ 
$o.it  qu'il  s'agisse  d'inscrire  dans  un  cercle  un 
polygone  régulier  d'un  plus  grand  nombre  de 
côtés,  soit  qu'il  faille  construire  sur  une  ligne 
donnée  un  pareil  polygone  :  dans  la  pratique,  oii 
peut  résoudre  ces  sortes  de  questions  d'une 
manière  suffisamment  exacte  par  le  pioyen  du 
compas  de  proportion. 

Qu'on  demande,  par  exemplcj,  de  construire  sur 
une  ligne  donnée  un  ennéagone  régulier  :  ayant 
pris  avec  un  compas  la  grandeur  de  cette  ligue , 
on  ouvrira  le  compas  dç  proportion  de  manière 


au'i 
.    n 
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que  la  distance  de  40°  à  40°  sur  la  lîgne  'des 
cordes  soit  égale  à  l'ouverture  du  compas  pour 
la  ligne  donnée.  On  prendra  ensuite  sur  la  même 
ligne  des  cordes  la  distance  de  60""  à  60°,  et  cette 
ligne  sera  le  rayon  du  cercle  dont  le  côté  de 
l'ennéagone  régulier  est  égal  à  la  ligne  donnée. 
Lorsque  Ton  sait,  par  les  moyens  donnés  Jus- 
u'ici,  inscrire  au  cercle  un  polygone  régulier, 
'y  a  plus  aucune  difficulté  à  lui  circonscrire 
des  polygones  réguliers  d'un  même  nombre  de 
côtés.  Passons  à  la  théorie  des  polygones  dérivés 
de  ceux-ci,  considérés  comme  primitifs. 

Problème    ïlh 

t 

•  îiSo.  Soit  un  arc  quelconque  AL  (fig.  109  )  i 
dont  le  supplément  LB  soit  dinsé  en  deux  parties 
égales  en  r\  soit  pareillement  pris  tare  AF  pour 
l'arc  AL  ,^  et  son  supplément  FB  dimé  en  deujç 
parties  égaies,  •  et  ainsi  de  suite  pour  tous  les 
autres  arcs;  supposant  de  plus  que  l'on  connoit 
la  corde  AL  ou  son  rapport  avec  le  rayon;  on 
demande  l'expression  ou  le  rapport  des  cordes 
hV,  h/y  AJ^j  etc.  avec  le  même  rayon  pris  pour 
unité. 

S  o  L  u  r  I  Ô  !*• 

Sur  le  diamètre  AB  prolongé,  on  prendra  BG 
5=  AL,  puis  on  tirera  FG,  ainsi  <]ne  le  rayon 
CF;  il  suit  dételle  construction  que  le  triangle 
GBF  est  égal  en  tout  au  triangle.  ALF  j  car  les 
angles  GBF  et  ALF  éont  égîiux ,  comme  ayant 
chacun  leur  sommet  à  la  circonférence,  et  pour 
meswc  la  moitié  d'uae  demi-circonférence  aug- 

Niv 
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mentée  de  l'arc  BF  ;  donc^  puisque  ces  angles 
fégaux  sont  compris  entre  côtés  égaux ,  ils  seront 
égaux  en  tout,  comme  nous  Favons  annonce; 
donc  FG  ==  AF ,  pt  par  conséquent  le  triangle 
AFG  est  isoscele  ;  mais  le  triangle  ACF  est  aussi 
isoscele,  et  de  plus  a  un  angle  commun  en  A 
avec  celui-ci;  donc  ces  triangles  ACF  et  AFG 
sont  semblables,  et  donnent  AC  :  AF  ::  AF  :  AG 
=  AB  -H  AL  ;  ou ,  en  faisant  le  rayon  égal  à 

î*uni{é,   1  :  AF  :  :  AF  :  2-hAL  ;  ^onç  AF  =5 
a  -4-  AL  pt  AF  =5  \/(^-\r  AL). 
Faisant  la  même  opération  pour  Tare  AF^  e( 

tirant  la  corde  Kf,  on  auça  A/t=s  %/2-4- v^'ânhAE; 

etdemêmeA/=Y/2-f-v/2+v/r*7AS  ^^  ^°^^ 
de  suite;  donc,  si  Ton  çpnnoît  la  valeur  de  la 
corde  AL^  on  connoîtra  pareillement  celle  des. 
cordes  AF,  A/;  A/S  etc.  C  Q.  F.  T.  et  D, 

C'OROLLAIRS      L 

381 .  Connoîssant  les  çojdesAL,  AF,  A/i  A/*^ 
ptc  ;  il  spra.  facile  d'avoir  \çs  cordes  BL ,  ÇF  y  of, 
B/^  des  arcs  suppléments  de  ceux  soutenus  par 
|es  premières  cprçje$.  Car  tqu^  Içs  triangles  ÀLB^ 
AFB,  A/B^  etc.  étant  rectangles ^  puisqu'ils  onl 
leur  sommet  à  la  circonférence,  ^%  qu'ils  sont 
appuyés   sur   le    diamètre,   on    aura   BL   = 

V/OT^]^'===v/4— al';  de  même  BF  =; 

v/a — AL,  8/*=;=  v/2 — 1/  2  VAL  ;  et  ainsi  de 

T»  «^  \  \         '  ...••.•V 

iBuit  e. 
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Corollaire    IL 

a82.  Si  la  ligne  AL  est  la  corde  de  90^*1  les 
cordes  BF,  B/*,  "Rf  seront  les  côtés  des  polygone* 
jéguliersdeS^  16,  3a,  64^  eïc-  côtés,  suivant 
la  progression  géométrique  doublé.  Si  la  lîgn© 
AL  est  la  corde  de  lao"*  ou  le  côté  du  triangle 
équilatéral;  les  cordes  BL,  BF,  B/i  B/  seront 
les  côtés  respectif^  des  polygones  de  6  »  1 2 ,  24 , 
48,  96,  etc.  suivant  uoe  autre  progression- 
géométrique  double  dont  le  premier  terme  est 

S.  Enfin  si  la  ligne  AL  est  égale  k\/t±Xl,  c'est- 

à-dire  à  la  corde  du  supplément  de  72**;  les 
cordes  BL,  BF,  B/,  etc.  seront  respectivement 
égales  au3(  côtés  des  polygones  réguliers  de 
5,  io,  20,  4e,  80,  côtés,  suivant  une  nouvelle 
progression  géométrique  double  dont  5  est  le 
premier  terme.  Donc,  si  Ton  connolt  le  rapport 
du  côté  du  premier  polygone  primitif  avec  le 
rayon  du  cercle,  on  aura  aussi  le  rapport  des 
pôtés  des  différents  polygones  dérivés  avec  le 
même  rayon  ;  et  comme  plus  ces  polygones  auront 
de  côtés ,  plus  le  contour  de  chacun  approche 
de  se  confondre  avec  la  circonférence  du  cercle  ; 
pn  aura  ai^tai^t  dç  séries  différentes  dont  chacune 
fournit  une  approximation  du  rapport  de  U 
firconférence  au  diamètre. 

a83.  Quelle  que  soit  la  valeur  de  la  premîere 
corde  AL,  on  voit  que  toutes  les  cordes  AF,  Af, 
fif  tendçfit  cpntinuçllçinçiit  à s«  cpnfgndre  av^ 


ftC^  LEÇONS    DE   olOM^TRIl  . 

le  diamètre  qui  est  égal  au  nombre  2,  ainsi  la 
suite  infinie  exprimée  par 

V/a-f-y/âH-i/ti+v^S^Sv  ^t  composée  d*uu 
nombre  infini  de  radicaux,  les  uns  sur  les  autres^ 
a  pour  limite  le  même  nombre  rationnel  2.  On  voit 
de  pluS|  à  cause  des  différentes  valeurs  dont  AL 
est  susceptible ,  que  ce  même  nombre  2  est  la 
limite  d'une  infinité  de  suites  infinies  de  radicaux 
différents.  Cette  vérité  peut  4'3titleui:s  se  démon-- 
Irer  directement;  car,  faisant  cette  expression  = 
x^  et  élevant  chaque  membre  au  quarré,  nous  au- 
rons j:*  =  2  -+-y/  2-+- Y/2-hv/îrêtH:  Or,  comme 
<ette  dernière  est  encore  égale  à  x  parrhyp(> 
thèse ,  nous  aurons  a; *=  2  -H  x,  ou  jj*  —  a:  == 
a;  complétant  le  quarré,  et  réduisant,,  onaiura 
0^  2=  2  et  x  =  1 .  Il  est  donc  possible  qu'une 
infinité  de  suites  infinies  de  radicaux,  toutes  dif- 
férentes par  un  dernier  terme,  aient  toutes  ppuç 
limite  un  même  nombre  commensurable. 

Avertissement.  Lorsque  nous  aurons  dans  les. 
calculs  ci-après  une  suite  de  radicaux  qui  doivent 
s'étendre  les  tins  sur  les  autres;  pour  la  iàcilité 
de  la  typographie,  nous  marquerons  par  des: 
points  le  nombre  de  termes  que  doit  embrasser 
cliaque  radical;  ainsi  quatre  points ,^  après  le- 
premier  terme ,.  indiqueront  qu  il  s'étend  sur 
quatre  termes  consécutifs;  de  môme  trois  points, 
après  le  second  terme  marqneront  qu'il  emorasse^ 
les  trois  termes  suivants,  et  ainsi  des  autres,  Celoi 
posé,  on  entendra  facilement  les  çxpressipaj»  doat 
nons  allons  faire  usage^ 
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Problème     aiÉNiiiAU 

Î284.  Supposant queVon connoisse le.rapportdu 
côté  (fun  polygone  régulier  primitif  avec  le  rayon 
du  cercle  auquel  il  est  inscrit;  supposant  de  plus 
une  suite  de  nouveaux  polygones  réguliers^  dont 
le  nombre  des  côtés  augmente  suivant  la  progrès^ 
^ion  géométrique  double  j,  à  l'égard  du  premier 
polygone;  trouver  les  rapports  des  côtés  de  ce^ 
jnémes  polygones  avec  le  même  rayon. 

30LUTI0Nt 

Du  quarré  du  diamètre ,  ôtez  ceux  des  cordes 
AL,  AF,  kfy  A/^j  etc-  et  vous  aurez  les  quarrés 
des  côtés  des  polygones  dérivés,  suivant  la 
progression  double ,  et  par  conséquent  la  racine 
quarrée  de  chacune  de  ces  expressions  donnera 
le  rapport  du  côté  de  chacun  de  ces  polygones 
avecle  rayon. 

Soit  donc  1°.  AL  =  \/T,  BL  sera  pareillement 
égal  à  \/T,  et  l'on  formera  çettç  série  des  côtés 
des  polygpneis  régidiers, 

a. 

c 

2- 

O 

P 

r 


1 6  ==  y/2. . — x/T.-^-  \/^ 

32  =  ^/2' .. — v/2..-t-v/2.-l-K  î 


64=  V  ^•.•. — v/2..- 

128  =  \/2.,.,--rV'^...4->/i;.+Vi.  +  V^r+^% 


a°.  §pU  AL=?=  V^Ç^'^  ^"^  triangle  é<^uUatéi:4 


\ 
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BL  côté  dç  rhçxagone  sera  égal  à  Tuoité,  o»  aia 
rayon;  et  Ton  trouvera 


48=;=v/2...— -V^..-+-v/2r-+-v/3 

el€i 


8 


S 

a. 


.==\/l± 


à  la  corde  du  supplément  de  72°,  on  ajiça ,  parles 
calculs  des  dittérentes,  cordes  AF,  Af,  AJ^^ 
etc^  ainsi  que  des  cordes  BL ,  BF,  B/^BJ^^  les 
côtés  des  polygones  de  5  ^  10  ».  ao ,  40 ,  âo ,  côtés 
etc.  suivant  une  progression  géoiaaétriquedoubld 
dont  5  est  le  premier  terme. 

On  voit  donc  que  si  Ton  connoît  le  rapport  du 
côté  d'un  polygone  primitif  et  régulier  avec  le 
Tayon  du  cerclç,  on  aura  aussi  le  rapport  du 
côté  de  tous  les  polygones  réguliers  dérivés  dç 
celui-ci  par  une  sous-oivision  continuelle  de  l'arc 
soutenu  par  le  côté  du  premier  polygone  en  de^x; 
parties  égales.  C.  Q.  F.  T.  et  D-, 

Premier     Scholie^ 

a85.  Comme  les  cordes  BF ,  Bf,  Bf^  t^endenk 
à  devenir  enfin  égales  à  zéro ,  on  voit  que ,  dans 
les  expressions  précédentes,  les  séries  infinies  de 
radicaux,  et  affectées  d'un  signe  négatif,  doivent 
èère  égales  au  même  nombre  3,  qui  est  la  limito^ 


J 
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icommune  et  rationnelle  de  toutes  ces  suites 
infinies  dont  l'expression  est  cependant  dilFé- 
rente  j  suivant  la  valeur  de  la  I^ne  AL ,  qui  entre 
dans  chacune,  et*  qui  est  y/a  pour  le  quatre  », 
|/3pourle  triangle équilatéral ,  et  %/^+^pour 

le  pentagone  régulier,  considérés  chacun  comme 
polygone  régulier  primitif.  (  Avb  à  ceux  qui 
tôncnrent  que  le  rapport  de  la  circonférence  dit 
cercle  au  diamètre  ne  peut  être  exprimé  en 
nombres  commensurables,  parceque  tous  lespoly* 
gonès  réguliers,  dontil  est  la  limite ,  sont  chacun 
des  multiples  de  grandeurs  irrationnelles.  Nous 
ne  prétendons  pas  pour  cela  que  ce  rapport  soit 
commensurable>  ni  qu'il  puisse  jamais  être  assi- 
gné ou  démontré  impossible  ;  nous  n'attaquons 
que  le  raisonnement  par  lequel  on  voudroît  pou- 
voir conclure  que  Ce  rapport  est  de  toute  incom-; 
tnensurabilité.  ) 

Second    StHOiik.* 

2&6r.  On  voit  encore  par-là  comment  on  peut 
«voir  l'expression  approchée  à  l'indéfini  du  côté 
du  polygone  de  90  côtés  inscrit  au  cercle,  et 
calculé  par y^/rA/me^e.  Cette  théorie,  quiest,àla 
vérité,  très  différente  de  celle  du  géomètre  de  Sy- 
racuse, est  due  à  Snellius^  mathématicien  hoUan- 
dois ,  et  distingué  par  ses  recherches  sur  la  mesure 
de  la  terre.  M.  Simpson  â  suivi  cette  méthode 
pour  calculer  le  côté  d'un  polygone  de  768  côtés, 
dontil  a  conclu  le  contour  égala  6,28817  P^^^ 
un  diamètre  deux  ;  donc ,  si  Ton  fait  ce  même 
diamètre  ss  1 ,  on  aura ,  pour  le  périmètre  du 
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Jïolygone  dont  il  s'agit,  3,i4i58.  Or,  comme  lé* 
contour  de  ce  polygone  serre  déjà  de  très  près 
là  circonférence  du  cercle ,  on  voit  que  le  rapport 
de  la  circonférence  au  diamètre  doit  être  à  très 
peu  près  égal  à  celui  de  3, 141 58  à  Tunité,  mais 
iin  peu  plus  fort.  Joignons  encore  quelques  vérités 
importantes  sur  cette  matière^  afin  de  donner  aux 
commençants  une  idée  des  travaux  des  géomètres 
sur  le  fameux  problême  de  la  quadrature  du 
cercle  ^  et  de  leur  éviter  les  écueils  contre  les- 

3uels  ceux  même  qui  ont  les  plus  heureuses 
îspositioris  vont  se  briser,  faute  de  connoître 
Tétat  de  la  question. 

THjédRÊMElL 

287.  Si  1  on  inscrit  dans  Un  cercle  un  polygone, 
têgulier  de  tant  de  câtés  que  Von  voudra,  et  un 
autre  polygone  régulier  a  un  nombre  doublé  d6 
côtés,  la  surface  du  premier  polygone  sera  à  celle 
du  second  comme  la  corde  du  supplément  d6 
r angle  au  centre  du  preniier  est  au  diamètre  du 
tercle(Jig.  110). 

D  i  M  O  N  s  T  R  A  T  I  O  K. 

Soît  BF,  le  côté  d\ni  polygone  régulier  quel- 
conque inscrit  au  cercle  ,  etB/  celui  d'un  autre 
polygone  régulier  d'pn  nombre  double  dé  côtés, 
inscrit  au  même  cercle.  AF  sera  la  corde  du 
supplément  de  Tangle  au  centre  du  premier.' 
Soit  de  plus  n  le  nombre  des  côtés  du  premier 
polygone;  in  sera  celui  des  côtés  du  second 
polygone,  Faire  du  premier  sera  n  BCF,  et  celle 
du  second  sera  2  n  BCf  II  faut  donc  prouver 
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que  n  BCF  :  a  n  BC/  :  :  AF  :  AB  ;  ce  qui  ne 
souffrira  aucune  difîîcuJté  :  car  Taire  du  triangle 
BCF:=CG  X  BG  et  celle  du  triangle  BC/  =  i 
BG  X  G/;  doncTz  BCF  :  2  n  BC/:  :  ;z  ÇG  x  BG  : 
n  BG  X  C/  ::  CG  :  C/,  en  divisant  les  deux 
termes  du  second  rapport  par  n  BG,  ou  :  2  AF  : 
AB ,  en  doublant  les  deux  derniers  termes  BG 
et  C/;  donc  n  BCp  :  a  n  BC/  :  :  AF  :  AB. 
C.  Q.  F.  D. 

'  CokollaireL 

288.  Il  est  aisé  de  conclure  de-là  le  rapport 
de  la  surface  d'un  polygone  régulier  quelconque 
à  celle  d'un  autre  polygone  régulier,  inscrit  au 
même  cercle,  et  dont  le  nombre  des  côtés  seroit 
à  celui  des  côtés  du  premier  polygone  primitif, 
comme  un  quelconque  des  termes  de  la  progres- 
sion géométrique  double  2,  4,  8,  1 6,  02,  ^4 1 
laS,  etc.  est  à  Funité.  Car  désignant  par  BF^ 
B/,  B/'^  B/'^  etc.  les  côtés  de  ces  polygones 
réguliers ,  dont  celui  qui  a  BF  pour  côté ,  est  le 
polygone  primitif;  les  cordes  AF,  A/,  A/'j  Af\ 
etc-  seront  respectivement  les  cordes  de  supplé- 
ment des  angles  au  centre  de  chacun  de  ces 
nouveaux  polygones,  y  compris  le  premier;  et 
les  aires  de  ces  polygones  seront  respectivement 
nBCF,  2/2  BC/,  in  BC/,  8n  BC/%  etc.  et  par 
le  présent  théorème,  on  aura  ces  suites  de 
proportions 

/zBCF:  2rtBÇ/::  AF  :  AB. 
2  n  BC/:  4  n  BC/'  :  :  A/:  AB. 
4  n  BC/  :  8  n  BC/'  :  :  A/  :  AB. 
8  n  BCf  :  16  n  BC/'"  2  ;  A/'  :  AB. 
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Donc  i  en  multipliant  ces  ïnèmes  proportions 
deux  à  deux^  trois  à  trois,  quatre  a  quatre,  et 
ainsi  de  suite  ;  et  divisant  les  termes  du  premier 
rapport  par  les  quantités  qui  leur  sont  eommunesi 
on  aura 

n  BCF  :  a/i  fiC/:  :  AF  :  AB. 

aBCF  :  inBCf  ::  AF  x  A/:"ÂB 

•n  BCF  :  8/i  BC/'  :  :  AF  x  A/x  A/  :  AB\ 

etc^ 

c'est-à-dire  que  ta  surface  du  premier  poiygoné 
est  à  celle  dun  quelconque  de  ses  dérivés^  suivant 
la  progression  géométrique  double  ;  comme  le 
produit  de  toutes  les  cordes  de  supplément  des 
angles  au  centre  de  ces  dijférents  polygones ,  est 
à  une  puissance  du  diamètre  marqué  par  là 
nombre  des  polygones  qui  précèdent  ce  detnier^ 

CoROLXrAIRË      IL 

289.  Donc ,  si  Ton  cbnnoît  Faire  du  premier 
polygone  primitif,  et  les  cordes  AF,  A/,  A/^, 
Af^,  etc.  des  suppléments  des  angles  au  centre 
de  ces  polygones  successifs,  on  aura  celle  de  telle 
polygone  régulier  que  Ton  Voudra  à  Fégard  dû 
premier,  et  dont  le  nombre  des  côtés  est  à  celui 
des  côtés  du  premier  polygone,  comme  uû 
quelconque  des  termes  de  la  progression  géomé- 
trique' double'»  à  Fuilité,  Or,  comme  les  surfaces 
de  ces  polygones  approchent  d'autant  plus  de 
Faire  du  cercle  que  Te  nombre  de  leurs  côtés  est 
plus  grand  *,  on  voit  comment  on  p^urt  déduire 

def 
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Aeté  théorème  un  nombre  indétihî  de  manières 
d'approcher  de  la  quadrature  du  cercle. 

CôRÔlLAlAÈ       II L 

.  2o6i  Si  la  ligne  BF  est  égale  au  tàydn  dii 
fcercle  ;  ou  >  ce  qui  revient  au  même ,  si  le 
premier  polygone  est  un  hexagone  régulier,  le 
polygone  A  n  BC/  sera  un  dodécagone. régulier ^ 
inscrit  au  même  cercle.  AF  sera  \/37  et  lafc 
proportion  ri  BCF  :  a  n  BC/  :  :  AF  i  AB  devien- 
dra celle-ci ,  hexagone  :  dodécagone  i  :  y/Jl  2  ; 
mais  le  quarré  du  diamètre  est  à  la  surface  dé 
Thexagoné  régulier  :  :  4  •  I  v/57  donc,  en  multi- 
pliant ces  proportions  par  ordre ,  on  trouvera 
que  l'aire  au  dodécagone  régulier  est  rigoureuse- 
ment égale  aux  trois  quarts  du  quarré  circonscrit 
au  cercle,  ou  du  quaité  du  diamètre. 

Si  la  ligne  BF  ±=2  \/n  AF  sera  aussi  égale  à 
V^  et  Ton  trouvera,  par  un  raisonnement  sèm-^ 
blable  à  celui  qu'on  vient  de  faire,  que  l'aire  dé 
loctogone  régulier  est  au  quarré  du  diamètre 
ti  1  :  \/l^i 

Théorème    II  L 

291.  Ayant  inscrit  et  circonscrit  au  même 
cercle  deiii  polygones  réguliers  d'un  même  nàm-' 
bre  de  côtés  {Jtg.  lu  )>  si  l'on  lui  inscrit  uri 
nouveau  polygone  régulier  d^iin  nombre  dôubh 
de  câtés;  je  dis  que  l'aire  de  ce  polygone  iera 
moyenne  proportionnelle  géométrique,  i^tre 
celles  du  polygone  inscrit  çt  circonscrit  au  même 
eercle. 

O 


^10  ItÇOKS   DS    GioMimiM 

"      DiMONSTRATIOK. 

Soit  MCm  Tun  des  triangles  du  polygone 
inscrit  :  ayant  mené  par  le  point  M  la  tangente 
MT,  terminée  au  rayon  CA,  prolongé  en  T,  puis 
Mr=MT,  et  tiré  Ce  ;  il  est  évident  que  le  triangle 
TC^  sera  l'un  des  triangles  partie  aliquote  sem- 
blable du  polygone  circonscrit  au  cercle,  et  du 
même   nombre  de  côtés;  il   n'est   pas  moins 
évident ,  en  tirant  la  corde  AM ,  que  le  triangle 
ACM  sera  Tun  des  triangles  du  polygone  inscrit 
du  double  de  côtés»  Désignant  donc  par  n  le 
nombre   des  côtés   des    polygones    inscrits  et 
circonscrits  ;  à  cause  que  les  triangles  MCm  et 
TC^  valent  respectivement  a  MCP  et  a  MCT; 
il  est  visible  que  les  polygones  inscrits  et  circons- 
crits ,  ainsi  que  le  polygone  inscrit  d'un  nombre 
de  côtés  doubles,  auront  pour  expression  de 
leurs  surfaces  respectives ,  2  n  x  MCP ,  a  «  x 
MCT,  a  /zxMCA;  donc,  à  cause  que  ces 
quantités  ont  un  facteur  commun  a  n,  en  divisant 
chaque  terme  parce  facteur,  ces  surfaces  seront 
entre  elles  comme  les  triangles  MCP,  MCT» 
MCA;  mais  les  triangles  CMP,  CMA,  CMT, 
ayant»  tous  leur  sommet  au  même  point  M,  sont 
entre  eux  comme  leurs  bases  CP,  CA  et  CT»» 
Enfin,  à  cause  des  triangles  rectangles  semblables 
CPM  et  CMT  ,  CP  :  CM  :  :  CM  :  CT,  ou ,  en 
mettant  le  rayon  CA  pour  le  rayon  CM ,  CP  r 
CA  :  :  CA  :  CT  ;  donc ,  puisque  ces  lignes  sont 
entre  elles,  comme  le  polygone  inscrit,  le  poly^ 
gone  inscrit  d'un  nombre  double  de  côtés,  et 

la  polyipne  circonscrit  >  il  est  démontré  <p^ 


tû  sut/ace  moyenne  géométrique  entre  celles  dei 
polygQnes  inscrits  et  circonscrits  d'un  même 
nombre  de  câtés,  est  précisément  celle  du  poly*^ 
gone  inscrit  qui  a  le  double  de  côtés,  G.  Q.  F*  D*j 

S  c  H  o  L  î  fi» 

m 

1^1.  On  voit  par  ce  théorème  1  erreur  de  ceu* 
ijui  croient  trouver  la  quadrature  du  cercle ,  eil 
prenant  une  surface  moyenne  géométrique  entre 
telles  d^un  polygone  inscrit,  et  d'un  autre  poly* 
gone  circonscrit  au  même  cercle,  et  d'un  même 
nombre  de  côtés*  A  la  vérité ,  Terreur  est  d'au- 
tant moindre  que  le  nombre  des  côtés  de  ceô 
polygones  réguliers  est  plus  grand ,  et  de  plus 
cette  surface  est  toujours  moindre  que  celle  du 
cerde* 

TnioniME    IV. 

ipâ.  t)e  tous  hs  polygones  réguliers  qui  ont 
te  même  contour^  le  cercle  est  celui  qui  a  te  plu$ 
tfe  surface  (Jîg.  m  )• 

DiMONSfRATlOK» 

Soient  L/>  Nn  les  côtés  correspondants  de 
deux  polygones  réguliers  d'un  même  nombre  de 
côtés,  l'un  inscrit  et  l'autre  circonscrit  au  même 
cerclcv  II  est  visible  que  chacun  de  ces  côtés 
sera  une  partie  aliquote  semblable  du  polygone 
auquel  il  appartient ,  et  Tare  de  cercie  corres- 
pondant sera  une  même  partie  aliquote  de  sa 
circonférence^  et  par  conséquent  ce  que  l'ott 
démontrera  à  l'égard  de  ces  parties,  sera  égale- 
sien  t  vrai  pour  chaque  tout  auquel  il  se  rap^ 

Oi] 
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forte.  Cela  posé,  il  est  de  toute  éridence  qtt* 
arc  LB/  du  cercle  est  plus  grand  que  sa  corde 
L/,  et  plus  petit  que  la  tangente  N/z^  terminée 
aux  rayons  CL,  Cl  prolongés  autant  qu'il  est 
nécessaire  ;  donc,  si  Ton  veut  assigner  une  droite 
égale  au  même  arcLB/^  cette  ligne,  comme  Kh, 
sera  comprise  entre  les  droites  parallèles  LI,  Nn; 
et  si ,  sur  cette  ligne ,  on  construit  un  nouveau 
polygone  régulier  semblable  à  chacun  des  poly- 
gones inscrits  et  circonscrits  au  même  cercle,  Je 
contour  ou  périmètre  de  ce  nouveau  polygone 
sera  égal  à  la  circonférence  du  cercle;  donc,  le 
secteur  BLC/  et  le  triangle  HCA  seront  des 
parties  aliquotes  semblables  du  cercle,  et  du 
nouveau  polygone  qui  a  iipême  contour  que  le 
cercle.  Mais  il  est  de  toute  nécessité  que  Co^  qui 
mesure  la  hauteur  du  triangle  HCh,  soit  plus 
courte  que  le  rayon  CB,  hauteur  commune  à  tou9 
les  triangles  qui  forment  le  secteur  BLC/  ;  donc^ 
la,  surface  du  triangle  VLCh  est  nécessairement 
moindre  que  celle  du  secteur  qui  lui  répond  dans 
le  cercle  j  donc ,  le  pqjj^gone  régulier  isopérimetre 
au  cercle  est  aussi  nécessairement  moindre  que  le 
cercle  ;  ou ,  ce  qui  revient  au  même^  la  surface  du 
cercle  est  plus  grande  que  celle  d'aucun  polygone 
régulier  de  même  contour  que  lui,  quel, que  soit 
h  nombre  des  cotés  de  ce  polygone.  C  Q.  F.  D. 

CoKOLLAIRE, 

1294.  n  suit  de  ce  théorème  que  de  deux 
polygones  réguliers  de  même  contour,  celui  qui 
a  le  plus  de  côtés  est  le  plus  grand ,  puisque  plus 
il  aura  de  côtés ,  plus  il  approchera  au  cercle  qui 


/\ 
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est  le  plus  grand  de  tous  les  polygones  réguliers 
îsopé  rime  très.  Cette  vérité  peut  d'ailleurs  se 
démontrer  directement >  et  dune  manière  plus 
ligoureuse. 

S  c  H  o.  L  I  £. 

2^5.  Comme  on  a  souvent  besoin  dans  la 
pratique  de  rectifier  la  circonférence  entière,  ou 
quelques  unes  de  ses  parties,  je  ne  puis  terminer' 
ce. chapitre  sans  faire  connoître  quelques  unes 
des  constructions  géométriques  qui  donnent  avec 
beaucoup  de  précision  la  longueur  de  la  circon- 
férence d'un  cercle  dont  le  rayon  ou  le  diamètre 
sont  pris  pour  unité» 

P  R  £  M I  lOr  £    Construction; 


^A  trois  fois  le  diamètre ,  ajoutez  le  cinquième 
du  coté  du  quarré  inscrit  au  même  cercle,  la 
somme  sera  la  valeur  de  la  circonférence,  à 
moins  de  -^ du  rayon;  car  faisant  le  rayon  =^  x , 
le  côté' du  quarré  inscrit  est  ^/T=  i,4>42i3^ 
doBt  le  cinquième  est  0,^92842 ,  qui,  joint  aVec 
trois  fois  le  diamètre ,  donne  6,202842  pour  la 
circonférence  ;  donc,  si  le  diamètre  est  lui-même 
égal  à  1,  on  aura  3,i4M2i  au  lieu  de  3^14159^ 
qu'elle  devroît  être  par  le  rapport  de  Ludoipke.. 

Seconde     Construction.. 

Ayant  élevé  ,à  Vextrémité  du  diamètre  une 
Ugne  égale  à  trois  fois  le  rayon,  et  à  l'autre 
extrémité  du  même  diamètre  la- tangente  de  3o%' 
joignez  les  extrémités  de  ces  deux  lignes,  et  vous 
aurez  une  ligne  à-pou-prè^  égale  à  la  demi-circor^. 

Qui 
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férence.  Car,  d'après  cette  construction,  la  l^e^ 
idnsi  trouvée,  sera  l'hypoténuse  d'un  triangle 
rectangle  dont  un  des  cotés  est  le  diamètre,  et 
dont  Pautre  côté  est  l'excès  du  triple  du  rayon 
sur  là  tangente  de  3o°.  Or,  il  est  facile  do 
calculer  cette  hypoténuse  comme  il  suit  s  le  rayon 

étant  égal  à  l'unité ,  k  tangente  de  3o^  sera  -^7=  \ 

donc  la  différence  du  triple  du  rayon  à  cette 

même  ligne  sera  3  — ^  y^r»  dont  le  quarre  est 

9  i  —  2  v/3^  ajoutant  le  quarré  du  diamètre,  on 
a  i3  î  -— '  2  v/3r  Calculant  la  racine  de  3  à  un 
millionienfe  d'unité  près,  elle  est  de  i, 782050} 
donc,  2  v/3  =  3,464100.  J^ranchons  cette 
quantité  de  i3  î  ==  1 3,  33^33,  on  aura 
9,869233  pour  le  quarré  de  la  ligne  que  nous 
disons  égale  à  la  demi-circonférence.  En  effet,  la 
racine  de  ce  nombre  est  3, 141 53  qui  ne  diffère 
q^6  ^G  Tsé;?  ou  de  -53355- ,  erreur  insensible  dans 
la  pratique.  Cette  construction  est  due  au  père 
JColkanski,  Jésuite  polonois ,  et  Tune  des  plus 
heureuses  par  sa  simplicité, 

M.  Viete  a  donné  une  autre  construction 
géométrique  de  la  circonférence  du  cercle  par  la 
division  d'une  ligne  en  moyenne  et  e:(trême 
raison.  Voici  la  règle  qu'il  donne^  Faites  la 
proportion  ;  commç  le  petit  segment  d'une  ligne 
quelconque  divisée,  suivant  cette  condition,  est 
à  cette  ligne  entière ,  ainsi  le  diamètre  est  à  un 
quatrième  terme  qui  sera  les  Ide  la  circonférence, 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  divisez  le  quarré  du 
diamètre  par  le  petit  segment  du  même  diamètre 
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diHsé  en  moyenne  et  extrême  rayon  ;  le  quotient 
sera  les  \  de  circonférence  du  cercle  qui  auroit 
cette  même  ligne  pour  diamètre. 

En  effet,  désignant  le  diamètre  par  Funîté^ 
son  petit  segment^  après  Tavoir  divisé  eu 
moyenne  et  extrême  raison ,  sera  très  exacte- 
ment de  0,3819665;  divisant  le  quarré  de  Tunîté 
par  cette  ligne,  on  aura  au  quotient  2,6i8o3, 
dont  le  cinquiemer  0,5^360  »  qui^  joint  avec  le 
mêm«  quotient,  donne  3ji4i63  au  lieu  de 
3,14159;  de  manière  que  Tetreur  esi  à-peu-près 
de  -55550-*"*  du  diamètre. 

On  peut  voir  dans  les  ouvrages  de  M. 
Huygens  d^autres  ratifications  très  heureuses  de 
k  circonférence  entière  et  de  ses  différentes 
parties  :  on  en'  trouvera  le  détail  dans  le  livre 
déjà  cité  des  recherches  sur  la  quadrature  du 
cercle  par  M.  Montucla.  Nous  avons  déjà  donné 
un  moyen  de  vérifier  toutes  ces  méthodes  d'ap- 
proximations, enlessoumettantau  calcul,  etcom- 
parantle  résultat  avec  le  module  3, 141 59265389^ 


Oîv 
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CHAPITRE     ^l 

pu  rapport  des  surfaces  en  général  ^  et  e/j 
particulier  dç  celui  des  figures  serphlahles ^ 
usage  de  cette  théorie  po\ir  la  multiplication 
çù  la  division  des  surfaces  par  tels  nombres  (fue 
l'on  voudra;  construction  de  la  ligne  des  plans 
du  compas  de  proportion  j  soit  par  la  géomé- 
(rie  y  soit  par  le  "  calcul;  application  de  ceS: 
principes  au  dessin  des  plans  et  ççi^tes  ,  de 
quelque,  espèce  quelles  puissent  être;  solutiou^ 
de  divers  problèmes  qui  ont  rapport  à  lagéo-. 
désie ,  ou  division  des  champs;  détermination 
de  Faire  du  triangle  par  la  connoissance  de 
ses  cotçs^  ainsi  que  du  rayon  du  cercle  ctrconS:\ 
çrit  au  m^rp.e  triangle. 

TliéORiME      L 

1296.  JL/Eux  triangles  BAC,  DAF  {Jig.  xi^K 
qui  ont  un  angle  commun  en  h,  sont  entre  ewç 
comrae  les  produits  des  cotés  qui  rçnfernient  cet 
angle. 

DBMONSTltATIO.  N» 

•  •  •  • 

Soit  tirée  la  Kgnç  ponctuée  CD;  les  tnançle^ 
ACB ,  ACD ,  ayant  leur  SQmmet  au  mê^e  pomt^ 
çt  par  conséquent  même  hauteur  ^  seront  entra 
eux  comme  ^Qurs  boises  AB ,  AD  ;  cç  Qui  dçiinti 
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)a  proportion  ACB  :  ACD  :  :  AB  :  AD  ;  coiisidé-t 
rant  maintenant  le  triangle  ACD ,  comme  s'il 
gvoit  son  sofnmet  ep  D,  et  Ip  comparant  au 
triangle  ADF,  on  verra  que  ces  triangles  ayanÇ 
même  hauteur,  seront  entre  eux  comme  leurs 
bases  ;  ce  qui  donne  ADC  :  ADF  :i  AC  :  AF; 
donc  en  multipliant  ces  deux  proportions ,  termes 
par  termes,  et  divisant  les  deux  termiôs  du  pre-» 
mier  rapport  par  ACD,  on  aura  ACB  :  ADF  ou 
BAC  :  DAF  ::  AB  x  AC  :  AD  x  AF  ;  d'où  U  suit 
que  deux  triangles  quelconques ,  qui  ont  un 
angle  commun ,  sont  comme  les  produits  deê 
cotés  gui  contiennent  cet  angle.  C.  Q.  F.  E), 

Corollaire     L 

397.  Si  l'on  prend  sur  AB,  prolongé  vers  A, 
une  partie  Ab  =  AB ,  et  si  l'on  tire.Cô^  le  trian-? 
gle  ACb  sera  égal  au  triangle  ACB,  puisqu'ils 
ont  même  base  et  même  hauteur;  donc,  ce  nou- 
veau triangle  aura  le  même  rapport  avec  DAF 
que  le  premier.  Ce  qui  donnera  bAC  t  DAF  :: 
Ab  X  AC  :  AD  x  AF  ;  d'où  il  suit  que  deux 
triangles  qui  ont  des  angles  j  suppléments  F  un 
de  Vautre^  sont  comme  les  produits  des  cotés  qui 
Xe nier  ment  ces  angles. 

CaRoi^LArRB     IL 

298.  Comme  un  triangle  est  toujours  la  moitié 
4^un  parallélogramme  de  même  base  et  de  même 
Jiauteur ,  et  que  d'ailleurs  les  moitiés  sont  entre 
elles  comme  les  tous  ;  il  suit  du  théorème  pré- 
sent que  deux  parallélogrammes  qui  ont  des 
^ngles  é^aux^  ou  suppléments  l'un  de  Vautre,: 
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êont  entre  eux  comme  les  produits  des  côtés  qid 
xenferment  ces  angles. 

CoROLtAlRB      IIL 

app.  Donc ,  deux  triangles  ou  deux  paraltéîo^ 
grammes  sont  égaux  en  surfaces  lorsqu'ils  on$ 
des  angles  égaux  ou  suppléments  l'un  de  l'autre 
compris  entre  côtés  réciproques^  Car  alors  les 
proauîts,  qui  expriment  les  rapports  de  cea 
triangles  ou  parallélogramniesV  sont  égaux,  en 
tant  que  Tun  est  le  produit' des  extrêmes  ou 
des  moyens  d'une  même  pfoportion,  dont  l'autre 
e3t  le  produit  des  moyens  ou  des  extrêmes^ 

Corollaire    IV* 

« 

3oo.  Si  Ton  suppose  que  la  ligne  BC  soît 
parallèle  à  la  ligne  DF ,  alors  les  triangles  BAC  ^ 
DAF  sont  semblables,  et  sont  toujours  entre 
eux  œmme  AB  x  AC  :  AD  x  AF ,  à  cause  de 
Tangle  A  qui  leur  est  commun;  mais  à  cause  des 
parallèles ,  BC ,  DF ,  on  a 

AC  :  AF  :  :  AB  :  AD  y  et  d'ailleurs  on  a  toujours 
AB  :  AD  :  :  AB  :  AD;  donc,  en  multipliant  ces 
deux  proportions  par  ordre  »  on  aura  AB  x  AC  : 

AD  X  AF  :  :  AB  :  AD ,  et  parceque  les  triangles 
semblables  ont  leurs  côtés  homologues  propor- 
tionnels ,  ce  qui  donne  AB  :  AD  :  :  AC  :  AF  :  : 

BC  :  DF  ;  on  aura  aussi  AB  :  AD  :    AC  :  AF  s  : 

BC  :  DF  ;  donc ,  puisque  nos  deux  triangles  BAC ,. 
DAF  sont  entre  eux  comme  les  produits  AB  x  AC ,, 
AD  X  AF ,  et  que  ces  mêmes  produits  sont  commoi 
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les  quarrés  des  côlés  homologues ,  il  s'ensuit  que 
hs  aires  de  deux  triangles  semblables  sont  entr^ 
elle^  comme  les  quarrés. de  leurs  côtés  homologues^ 

S  C  H.0  LIE» 

Soi,  On  voit  que  si  les  tnangles  iAC,  DAF, 
qui  ont  des  angles,  suppléments  l'un  de  l'autre,* 
sont  d'ailleurs  compris  entre  côtés  proportionnels:,  ' 
ils  seront  entre  eux  comme  les  quarrés  de  ces 
mêmes  côtés  proportionnels,  sans  qu'ils  soient 
semblables  :  ainsi ,  de  ce  que  deux  triangles 
seroient  entre  eux  comme  les  quarrés  de  quelques 
uns  de  leufs  côtés ,  il  ne  s'ensuit  pas  qu'us  soient 
semblables, 

Thiâorême     IL' 

3o2.  Deux  polygones  irréguliers  quelconques 
semblables  ABCDEF,  abcdef{fig^  ii3),  sont 
entre  eux  pour  leurs  surfaces ,  comme  les  quar-^ 
tés  de  leurs  côtés  homologues;  ou  comme  les 
quarrés  des  diagonales  menées  par  deux  angles: 
égaux  de  ces  polygones;  ou  enfin  comme  les 
quarrés  de  toutes  les  lignes  homologues  de  cçs 
mêmes  figures^ 

DEMONSTRATION, 

On  a  fait  voir  (  n^  228  )  que  si  par  deux  points 
G  9  g,  semblablement  placés  aurdedans  de  deux 
olygones  semblables,  on  mené  des  lignes  droites 
tous  Jes  angles  correspondants  de  ces  mêmes 
polygones ,  elles  les  diviseront  en  un  même  nom- 
bre de  triangles  semblables  \  et  parceque  ces 
triangles  sont  entre  etyc  comme  les  quarrés  de 


i 
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leurs  côtés  homologues ,  on  aura  ces  deux  snîtei 

de  proportionnelles 

AGB  :  BGC  :  CGD  :  DGE  :  EGF  :  FGA  rr o^^fi 

J^c  :  c^  :  dge  :  cgf:/gcu::  AB  :  aÂ  ::  RC  ;  ^c  :t 

*- — ^  -^  • 

GA:  ga,  etc.  ;  donc,  puisque,  dans  deux  séries 

*de  quantités  proportionnelles,  la  somme  des  aih- 
técédents  est  à  celle  des  conséquents ,  comme 
un  antécédent  est  à  son  conséquent ,  on  aura  la 
wmme  de  tous  les  premiers  triangles,  (m  le  poly- 
gone ABCDEF  est  à  celle  de-  tous  les  seconds 
triangle^,  ou  le  polygone  abcde/j  comme  ABC  i 

abc  ::  AB  :  ab  ::  GA  :  ga,  c^est-à-cfire  que  les 
aires  de  deucç  polygones  semblables  sont  entrer 
elles  y  comme  les  q narrés  de  deux  côtés  corres- 
pondants quelconques  j  ou  comme  tes  qtuirrés 
des  lignes  tirées  par  des  points  semblàblement 
placés  dans  ces  polygones  y  et  terminées  à  ces 
-mêmes  points  ;  en  un  mot,  comme  les  quarrês. 
de  toutes  les  lignes  homologues  de  ces  figures-^ 
€•  Q.  F.  D. 

Corollaire     L 

3o3.  Si  les  polygones  semblables  sont  régu>* 
Kers,  le  théorème  n'en  sera  pas  moins  vrai  dan& 
toutes  ses  parties;  il  le  sera  encore  égalfement.^ 
quel  que  soit  le-  nombre  des  côtés  de  ces  poly- 
gones réguliers  semblables;  donc,  il-  aura  encore* 
neu  si  le  nombre  de  ces  côtés  est  infini;  d'où  il 
suit  que  les. cercles,  considérés  comme  des  poly- 
gones réguliers  semblables  d'un  nombre  infini  de- 
côtés  ,  sorift  entre  eux  pour  leurs  surfaces  comm^ 
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/ej  quafrés  de  leurs  rayons,  comme  les  quarrés 
âe  leurs  diamètres,  ou  comme  les  quarrés  des 
cotdes  d'un  même  nombre  de  degtés,  ou  encotâ 
comme  les  quarrés  de  leurs  circonférences,  ou 
enfin  comme  ceux  des  arcs  d'un  même  nombre  de 
degrés. 

COROLLAI  R'B      I  L 

304.  Puisque  les  aires  des  figures  semblables 
sont  entre  elles  coinme  les  quarrés  des  côtés 
ou  lignes  homologues,  et  que  ces  mêmes  quarrés 
sont  entre  eux  comme  les  cercles  dont  ces  côtéâ 
homologues  «eroient  leâ  rayons  ouïes  diamètre j  ; 
il  s'ensuit  que  les  aires  de  dijfétents  cercles  sont 
entre  elles  comme  les  figures  semblables ,  faites 
sur  leurs  rayons.  Ou  leurs  diamètres,  ou  leurs 
cordes  dun  même  nombre  de  degrés.  Ce  corollaire 
sert  de  base  à  l'addition  et  à  la  soustraction  des 
figures  semblables  de  tant  de  côtés  que  l'on  vou* 
dra ,  régulteres  ou  îrrégulieres.  Il  sert  également 
à  trouver  des  figures  qui  aient  avec  d'autres  des 
rapporta  déterminés  quelconques,  à  quoi  se 
réduit  la  multiplication  ou  division  des  surfaces.] 

S  c  H  o  L  1  E, 

305.  On  tire  encore  de  ce  théorème  une 
nouvelle  démonstration  de  la  47*"*'  d'Euclide.  Sî 
Ton  se  rappelle  qu'une  perpendiculaire  DF; 
abaissée  du  sommet  d'un  triangle  rectangle  AFB 
{fig.  102  )  sur  sa  base  AB,  le  divise  en  deux 
triangles  aussi  rectangles  semblables  entre  eux 
et  au  gr^nd  triangle;  et  oue  nous  venons  de 
4é2)iontrer  que.  les  triangles  semblables  sont 
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<X)mme  les  quarrés  de  leurs  côtés  homologuer  i 


'± 


on  ayra  ADB  :  AFD  t  DFB  :  t  AB  i  AD  i  BDj 
donc^  puisque  je  premier  triangle  vaut  à  lui  seul 
les  deux  autres,  le  premier  quarré  sera  aussi 
égal  à  la  somme  des  deux  autres»  Passons  à  la 
résolution  de  quelques  problêmes  qui  dépendent 
des  principes  que  nous  venons  de  aévelopper* 

Problâms    L 

3o6.  Etant  données  plusieurs  lignes  M ,  N  ^  0 
pour  les  cotés  homologues  de  plusieurs  figures 
semblables  ;  trouver  le  côté  correspondant  d'une 
nouvelle  figure  égale  à  celles-ci  prises  ensemble* 
{fig.  ii40» 

SoLUTIOK« 

Puisque  les  égures  semblables  sont  entre  elles 
comme  les  quarrés  de  leurs  côtés  homologues  « 
îi  est  visible  que  tout  se  réduit  à  trou;/er  le  côté 
d^un  quarré  égal  à  lui  seul  aux  différents  quarrés 
construits  sur  les  lignes  données*  Celgi  posé, 
ayant  fait  un  angle  droit  GAL,  dont  les  côtés 
soient  d'une  longueur  indéfinie,  sur  chacun  de" 
ces  côtés,  on  prendra  des  parties  AC,  AB 
respectivement  égales  aux  deux  premières  lignes 
données  M ,  N  ;  ensuite  on  portera  l'hypoténuse 
BC  dé  A  en  D,  et  Ton  prendra  sur  AL,  AF, 
égale  à  la  troisième  ligne  donnée  O.;  et  la  ligne- 
DF  sera  celle  qui  satisfait  à  la  question ,  comme 
il  est  évident  à  cause  des  triangles  rectangles 

BAC ,  DAF  ;  dont ,  le  dernier  donne  DF  =:  AD 

^  AF  =  AB  -h  AC  4-  AF,  à  cause  du  premier 


V 


dans  lequel  on  a  BC  ou  AD  (  constnu  )  =9 
ABh-AC.  C.  Q.  F.  T.etD. 

S  C  H  O  L  I  E. 

307.  Si  la' valeur  des  lignes  M,  N,  O  étoît 
exprimée  en  nombres,  et  que  Ton  demandât  aussi 
en  nombres  le  côté  d'une  figure  égale  aux  trois 
figures  construites  sur  les  lignes  données  M,  N^' 
O;  on  feroit  la  somme  des  quarrés  des  nombres 
qui  désignent*  ces  mêmes  lignes ,  et  la  racine  de 
cette  somme  seroit  le  nombre  de  parties  d^une 
même  échelle  que  doit  contenir  la  lime  deman^ 
dée.  Supposons,  par  exemple,  quon  voulût 
résoudre  la  question  suivante. 

On  a  trois  bassins  circulaires  de  même  profond 
deur  dont  les  rayons  sont  entre  eux,  comme  les 
nombres  7,  11,  i5\  on  demande  le  rayon  d'un 
bassin  de  même  profondeur  qui  contienne  autans 
deau  que  les  trois  autres  réunis. 

Ajoutez  les  auarrés  de  ces  trois  nombres,  e^ 
de  leur  somme  0()5 ,  tirez  la  racine  à  -~-  d'unité 
près,  cette  racine  sera  le  rayon  du  cercle  qui 
satisfait  à  la  question. 

On  s'y  prendroit  de  même  s'il  s'agissoit  de 
trouver  une  figure  égale  à  la  différence  de  deux 
figures  semblables  données.  Ainsi,  pour  avoir 
le  rayon  d'un  cercle  égal  à  la  différence  des 
deux  cercles,  dont  CB  et  CP  sont  les  rayons 
{  fig.  111  y  bis  ),  ayant  élevé  par  le  point  P 
l'ordonnée  PM,  terminée  à  la  circonférence  du 
plus  grand  des  deux  cercles ,  cette  ligne  sera  le 
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tayon  du  cercle  demandé;  car  à  cause  dii 
irîangîe  rectangle  CPM ,  on  à  CM  =  CP  -h  PM  ; 
donc ,  en  ôtant  CP  de  chaque  membre ,  on  aura 


ti       fc^— a 


CM  —  CP  =±:  PM ,  ou  à  cause  que  les  cèrdes 
sont  cdmme  les  quarrés  de  leurs  rayons^  et  que 
CM=  CB,  cer.¥M  =  cen  Ck  —  cer.  CP.  On 
¥0Jt  donc  comment  il  Êiut  s  y  prendre  pour 
calculer  la  surface  de  la  mardelle  d'un  puits ,  qui 
Il 'est  autre  chose  que  la  différence  de  deux 
cercles  concentriques  dont  les  rayons  sont  tou- 
jours donnés.  S  il  est  question  de  cuber  la 
maçonnerie  de  ce  puits  sur  telle  profondeur  que 
Ton  voudra  4  il  n  y  aura  qu'à  multiplier  cette 
surface  par  le  nombre  de  toises ,  pieds  et  pouces 
qui  expriment  cette  profondeur. 

Problème    IL 

3o8.  Troui^er  une  figure  semblable  à  une  autre 
d*especç  donnée,  et  qui  ait  avec  elle  un  rapport 
déterminé {fig.  ix5)i 

Analyse    e*    Solution'^ 

,  Soit  m  :  /z  le  rapport  de  la  figure  demandée  4 
la  figure  proposée  ;  et  soiÈ  AB  la  ligne  ou  le  côté 
connu  de  la  figure  donnée ,  dont  on  demande  le 
côté  correspondant  et  inconnu  r  que  nous  suppo- 
serons égal  à  AG.  Puisque  les  figures  semblables 
sont  toutes  entre  elles  comme  les  quarrés  de 
leurs  côtés  homologues  y  et  qjue  ces  mêmes  figures 
sont  aussi  par  Tbypothese  dans  le  rapport  de  m 

k 
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i 7Z ,  îl  s'ensuit  que  Ton  aura  m:  ni:  AG  :  AB ; 

donc  AG=  «  AB;  et  si  l'on  met  celte  égalité 

en  proportion,  on  aura  AB  :  AG  ::  AG  :  '^ — ; 

d'où  il  suit  que  la  ligne  inconnue  AG  est  moyenne 
proportionnelle  entre  la  ligné  donnée  AB  et  une 

fil  AU 

autre  ligne  exprimée  par  -^  ;  c'est-à-dire  qui 

seroit  avec  la  ligne  donnée  AB  dans  le  rapport 
donné.  Ainsi,  assignant  cette  moyenne  propor- 
tionnelle ,  le  problême  est  résolu  géométrique- 
ment. C.  Q.  F.  T.  et  D. 

COROLLAIRB       I. 

809.  Si  l'on  veut  résoudre  le  même  problême 
arithmétiquement ,  l'équation  AG7=  îlM  donne  9 

n 

en  tirant  la  racine  de  chaque  membre,  AG  = 

AB  t/^  ;  d'où  il  suit  qu'il  n'y  a  qu'à  multiplier 

la  ligne  donnée  AB  par  la  racine  quarrée  du  rap- 
port ,  et  le  produit  sera  la  valeur  de  la  ligne 
cherchée  mesurée'  sur  une  même  échelle  de 
parties  égales.  Si ,  par  exemple ,  on  me  deman- 
doit  de  trouver  le  rayon  d'un  cercle  qui  fiit  à 
un  autre  d'un  rayon  donné  de  i5  pieds,  dans  la 
raison  <le  9  à  5  ;  je  multipllerois  le  nombre  1 5 
par  la  racine  de  la  fraction  | ,  calculée  à  un  dix 
millième  d'unité  près ,  et  l'on  auroit,  pour  la  va- 
leur du  rayon  demandé ,  20, 1 246  =  20**  1  p*"  5  ^. 

Corollaire    IL 

3io.  On  voit  donc  que  ce  qui  se  fait  géométrique* 
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méat  p»  les  moyennes  proportionnelles  s^3perç 
numériquement  parles  racines  quarrées.  Si,  dans 
le  rapport  4onné  de  mkn,  Tanlécédent  est  sup- 
posé plus  grand  que  le  conséquent ,  le  problème 
lait  trouver  une  f^ure  pluscrande  que  la  propo- 
sée ^  et  l'opération  revient  à  une  mulliplication , 
prise  dans  Tidée  attachée  au  mot  qui  exprime 
cette  même  opération.  Si  au  contraire  l^mté? 
cèdent  est  plus  petit  que  son  conséquent,  la  so- 
lution fait  trouver  une. figure  plus  petite  que  la 
figure  proposée,'  et  Ton  a  fait  une  véritable  di- 
vision ,  suivant  l'acception  ordinaire  de  ce  terme. 
On  voit  donc  que  ces  deux  opérations  se  font 
absolument  dé  la  même  manière ,  soit  géométri- 

auement ,  soit  numériquement  ;  et  c'est  ce  qui 
oit  être  I  si  Ton  fait  bien  attention  que  la  mulu* 
pUcadon  comme  la  division  ri  ont  pas  Vautre  biU 
ni  (T autre  effet  que  d* assigner  une  quantité  qui 
soit  à  une  autre  dans  une  raison  donnée. 

Corollaire     IIL 

'  3i  1.  Si  les  termes  du  rapport  donné  de  m  à  ;»| 
ne  sont  pas  des  quarrés  parfaits,  ou  s'il  n'y  en 
a  qu'un  des  deux  ;  il  sera  impossible  à  l'aritlimé- 
tique  d'assigner  rigoureusement  le  côté  de  la 
figure  demandée ,  tandis  que  la  géométrie  pourra 
toujours  le  déterminer  exactement  par  une 
moyenne  proportionnelle  ;  ce  qui  nous  a  fait 
4ire  ci-dessus  que  la  jgéQmétrie  donne  la  valeur 
précise  des  racines  de  tous  les  nombres  proposés** 

CORQLLAXRB     IV. 

dii.  On  vQÎt  encore  que  la  solution  du  pro« 
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blême  précédent  nous  met  en  état  de  construire 

^i  ,   i/ bAB  ^ 

V  »  -^^  t  etc.  ou  leurs  égales  AB  y  s 9  ABys  9 

AB  %/ - ,  etc.  On  construîroit  aussi  de  la  même 

manière  et  avec  la  même  facilité  des  expressions 
plus  compliquées ,   telles ,  par  exemple  9  que 

y/ (f  AB  ±:  ^  AD  ),  en  combinant  la  dernière 
construction  avec  celles  qui  dépendent  du  trian* 
gle  rectangle»  Ces  sortes  de  constructions  sont 
d^un  usage  continuel  dans  la  solution  des  pro* 
blêmes  de  géométrie  élémentaire ,  et  font  près* 
que  toute  Fadresse  de  Tapplication  de  Falgebro 
à  la  géométrie  pour  la  résolution  des  problèmes 
du  second  degré. 

S  c  H  o  L  I  E. 

3i3.  C^est  encore  sur  les  principes  que  nous 
venons  d'exposer  qu'est  fondée  la  construction 
de  la  ligne  des  plans  sur  le  compas  de  propor- 
tion, comme  sur  le  pantographe.  Ces  lignes  ser* 
vent  à  trouver  sur  le  champ  les  côtés  homologues 
de  figures,  ou  de. plans  qui  soient  à. d autres 
dans  des  rapports  donnés,  avec  la  condition  de 
leur  être  semolables.  Pour  vérifier  ces  sortes  de 
lignes,  il  faut  supposer  la  ligne  prise  pour  unité 
divisée  en  uh  très  grand  nombre  de  parties  égales , 
comme  par  exemple  en  1000  ou  10000,  et 
chercher  par  le  calcul  les  racines  de  tous  les 
nombres  qui  expriment  les  rapports  demandés; 
ces  raqnes  portées  sur  la  4igne  des  pl^ns  serpnt 
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les  côtés  homologues  des  figures  qui  auront,  à  la 
figure  fiiite  sur  la  ligne  prise  pour  unité,  les 
rapports  demandés.  On  voit  donc  tout  d'un  coup 
que  les  lignes  qui  répondent  aux  points  4,  9, 
16,  25,  06,  49»  <^4i  81  Çt  100,  doivent  avoir 
lour  expressions  les  nombres  2 ,  3,  4 9  5,  6,  7 , 
>,  9,  et  10.  Appliquons  ceci  à  un  exemple. 

Supposons  que  la  ligne  AB  soit  le  rayon  d'un 
cercle  donné ,  et  que  1  on  demande  de  trouver . 
par  le  compas  de  proportion  le  rayon  d'un  cercle 
qui  soit  à  celui-ci  dans  la  raison  de  cinq  à  sept. 
J'ouvrirai  le  compas  de  proportion  de  manière 
que  la  distance  des  points  7,  sur  chaque  ligne^des 
plans,  soit  égale  à  la  ligne  donnée  AB;  le  compas 
restant  dans  cette  ouverture,  si  l'on  prend  avec 
le  compas  ordinaire  la  distance  des  points  5  sur  . 
la  même  ligne^  elle  sera  le  rayon  du  cerclé 
demandé.  On  opéreroit  de  même  pour  toute 
autre  figure,  et  pour  tout  autre  rapport.  On  voit 
encore  que  cette  même  opération  peut  servira 
extraire  des  racines  quarrées ,  même  des  nom- 
bres qui  ne  sont  pas  des  quarrés  parfaits. 

Enhn  pour  mettre  les  commençants  à  portée 
de  mieux  vérifier  ces  mêmes  lignes ,  on  trouvera 
à  la  fin  dé  cet  ouvrage  une  table  des  racines 
quarrées  des  cent  premiers  nombres  naturels, 
calculées  à  sept  décimales. 

Problême    III. 

814.  Une  figure  quelcontfue  ABCDEF  et  un 
.point  a  sur  le  même  plan  étant  donnés,  mener 
parce  point  une  figure  semblable  à  la  proposée^ 
et  qui  ait  avec  elle  une  raison  donnée. 
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S  o  L  y  T  I  d  N. 

Les  Egures  semblables  ayant  tous  leurs  angles 
égaux,  et  leurs  côtés  proportionnels,  il  est  visible 
que-  chaque  côté  du  polygone  cherché  doit  être 
parallèle  à  celui  qui  lyi  répond  dans* le  polygone 
proposé,  et  doit  être  égal  à  ce  côté  multiplié  par 
la  racine  quarrée  du  rapport  qui  doit  se  trouver 
entre  les  polygones  donné  et  demandé  (  n^  809  ). 
Il  n'y  a  donc  qu'à  chercher  par  le  problême 
précédent  la  ligne  ab  correspondante  a  la  ligne 
AB,  et  telle  que  le  polygone  dont  elle  sera  le 
côté  homologue,  ait  au  polygone  ABCDEF  le 
rapport  demandé;  puis  ayant  tiré  ,  par  les  extré- 
mités de  cette  ligne  et  les  angles  A  et  B  du  poly- 
gone proposé,  les  ligpyes  Aa^  B6  qui  se  coupent 
en  G  ;  de  ce  point  on  mènera  à  tous  ces  angles  les 
diagonales  GC,  GD,  GF,  etc.  et  Ton  tirera  des 
parallèles  à  tous  les  côtés  qui  détermineront  la 
figure  cherchée;  puisque  ces  deux  polygones  se 
trouveront  composés  d'un  même  nombre  de 
triangles  semblables.  €•  Q.  F.  T.  etD. 

Problême    IV. 

3i5.  Transformer  un  triangle  MNO  (fig.  116) 
en  un  autre  triangle  ^ui  lui  soit  égal  en  surface , 
et  qui  soit  semblable  à  un  triangle  donné  BAC, 

Solution. 

Je  prends  d'abord  sur  ABuné'  ligne  AG  égale  à 
la  base  MO  du  triangle  MNO  ;  ensuite  je  cherche 
$ur  le  côté  AC  un  point  P  qui  soit  aussi  élevé  sur 

P  ii j 
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AG,  que  le  point  NTest  sur  MO;  et  je  tîre  DG. 
Si  cette  ligne   se   trouvoit  parallèle  à  BÇ,  le 
problème  seroit  résolu  ;  puisque  le  triangle  ÀDG 
est  par  construction  égal  au  tnangle  MNO,  et  qu'il 
seroit  semblable  au  triangle  BAC.  Supposons, 
comme  cela  est  en  effet,  que  la  ligne  DG  n'est 
as  parallèle  à  la  ligne  CB ,  et  tirons  par  le  point 
i  la  ligne  DF  parallèle  à  cette  même  droite  ;  il 
est  -^risiole  que  le  triangle  ADF  est  plus  grand 
que  le  triangle  ADG,  et  par  conséquent  aussi 
plus  grand  que  le  triangle  demandé.  Ce  triancle 
aura  aonc  une  base  plus  grande  que  AG,  et  plus 
petite  que  AF.  Supposons  que  cette  base  soit  la 
ligne  AL,  et  menons  IL  parallèle  à  DF.  Les 
triangles  ADG,  ALI,  ont  visiblement  Tangle  en 
A  commun ,  et  doivent  être  ^aux  ;  donc  ils  auront 
les  côtés  réciproques   alentour  de  Tangle  égal 
(.n°.  258),  et  donneront  AG  :  AL  ::  AI  :  AD; 
mais  à  cause  des  parallèles  LI,  DF,  on  aura  AI  : 
AD  ::   AL  :  AF;  donc,,  puisque  la  suite  des 
rapports  égaux  n  a^pas  été  interrompue ,  on  aura 
AG  :  AL  :  :  AL  :  AF  ;  d'où  il  suit  que  la  ligne 
AL  doit  être  moyenne  proportionnelle  entre  AG 
et  AF  ;  et  par  conséquent  le  problême  est  résolu , 
puisque  par  cette  construction  les  triangles  ADG, 
AIL  auront  un  angle  égal  compris  entre  côtés 
réciproques,  et  seront  par  conséouent  égaux; 
mais  le  triangle  ADG  est  égal  à  MNO  ;  donc  aussi 
AIL  sera  égal  à  MNO,  et  serablabie  à  BAC,  à 
cause  des  parallèles  BC ,  IL.  C.  Q.  F.  T,  et  D. 

S  c  H  O  L  I  E* 

.    3x6.  On  s'y  ptendrok  de  la  toéme  manière 
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pour  transformer  un  triangle  en  une  figure 
quelconque  semblable  à  une  figure  proposée;  en 
réduisant  d^abord  la  figure  donnée  en  un  triangle 
qui  lui  fiât  égal  en  surface  (parle  n^  i45)i  puis 
cherchant  un  triangle  sembkbîe  à  celui-ci ,  égal 
au  triangle  donné,  et  réduisant  ce  triangle  en  un 
polygone  semblable  au  premier  polygone ,  par  des 
lignes  diagonales,  et  aes  lignes  parallèles.  Si  le 
polygone  est  régulier,  l'opération  sera  encore 
plus  facile ,  et  se  déduira  immédiatement  de  la 
dernière  solution,  et  des  propriétés  générales  des 
polygones  réguliers.  Nous  laisserons  aux  com* 
luencants  le  plaisir  de  trouver  par  eux-mêmes  le$ 
solutions  de  ces  problêmes. 

Problème     V. 

« 

317.  Diviser  une  ligne  donnée  AB  {^.  117/ 

pL  S)  en  tel  nombre  de  parties  (j/ue  ton  l?oudra, 

dont  les  quarrés  soient  entre  eux  dans  une  raison 

donnée.  o        ^  •' 

Solution. 

Supposons  qu'il  s'agisse  de  partaser  la  ligne 
donnée  AB  '  en  trois  parties ,  aont  les  quarrés 
soient  entre  eux  comme  les  lignes  MP,  MQ,  MN. 
Il  est  visible  que  tout  se  réduit  à  trouver  des 
lignes  dont  les  quarrés  soient  entre  eux  dans  les 
raisons  données ,  et  ensuite  à  partager  la  ligne 
AB  dans  le  rapport  de  ces  mêmes  lignes ,  ce  qui 
fournit  tout  d'un  coup  cette  construction. 

Sur  la  plus  fîrande  MN  des  lignes  données , 
soit  décrit  un  demi-cercle ,  et  par  les  points  P , 
Q,  ayant  élevé  les  ordonnées  PR;  QS,  soient  tirées 

les  cordes  MR^  MS;  on  aura  (  n°.  i5Z  )3^  : 

P  iy 
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MS  :  MN  :  :  MP  :  MQ  :  MN;  il  n'y  a  donc  plus 
qu'à  diviser  la  ligne  AB.  en  parties  proportion- 
tielles  aux  droites  MR,  MS,  M*N  aux  points  D 
et  F  par  le  problême  (  du  n*'.  209  ),  et  le 
problême  sera  résolu.  C.  Q.  F.  T.  et  D. 

Problème     VI. 

3 18.^  Partager  une  figure  quelconque  en  plu-- 
deurs  autres  figures  qui  lui  soient  semblables,  et 
qui  aient  entre  elles  aes  raisons  données. 

SOLU  TIO  N. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées  (fig.  118),  qu'il 
faille  partager  un  cercle  en  plusieurs  autres  qm  lui 
soient  égaux  en  surface,  et  qui  aient  entre  eux 
des  rapports  donnés.  Ayant  pris  le  diamètre  du 
cercle  pour  la  ligne  nomologue  des  figures 
demandées  ♦  je  commence  par  diviser  cette  ligne 
aux  points  D ,  F,  G,  de  manière  que  les  parties 
AD^  DF,  FG  et  GB  soient  entre  elles  dans  les 
raisons  données  ;  et  je  vois  que  la  question  se 
réduit  à  trouver  des  lignes  dont  les  qûarrés  soient 
entre  eux ,  comme  ces  parties  dans  lesquelles  je 
viens  de  diviser  le  diamètre  AB.  Puis  donc  que 
les  quarrés  des  cordes  d'un  cercle  qui  ont  toutes 
.  la  même  origine,  sont  entre  eux  comme  les 
•  abscisses  correspondantes,  il  est  facile  d'en  con- 
clure sur  le  champ  la  construction  suivante.  Ayant 
décrit  sur  AB  comme  diamètre,  une  demi- 
circonférence  ;  soient  prises,  à  partir  du  point  A, 
les  lignes  AK,  AL,  AH  respectivement  égales 
auxj.]|[gnes  DF ,  FG  et  GB  ;  et  par  les  extrémités 
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de  ces  lignes  soient  élevées  les  ordonnées  Ddj 
K/r,  L7vHA,  et  soient  tirées  les  cordés  Ad^  AA, 
A/,  ~AA,  qui  seront  les  diamètres  des  cercles 
demandés  ;  ou  des  figures  cherchées ,  si  la  figure 

proposée  est  une  figure  quelconque,  . 

« 

Démokstrati  an. 

Puisque  les  figures  semblables  sont  comme  les 
quarrés  de  leurs  côtés  homologues ,  on  aura  cette 
suite  de  rapports  égaux  cer.  AB  :  cer.  Ad  :  cen 

Ak  :  cer.  Al:  cer.  Ah  ::  AR  :  Ad  i  Ak  :  Al  :  Ah; 
et  par  construction  :  :  AB  :  AD  :  AK  :  AL  ;  AH  ; 
ou  encore  ::  AB  :  AD  :  DF  :  FG  :  GB;  mais  AB 
=  AD  -H  DF  •+•  FG  -+•  GB  ;  donc  aussi  le  cercle 
fait  sur  AB,  ou  toute  autre  figure,  sera  égal  aux 
diflférents  cercles  ou  aux  figures  semblables  faites 
sur  les  lignes  Ad^  AA,  A/,  AA;  de  plus,  ces 
figures  semblables  seront  entre  elles  comme  les- 
abscisses  correspondantes  qui  sont  dans  le  rap- 
port demandé.  On  a  donc  rempli  toutes  les. 
conditions  du  problême.  G.  Q-  F.  T.  et  D. 

PROBLâME      VIL 

3 19.  Un  angle  GAF  et  un  point  D  étant 
donnés  sur  le  même  plan  j  mener  p^r  ce  point 
une  ligne  qui  retranche  dans  le  même  angle  un 
triangle  BAL  égal  en  surface  à  un  triangle 
donné  KSP  (Jjg.  119). 

Analyse 

Par  le  point  donné  D ,  je  mené  une  droite  DN 
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parallèle  au  côté  AFde  Fangle  GAF,  et  lermînée 
au  côté  AG  prolongé  5'il  est  nécessaire.  Je  fais 
ensuite  un  tnangle  DNO  qui  ait  .Son  sommet  au 
point  D ,  et  qui  soit  égal  en  surface  au  triangle 
donné  RSR.  Cela  posé ,  imaginant  que  la  droite 

^me 

^ , P^F-  v.r ' 

égaux  entre  eux  ;  donc,  puïsqu  ils  ont  un  angle 
égal,  à  cause  de  DN  parallèle  à  AF,  ils  auront 
les  côtés  réciproques  alentour  des  angles  égaux 
DNO  et  BAL;  ce  qui  donne  NO  :  AB  :  :  AL: 
DN;  mais  à  cause  des  mêmes  parallèles  les 
triangles  BÀL,  BND  sont  semblables,  et  don- 
nent AL  :  DN  ::  AB  :  NB;  donc,  puisque  la 
suite  des  rapports  égaux  n'a  pas  été  interrompue > 
oh  aura  NO  :  AB  :  :  AB  :  NB.  Le  problème  est 
donc  réduit  à  celui-ci  :  Trois  points  N,  A,.0, 
étant  donnés  comme  l'on  voudra  sur  une  ligne 
droite  aussi  •  donnée  de  position  ;  trouver  un 
quatrième  point  B  tel  que  ton  ait  NO  :  AB  :  : 
AB  :  NB  ou  NA-hAB,  Occupons-nous  donc  de 
résoudre  cette  dernière  question. 

Pour  y  parvenir,  je  suppose  endore  le  point  B 
trouvé ,  et  j'observe  que  la  Kgne  AP  est  l'in- 
connue du  problême,  laquelle  se  trouve  dans 
trois  termes  de  la  proportion;  cherchons  à  avoir 
une  nouvelle  proportion  dans  laquelle  il  y  ait 
deux  termes  de  connus,  et  voyons  si  nous  ne 
pourrions  pas  la  construire  par  le  moyen  des 
sécantes  intérieures  ou  extérieures  à  un  cercle 
dont  on  pouiToit  assigner  le  diamètre.  Je  vois  sur 
le  champ  que  par  xm  dctrahèndo  NO  :  AB— NO 


m 
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:  :  AB  :  AN  ;  car ,  quoique  la  ligne  AB  soit 
inconnue ,  il  est  aisé  de  reconnoître  qu'elle  est 
plus  grande  que  NO ,  puisqu'elle  est  la  oase  d'un 
trîangtè  ALB,  nécessairement  moins  élevé,  que 
le  triangle  NDO;  je  regarderai  donc  NO  et  AN, 
comme  les  extrêmes  d'une  proportion,  dont  AB 
et  AB  —  NO  sont  les  moyens ,  et  dans  laquelle 
les  lignes  NO  et  AB  seroient  deux  sécantes 
extérieures  :  si  donc  je  fais  passer  la  sécante  AB 
par  le  centre ,  AB  — *  NO ,  qui  exprime  la  partie 
extérieure  de  cette  sécante,  donnera  NO  pour 
le  diamètre  du  cercle  demandé,  ce  qui  fournit 
sur  le  diamp  cette  construction. 

Construction. 

• 

Sur  la  ligne  NO,  comme  diamètre,  soit 
décrite  une  circonférence  entière;  soit  prise  la 
ligne  AO ,  que  l'on  portera  de  O  en  a  sur  cette 
même  circonférence;  puis,  ayant  fait  an  =  AN, 

f)ar  le  point  n^  ainsi  déterrhiné  sur  a  O  pro- 
oïlgée,  et  le  point  C  milieu  de  NO ,  soit  tirée  la 
ligne  îigb  ;  la  ligne  nb  sera  la  valeur  de  la  ligtie 
AB  que  Ton  demande  ;  car  à  cause  des  sécantes 
extérieures  nb,  nO  ;  nO  ing::  nb  :  nûj  ou  par 
.construction,  NO  :  AB  —  NO  ::  AB  :  AN,  et 
componendo  NO  :  AB  :  :  AB  :  NB.  C.  Q.  F.  T. 
etD. 

Premier    Schôi^ie. 

3âX>.  On  pourroit  aussi  résoudre  le  problême 
en  prenant  la  ligne  AB'  c=s  ng,  et  tirant  la  ligne 
PB'U  qui  satisiait  également  à  la  question;  car 
il  est  évident  que  l'oj^  peut  demander  de  tirer 


\ 


F 


5ar  le  point  D  une  ligne  qui   retranche  dans 
'anale  NAL',  opposé  à  Tangle  GAF,  et  formé 
par  les  mêmes  côtés  prolongés,  un  triangle  B^ AL', 
égal  au  même  triangle  RSP.   Or,  dans  cette 
supposition ,  le  triangle  B'AL'  seroit  encore  égal 
au  triangle  DNO  ;  et  parceqùe  ces  triangles  ont 
un  angle  égal,  l'un  en  N,  1  autre  en  A,  ils  au- 
roient  les  côtés  réciproques  à  Tentour  de  ces 
angles  égaux,  et  donneroient  NO  :  AB'  ::  AL'  : 
DN,  et,  à  cause  des  parallèles  AL'  et  DN ,  on  a 
AL'  :  DN  :  :  AB'  :  NB'  ;  donc ,  on  aura  encore 
NO  :  AB'  :  :  AB'  :  NB'  =  NA  —  AB';  donc, 
NO  ;  NO  H-  AB'  ::  AB'  :  AN,  ou  à.cause  des 
sécantes  extérieures  au  cercle  dont  NO  est  le 
diamètre,  no  :  nb  :  :  ng  :  ruij  qui  est  précisément 
la  proportion  à  construire. 

Second     Scholie. 

3i  1  •  Si  le  point  donné  D  est  dans  Tangle  GAF , 
îl  peut  arriver  que  le  problème  devienne  im- 
possible; parceqùe,  par  un  point  donné,  dans 
un  angle  dionné ,  il  y  a  un  triangle  plus  petit  i}ue 
tous  ceux  que  Ton  pourroit  former,  en  faisant 
passer  une  ligne  droite  par  ce  point  donné.  Si 
donc  le  triangle  RSP  étoit  plus  petit  que  ce  plus 
petit  possible,  le  problême  n'aufoit  plus  de 
solution.  Occupons-nous  encore  de  ce  nouveau 
problême,  qui  n'en  fait  qu'un  avec  le  précédent. 

Soit  donc  un  triangle  DNO,  égalsau  triangle 
donné  RSP  (Jîg,  122,  bis  ),  et  supposons  le 
triangle  BAL  égal  à  l'un  ou  à  l'autre  ;  à  cause  qu^ 
ces  triangles  ont  un  angle  égal,  et  sont  égaux ^ 
ils  auront  encore  les  côtés  réciproques  alentour 
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3e  cel  angle ,  et  donneront  NO  :  AB  :  :  AL  :  DN  ; 
et  à  cause  des  triangles  semblables  BAL,  BND, 
on  aura  AL  :  DN  :  :  AB  :  NB  ;  donc ,  aussi  NO  : 
AB  ::  AB  :  NB,  ou  AB— AN,  ou  detrahendo , 
NO  :  NO  —  AB  :  :  AB  :  AN ,  ce  qui  fournit  k 
construction  suivante. 

Sur  AO,  comme  diamètre,  je  décris  une 
circonférence  entière  ;  à  partir  du  point  A,  j'ins- 
cris dans  cette  circonférence  la  corde  Kb  =  NO , 
et  du  centre  C  de  ce  cercle ,  avec  le  rayon  CN ,  je 
trace  un  nouvel  arc  de  cercle  qui  coupe  la  corde 
Kb  en  ^leux  points  n  et  /z'  ;  enfin ,  prenant  les 
lignes  AB  et  AB',  respectivement  égales  aux 
lignes  Atz  ,  Kn\  et  tirant ,  par  le  point  D  et  les 
points  B  etB'  ainsi  déterminés,  les  lignes  BDL, 
B'DL',  on  aura  deux  triangles  BAL,  B'AL',  qui 
satisfont  à  la  question:  car  tirant  par  le  centre  C 
et  le  point  /i^  la  ligne  anCg^  les  sécantes 
intérieures  Ag",  Ko  donneront  ng:  no  ::Kn:  an^ 
ou  en  substituant  leurs  valews  tirée.s  de  la 
construction,  NO  :  NO  — AB  ::  AB  :  AN.  C.  Q. 
F^T.etD. 

Troisième     Scholie. 

3aL2.  Si  le  cercle,  décrit  du  point  C  comme 
centre,  avec  le  rayon  CN,  ne  fait  que  toucher  la 
corde  Koj  le  proolême  n'aura  qu  une  solution; 
et  dans  ce  cas  le  triangle  seroît  égal  au  plus  petit 
triangle  possible ,  parmi  tous  ceux  qui  seroient 
compris  dans  l'angle  GAF,  et  qui  auroient  un 
côté  assujetti  à  passer  par  le  pomt  donné  D.  Si 
le  même  arc  de  cercle ,  décrit  avec  le  rayon  CN, 
ne  peut  ni  couper  ni  toucher  la  corde  Ko,  le 
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problême  est  impossible ,  et  Ton  en  est  averti 
par  notre  construction. 

A  regard  de  la  détermination  du  plus  petit 
triangle  possible,  dont  on  vient  de  parler,  elle 
n'a  aucune  difEcult'é  :  ayant  mené^  parle  point 
donné  D ,  la  tiEuè  DN  parallèle  à  AF ,  on  prendra 
NB  égale  à  la  ligne  AN,  et  le  triangle  BÀL  (y%-. 
123,  bis  )  sera  le  triangle  demanoe;  comme  il 
est  aisé  de  s'en  convaincre  en  tirant  une  droite 
quelconqu 
LDI  que  1 


que 

qu'ils  ont  un  angle  égal  compris  entre  côtés  non 
réciproques ,  et  que  D/  est  plus  grand  que  Db, 
ou  réciproquement  Db  plus  granclque  D/. 

Quatrième     Scholie. 

3a3.  Observons  encore  que  le  même  problême, 
est  susceptible  d'une  solution  beaucoup  plus 
simple  par  une  analyse  diEFérente.  En  effet,  ayant 
construit  dans  l'an&le  GAF  un  parallélogramme 
AEFI  égal  au  triangle  RSP  (y^.  i  ao  ) ,  et  suppo- 
sant le  triangle  BAL  égal  à  ce  même  parallélo- 
gramme^ et  déterminé  par  une  ligne  qui  passe 
ar  le  point  D  ;  si ,  de  ce  triangle  et  du  parallé- 
ocramme  ,  on  retranche  le  trapèze  commun 
ALÔE,  il  restera  le  triangle  BQE  égal  au  trapèze 
FOLI;  mais  à  cause  des  parallèles  AL,  EF,  les 
triangles  BOE,  DOF,  DLI  sont  semblables,  et 

donnent  BOE  :  DOF  :  DLI  ::  BÊ  :  DF  :  DI,  et 
par  conséquent  detrahendo  BOE  :.DOF — ^^DLI 

t:BE:DF — Dlj  donc,  puisque  l'on. a  DOF  — 


£ 
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DU  =  BOE„  on  aura  aussi  Be'=  S  —  DU  cf 
qui  fournil:  cette  nouvelle  construction. 

Sur  DF,  comme  dîametre,  soit  décrit  un 
demi-cercle  DKF,  dans  lequel  on  inscrira  une 
corde  DK  =  DI;  puis  ayant  tiré  FK ,  on  portera 
la  longueur  de  cette  lisne  de  £  en  B,  ce  qui 
donnera  lé  point  B  que  I  on  demande ,  par  lequel 
et  le  point  D  menant  la  ligne  Dfi ,  on  aura  le 
(riangle  BAL  égal  au  triangle  propos^. 

On  s^  prendroit  à-peu-près  de  même  sî  le 
point  D  se  trouvoit  dans  Tangle  GÀ/,  alors  le 
problême  sera  toujours  possible,  tant  que  DF  sera 
plus  grand  que  DI;  il  n'aura  qu'une  solution  si 
ces  deux  lignes  sont  égales ,  et  il  seroit  impossible 
si  DI  est  plus  grande  que  DF« 

Pb.obi.Imb    VIIL 

824.  Trouver  un  point  G  au-dedans  d'un  triant 
gle  donné  BAC  (Jig.  1  a  i  ),  tel  qu'en  menant  de  ce 
pqint  des  lignes  GF^  GL,  GD,  qui  fassent  avec 
les  côtés  de  ce  triangle  des  angles  égaux  à  un 
angle  donné,  ces  mêmes  lignes  soient  entre  elles 
dans  la  raison  de  trois  lignes  aussi  données 
M,N,0. 

Analyse.. 

Supposons  pour  un  moment  que  le  point  G, 
pris  à  volonté ,  soit  le  point  demandé ,  et  qu  on 
ait  mené  les  lignes  GF ,  GL ,  GD  faisant  avec  les 
côtés  du  triangle  des  angles  égaux  à  l'angle 
donné ,  et  qui  soient  entre  elles  dans  les  rapports 
4onoé$.  Menons  eacprç  par  le  poiitt  G  les  lignç$ 


GO,  GP,  parallèles  aux  côtés BC  et  AC,  aînsroue 
les  lignes  GM ,  GN  aussi  respectivement  parallè- 
les aux  côtés  AB,  AC,  les  triangles  OLG,  PDG, 
GLM,  GFN  seront  respectivement  semblables 
deux  à  deux,  à  cause  des  angles  GLO,  GDP  égaux 
parla  supposition,  et  des  angles  GOL  et  GPDaussi 
égaux  entre  eux ,  puisqu'ils  sont  chacun  égal  au 
même  angle  BCA  pour  les  deux  premiers,  et  BAC 

Eour  les  deux  autres.  Comparant  les  côtés 
omologuès  de  ces  triangles,  on  aura  GO  :  GP 
::  GL  :  GD ,  et  GM  :  GN  ;:  GL  :  GF^  Mais  les 
lignes  GL  et  GD,  GL  et  GF  sont  par  hypothèse 
dans  des  raisons  données;  donc,  les  lignes  GO, 
GP,  GM  ef'GN  seront  aussi  entre  _elles  dans  les 
mêmes  raisons  données;  ce  qui  fournit  la  cons- 


truc  tion  suivante. 


\ 
I 


Construction. 

Soit  fait  un  parallélogramme  Kmfn  qui  ait 
Tangle  A  cômmup  avec  le  triangle  BAC  \  et  dont 
les  cblés  fm y  fn  soient  entre  eux,  comme  les 
lignes  données  M,  N;  et  soit *tirée  la  diagonale 
de  ce  même  parallélogramme  prolongée  indéfini- 
ment. Pareillement  dans  l'angle  C  du  même 
triangle,  soit  fait  un  autre  parallélogramme  Colp^ 
dont  les  côtés  C^  et  Co  soient  dans  la  raison  àes 
lignes  N  et  O ,  et  soit  prolongée  sa  diagonale  Cb 
jusqu'à  ce  qu  elle  coupe  la  première  en  un  point 
G;  ce  point  sera  celui  qu'on  demande. 

Démonstration. 

« 

Pour  le  prouver ,  du  point  G  soient  menées 
les  lignes  GF,  GL  et  GD  qui  fassent  avec  ce* 

côtés 
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côtés  AB,  AC  et  BC  un  angle  égal  à  l'angle 
donné,  et  de  plus  par  ce  même  point  G,  soient 
menées  le^  lignes  NGK ,  MGD ,  HGO ,  respective- 
ment parallèles  aux  côtés  AB,  AC  et  BC  du 
triangle  BAC.  Cela  posé ,  à  cause  des  triangles 
semblables  AGM,  Kfm  >  on  aura  GM  ijm  :  :  AG  : 
Ay,  et  à  cause  des  triangles  AGN,  Kfn  aussi 
semblables ,  on  aura  AG  :  Af\  :  GN  :  fn  ;  donc  V 
GM  ifm  ;  :  6N  ifn,  ou  aliernando  GM  :  GN  :  : 
/m  :/n\  mais  les  lignes  f m  ^fn  sont  par  construc- 
tion dans  la  raison  des  lignes  données  M ,  N  ;  on 
aiira  donc  aussi  GM  :  GN  :  :  M  :  N;  et  parceque 
les  triangles  GMF,  GNL  sont  semblables,  ayant 
deux  angles  égaux  chacun  à  chacun,  on  aura 
GF  :  GL  :  :  GM  :  GN  ::  M  :  N  ;  on  fera  voir  dç 
même  que  GL  \  GD  :  :  N  :  O  ;  donc ,  en  rassem-. 
blant  ces  rapports ,  on  aura  GF  :  GL  :  GD  :  :  M  : 
N  :  O  ;  d'ailleurs  ces  lignes  font  avec  les  côtés  du 
triangle  un  angle  égal  à  Tanglc  donné;  donc,  Is 
point  G  trouvé,  comme  il  a  été  dit,  satisfait  à. 
toutes  les  conditions  du  problême. 

S  C  H  o  L  I  E. 

Zi^\  Si  l'on  eût  demandé  de  trouver  un  point 

G  au-dehors  du  triangle,  qui  eût  les  mêmes 

conditions  à  l'égard  des  trois  côtés  de  ce  même 

triancle,   on  y  seroit  arrivé  par  une  analyse 

absolument  semblable  ;  mais  on  observera  que  le 

I         problême  seroit  susceptible  de  trois  solutions, 

L         suivant  la  position  du  point  G ,  à  l'égard  du 

\        triangle  ;  les  commençants  pourront  s'exercer  à 

cette  recherche  qui  n'a  aucune  dii&culté. 
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Corollaire   L 

32(5.  Si  Ton  suppose  que  les  trois  lignes  GFv 
GD,  GL  soient  égales  entre  elles;  le  point  G 
deviendra  le  centre  d'un  cercle  qui  touche  les 
trois  côtés  du  triangle,  en  supposant  de  plus  que 
ces  trois  lignes  égales  soient  perpendiculaires  aux 
côtés  du  triangle,  comme  dans  hi  figure  iols, 
chacune  étant  le  rayon  du  cercle  inscrit  au  même 
triangle. 

Corollaire    IL 

827.  Donc,  pour  trouver  le  centreG  de  ce  cercle, 
il  n'y  a  qu  à  diviser  deux  angles  quelconques  A 
et  C ,  chacun  en  deux  également  par  des  lignes 
AG  et  CG  ;  le  point  d'intersection  de  ces  lignes 
sera  le  centre  demandé  :  car  les  parallélogrammes 
Am/riy  Cploj  de  l^  figure  121 ,  ayant  dans  les 
suppositions  actuelles  tous  leurs  côtés  égaux, 
leurs  diagonales  A/,  Cl  divisent  les  angles  A 
et  C,  chacun  en  deux  parties  égales;  ce  qui  peut 
d'ailleurs  se  conclure  immédiatement  de  l'égalité 
des  triangles  AFG,  ALG,  qui  ont  leurs  trois  côtés 
égaux,  chacun  à  chacim;  savoir,  AF  et  AL, 
parceque  ces  Iknes  sont  deux  tangentes;  FGet 
GL,  parcequ' elles  sont  rayons  d'un  même  cercle  : 
enfin,  à  cause  que  la  ligne  AG  est  un  c^té 
commun  à  ces  deux  triangles. 

Corollaire    II  L 

828.  On  voit  aussi  ce  qu'il'  faudroit  faire,  si  Ton 
Youloit  trouver  le  centre  g  d'un  cercle  qui  tou« 
chat  les  trois  côtés  du  triangle  par  dehors.  Il  n'y 
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auroîlqu'à  diviser  l'angle  BAC,  et  Tande  CB^ 
supplément  de  ABC ,  chacun  en  deux  égaienient  ; 
et  le  point  g*  d'intersection  de  ces  deux  l^nes  sera 
le  centre  demandé.  Car,  supposant  que  le  point  g* 
soit  le  centre  que  Ton  chercne,  et  que  les  points 
f  ,  dy  /soient  ceux  où  le  cercle  touche  les  côtés 
AB,  BC  et  AC  du  triangle  ;  les  triangles  Kfg,  Klgy 
seront  égaux  en  tout,  puisque  A/^=  Ag^>  ^  cause 
que  ces  lignes  sont  deux  tangentes;^  =  gl^ 
puisque  ces  lignes  sont  deux  rayons ,  et  A^ est  u^ 
côté  commun  à  ces  deux  triangles  ;  donc  la  ligne 
A^,  qui  passe  par  le  centre  demandé,  divise 
Tangle  BAC  en  deux  parties  égales  ;  on  fera  voir 
de  même  que  la  ligne  B^  divise  TangleyBC, 
supplément  de  ABC,  en  deux  également,  à  caustf 
de  1  égalité  absolue  des  triangles  ^fg,  Bdg. 

COROLIAIRB      IV. 

329.  Puisque  dans  un  cercle  les  tangentes  sont 
égales  entre  elles ,  on  aura  AF=  AL,  BF=  BD 
et  CL  =  C1D.  Le  contour  du  triangle,  qui  est 
égal  à  ]a  somme  de  toutes  ces  lignes,  sera  donc 
égal  à  2  AF  -+•  2  BF  -+-  a*CD ,  et  la  demi-somme 
des  trois  côtés  sera  égale  à  AF  -+-  BF  -h  CD.  Je 
dis  de  plus ,  que  la  même  demi-somme  est  égale 
à  A/,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  que  B/ = 
CD.  Car  on  a  d/=  Brf,  puisque  ce  sont  deux 
tangentes ,  et  de  même  Cl  =  Cd  par  la  même 
raison  ;  mais  Brf  -H  Ci  =  BC  ;  donc  aussi  By-+. 
C/=BC.  Mettant,  au  lieu  de  B/et  de  C/ leurs 
valeurs  A/—  AB ,  et  A/  —  AC ,  ou  A/ —  AC , 
à  cause  que  A/  =5  A/;  on  aura  a  A/ —  AB  — 
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AC  =  BC  ;  donc  A/=  ^^-^abh-aC  .  j^^^  ^^^ 

B/=ca 

Corollaire     V. 

330.  Il  suit  encore  de  là  que  la  ligne  A/est 
non  seulement  égale  à  la  demi-somme  des  trois 
côtés,  mais  aux  trois  différences  de  chaaue  côté 
à  la  demi-somme.  Car  By*est  Texcès  de  la  demi- 
somme  sur  le  côté  AB,  AF  sera  l'excès  de  la 
même  demi-somme,  sur  le  côté  BC ,  puisque  BF 
=  BD,  et  que  B/=  DC;  enfin,  BF  est  Vexcès 
de  la  même  demi-somme  sur  le  côté  ÀC,  à  cause 
que  AF  H-  B/=  AL  -h  CL  =  AC 

Observation. 

33 1 .  Remarquons,  en  passant ,  quesî  l'on  a  trob  gran* 

deurs  quelconaues,  ddnt  deux,  prises  comme  on  Toudra, 
soient  ensemble  plus  grandes  que  la  troisième ,  et  que  de 
leur  demi-somme  on  retranche  chacune  en  particulier; 
les  troij  différences  ajoutées  ensemble  redonneront  la 
même  demi-somme.  U  en  seroit  de  même  pour  quatie 
quantités  dont  on  prendroit  le  tiers  de  leur  somme;  les 

Jiuatre  différences  de  chacune  au  tiers  de  la  somme , 
eront  le  même  tiers  de  la  somme  ;  pour  cinq  quantités 
il  faudroit  prendre  le  quart;  pour  six  quantités  le  cin» 
quieme,  et  ainsi  de  suite.  Si  l'une  des  quantités  est  plus 
grande  que  la  partie  de  leur  somme  dont  on  doit  la  re- 
trancher ,  on  prendra  le  reste  avec  le  signe  moins ,  et 
l'on  ajoutera  ces  restes ,  tant  positif  que  négatif  y  avec 
leurs  signes;  le  résultat  sera  toujours  la  partie  première- 
ment prise  des  quantités  proposées. 

Corollaire     VL 

332.  Puisque  les  Iroîs  lignes  GD,  GF  et  GL, 
sont  égales  entre  elles;   u  est  visible  que  le 
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triangle  BAC  se  trouve  partagé  en  trois  triangles 
AGB,  BGC  et  AGC^  qui  ont  même  hauteur;  et 

i>arceaue  chaque  triangle  est  égal  au  produit  de 
a  moitié  de  sa  base  par  sa  hauteur,  on  aura  AGB 
=FGxiAB,  AGC  =  GLx4AC;  BGC=GD 
X5BC;  donc  le  triangle  total  .BAC,  qui  est  égal 
aux  trois  derniers  triangles  dans  lesquels  il  se 

trouve  divisé,  sera  exprimé  par  FG  x  1£±^1-ac^. 
ou  par  Kf  x  FG  (n^  33o  )• 

•  _ 

Corollaire     VII. 

333.  Le  dernier  corollaire  nous  conduit  à  une 
manière  fort  simple  de  trouver  la  surface  d'un 
triangle  dont  on  connoît  les  trois  côtés,  parla 
seule  connoîssance  de  ces  côtés:  car  on  vient  de 
trouver  BAC  =  A/x  FG  ;  mais  à  cause  deà 
triangles  semblables  AFG ,  Kfg,  on  a  AF  :  FG  :  t 
A/  '/Jg;  donc  A/  X  FG  =  AF  x  ^.  Multipliant 

chaque  membre  par  A/x  FG,  on  aura  A/x  FG, 
ou  le  quarré  de  l'aire  du  triangle  ==  A/x  FG  x 
fg  X  AF,  Pour  me  débarrasser  des  rayons  FG  et 
fg^  que  je  ne  connois  pas  encore,  je  cherche  si  je 
ne  pourrois  pas  trouver  un  rectangle  sous  des 
lignes  connues ,  égal  au  produit  de  ces  rayons  FG 
^^fëi  et  je  vois  que  les  triangles  ^/B,  BFGsont 
semblables,  puisqu'ils  ont  les  côtés  perpen- 
diculaires les  uns  sur  les  autres;  on  aura  donc 
fgx  B/:  :  BF  :  FG;  donc  FG  x  /^=  BF  x  B/; 
donc  en  mettant  ce  produit  à  la  place  du  produit 
àts  rayons,  on  aura,  en  tirant  les  racines  da 
chaque  membre,  A/xJFG  ou  BAC  = 
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\/  (  A/x  BF  X  B/x  AF  ).  Ce  <|iii  fournît  le  théo^ 
rême  suivant ,  qui  est  un  des  plus  curieux  de  la 
géométrie- pratique. 

VcAre  d  un  triangle  quelconque  est  égale  à  la 
racine  quarrée  dun  produit  de  quatre  dimensions 
fait  de  la  demi-semme  des  cotés j  par  les  (rois 
différences  de  chaque  côté  à  la  même  demi* 
somme. 

Corollaire     VIIL 

334.  n  est  facile  maintenant  d'avoir  T^xpres- 
sion  des  rayons  FG  ^fg,  des  cercles  qui  touchent 
les  côtés  du  triangle  par  dedans  ou  par  dehors. 
Car  puisque  nous  avons  A/x  FG  =  v/  (  A/^ 
AF  x  BF  X  By),  on  aura  le  rayon  FG  = 

y^  (  A/x  AF  X  BF  X  V)      —   i/(^^^^^^) 

On  pourroit  trçuver  de  même  Texoression  du 
ray 

pression  déjà  trouvée  de  l'aire  du  triangle  par 
AF. 

C  O  a  Ô  L  L  A  I  RB      IX. 

335.  Si  le  triangle  est  isoscele ,  en  supposant 
que  AB  et  AC  sont  les  côtés  égaux  entre  eux ,  on 

aura  l'aire  du  triangle  égale  à^  x  v/(ÀB— ;BC), 

qui  n'est  autre  chose  que  la  moitié  de  la  base 
multipliée  par  la  hauteur  entière  du  triangle  ;  et 
si  le  triangle  est  équilatéral ,  on  aura  pour  sa 
surÊice  AB  x  ;  v/3. 


Problème     IX. 

35<î.  Connoissant  les  trois  côtés  d^Uft  triangle 
ifig*  1^3  )•,  trouver  le  rayon  du  cercle  circonscrit 
exprimé  par  la  même  mesure  que  c^lle  des  côtés. 

b  O  L  U  T  I  O  N. 

Supposant  un  cercle  qui  passe  par  les  trob 
anales  du  triangle  ;  soit  tiré  le  rayon  AG ,  et  du 
point  G  la  perpendiculaire  GF  au  côté  AC  ;  enfin^ 
.soit  menée  du  même  point  A  la  perpendiculaire 
AD  sur  BC.  Je  vois  tout  d*un  coup  que  les  trian- 
tes BAD ,  GAF  sont  semblables ,  puisqu'ils  sont 
tous  deux  rectangles ,  et  que  Tanglie  B  du  premier 
est  égal  à  Tan^e  G  du  second.  On  aura  donc 

AD  :  AB  ::  ^  AC  :  AG  ;  donc  AG  =  ^~^; 
maïs  la  perpendiculaire  AD  est  égale  à  ^-gg-  ; 


substituant  cette  valeur,  on  aura  AO 

— YgÂ^^ —  '  c'est-à-dire  que  le  rayon  du  cercle 

inscrit  est  égal  au  produit  des  trois  côtés,  diyisé 
par  quatre  fois  taire  du  triangle. 

On  voit  donc  comment  on  peut  résoudre  en 
nombres  le  problême  que  nous  avons  déjà  ré- 
solu géométnquement  au  n""  58. 


Qh 
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CHAPITRE    XIL 

Des  figures  isopérimetres.  . 
Problème     L 

ZZj^i^ouPMR  une  ligne  AB^  de  manière  que 
le  produit  de  ses  deux  parties  soit  le  plus  grand 
possible  (fig.  92  ,  pL  VI  ). 

Solution. 

Nous  avons  démontré  que  si  cette  ligne  est 
coupée  en  deux  parties  inégales  en  D,  et  en 
deux  parties  égales  en  C ,  le  rectangle  des  parties 

inégales  AD  x  BD  a  pour  expression  CA — CD  ; 
donc^  tant  que  CD  sera  quelque  chose,  il  faudra 
ôter  son  quarré  de  celui  de  la  moitié  de  la  ligne 
'AB  pour  avoir  le  produit  de  ses  deux  parties 
inégales  ;  donc  ce  produit  sera  le  plus  grand  pos- 
sible, lorsque  cette  ligne  sera  divisée  en  deux 
également.  Cette  vérité  suit  encore  de  ce  que 
le  quarré  d'une  ordonnée  au  cercle  décrit  sur 
une  ligne  quelconque  comme  diamètre ,  est  égal 
au  produit  des  parties  dans  lesquelles  elle  divise 
le  même  diamètre.  C.  Q.  F.  T.  et  D. 

Corollaire. 

338.  Donc,  le  plus  grand  rectangle  que  l'on 
puisse  inscrire  dans  un  triangle  BAC  est  celui 
dont  la  hauteur  est  moitié  de  Ta  perpendiculaire 


f 
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abaissée  du  sommet  de  ce  triangle  sur  sa  base 
ifig'  ^^y  pi  VIU ,  n"*  2  );  car  à  causé  des  trian- 
gles semblables  BAC ,  DAE ,  on  aura  AF  :  AG  :: 

BC  :  DE;  donc  DE  =?î^^,  et  par  consé- 


BC 


quent  DE  x  GF=  jp  x  AG  x  GF  ;  mais  le  rap- 


port de  BC  à  AF  étant  invariable  ,  les  difFé- 
rents  rectangles  inscrits  au  triangle  BAC  seront 
comme  les  rectangles  AG  x  GF  ;  donc ,  lorsaue 
ce  produit  sera  un  plus  grand  possible,  le  parallé- 
logramme inscrit  sera  aussi  le  plus  grand  possible. 

TnioRiME     L 

339.  5/  une  'ligne  droite  DL  {fig.  2  )  fouche 
une  circonférence  de  cercle,  et  si  de  deux  points 
déterminés  A  cr  B  ,  pris  sur  cette  circonférence , 
on  mené  aux  différents  points  de  cette  ligne  des 
droites,  telles  que  AD ,  BD  ;  je  dis  que  celles 
qui  aboutissent  au  point  de  contact  en  F ,  comme 
AF  et  BF,  feront  entre  elles  le  plus  grand  angle 
possible. 

DEMONSTRATION, 

Ayant  mené  une  droite  AG  du  point  A  au 
point  G  où  la  ligne  BD  coupe  la  circonFérence 
du  cercle,  on  aura  l'angle  AGB  extérieur  au 
triangle  AGD,  éqiiivalent  aux  deux  intérieurs 
opposés  ADG-+-DAG;  donc  ADG  ou  ADB  = 
AGB  —  DAG;  donc,  tant  que  le  point  D  ne 
sera  pas  confondu  avec  le  point  F  où  la  tan- 
gente DL  touche  le  cercle,  il  y  aura  quelque 
chose  à  retrancher  de  Tangle  AGB  =  AFG  pour 
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avoir  l'angle  D;  donc,  cet  angle  sera  tonjonîS 
moindre  que  Tangle  AFB.  Ç.  Q.  F.  D- 

Problème.   IL 

340.  Une  droite  FG ,  et  deux  points  A  ex  R 
hors  de  cette  ligne  étant  donnés;  on  demande' la 
position  des  lignes  AD  ,  BD  menées  de  ces 
mêmes  points  à  un  point  quelconque  de  la  ligne 
FG  pour  que  la  somme  de  ces  deux  lignes  soii 
hi  plus  petite  possible  {fig.  3  ). 

Solution. 

Du  point  A  abaissons  sur  la  ligne  donnée 
ime  perpendiculaire  AF,  et  faisons  FL=AF; 
je  dis  que  la  ligne  BL  coupera  la  ligne  donnée 
âu  point  D  que  l'on  demande  ;  car  la  ligne  FG 
se  trouvant,  par  construction,  perpendiculaire  au 
milieu  de  AL,  passera  par  tous  tes  points  à 
égales  distances  des  points  F,  L;  donc  on  aura 
DL==  AD ,  et  ajoutant  BD ,  on  aura  BD-hDL ,, 
ou  BL  =  ADh-BD  ;  n^ais  la  ligne  BL  est  la  plus 
courte  que  l'on  puisse  mener  du  point  B  au 
point  L;  donc  BUH-AD  est  aussi  un  moindre» 
Ce  qui  peut  se  démontrer  encore  plus  particu- 
lièrement, si  l'on  prend  un  point  a  sur  la  ligne 
FG ,  et  si  l'on  tire  le»  lignes  ponctuées  Ad,  Bd 
et  Ld  ;  car  on  a  Adz=zdL^  donc  ajoutant  B^  à 
chaque  membre,  on  aura  AcM^B  =3 rfL-t-^ ; 
mais  Ld-^dR  est  plus  grand  que  BL;  donc  aussi 
A^f H- dB  est  plus  grand  que  BL  =  AD-+- DB. 
C  Q.  F.  D. 
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Corollaire     L 

• 

341.  On  remarquera  que  la  somme  des  lignes 
AD,  BD,  qui  est  la  plus  petite  possible ,  est  telle 
que  les  angles  ADF  et  BDG  sont  égaux  ;  cat. 
BDG  =  FDL  ;  or,  FDL  =  PDA  à  cause  des 
triangles  FDL ,  FDA  qui  sont  égaux  en  tout. 

Corollaire    IL 

342.  Donc ,  si  Ton  demande  de  trouver  la 
position  de  deux  droites  AD ,  BD ,  menées  de 
deux  points  déterminés  à  une  circonférence  de 
cercle  aussi  donnée ,  et  telle  que  cette  somme 
soit  un  moindre;  il  faut  trouver  le  point  où  ces 
lignes  feront  des  angles  égaux  avec  le  rayon 
mené  du  centre  au  point  D  que  l'on  demande. 
Car ,  supposant  que  ce  pomt  soit  trouvé ,  et 
que  rpn  ait  mené  la  tangente  FDL  {fig.  4  ),  la 
somme  des  lignes  AD,  BD  ne  peut  pas  être  la 
plus  petite  possible  à  l'égard  du  cercle  qu'elle 
ne  le  soit  aussi  pour  la  ligne  droite  qui  se  confond 
avec  la  circonférence  au  point  du  contact;  donc 
les  ansles  ADF  et  BDG  seront  égaux;  donc,  en 
leur  ajoutant  les  angles  droits  CI)F,  CDG,  on 
aura  aussi  ADC  =  BDC. 

Corollaire    IIL 

343.  Donc ,  si  Ton  demande  la  position  d^un 
point  C  au  •  dedans  d'im  triangle  quelconque 
BAD ,  tel  que  la  somme  des  trois  lignes  AC , 
BC ,  DC ,  soit  une  moindre  possible  ;  les  angles 
ACB,  ACD,  BCD  doivent  être  égaux;  mais  ces 
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trois  angles  valent  ensemble  36o**;  donc,  chacim 
sera  de  120°;  donQ,  si  sur  les  lignes  AB,  AD, 
on  décrit  des  arcs  de  cercle  capables  d'un  angle 
de  120°,  le  point  où  ces  arcs  se  couperont  sera 
celui  que  Ton  demande. 

Tn^oRâME     IL 

344-  De  tous  les  triangles  ADB ,  AFB  qui  ont 
même  base  et  un  angle  égal  opposé  à  cette  base, 
celui  qui  est  isoscele  est  le  plus  grand  possible 

'DjÊMOKSTRATiON* 

En  effet ,  ayant  décrit  sur  la  base  AB  commune 
à  tous  ces  triangles  une  portion  de  cercle  capable 
de  Tangle  donné;  il  est  visible  que  celui  ADB  qui 
a  son  sommet  dans  le  point  D  où  la  perpen- 
diculaire au  milieu  de  AB  coupe  cette  circon- 
férence, est  aussi  celui  dont  la  hauteur  DG  est 
la  plus  grande;  donc,  il  est  aussi  plus  grand 
qu'aucun  autre.  C.  Q.  F.  D. 

THiORÊMB      II L 

345.  De  tous  les  triangles,  ayant  une  base 
égale  av^ec  un  angle  égal  opposé  à  cette  base;  ou, 
ce  qui  radient  au  même  de  tous  les  triangles  que 
Ton  peut  inscrire  dans  une  même  portion  de 
cercle  BAD  ;  celui  qui  est  isoscele  aura  la  plus 
grande  somme  possible  de  ses  côtés  ou  le  plus 
grand  périmètre  {fi g.  7  ). 

DEMONSTRATION* 

Soit  prolongé  lun  des  côtés  BF.d'un  triangfe 
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non  îsoscele,  comme  BFD  de  F  en  G,   de 
manière  que  Ton  ait  FG  =  DF ,  et  soient  encore 
tirées  les  droites  AF,  AG.  Les  deux  triangles 
AFD ,  AFG  seront  égaux  en  tout  ;  car  les  angles 
AFDet  AFG  sont  égaux,  le  premier  ayant  pour 
mesure  la  moitié  de  Tare  ABD,  et  le  second 
la  demi-somme  des  arcs  AF  et  BDF,   puisque 
ce  dernier  est  formé  par  une  corde  AF ,  et  par 
une  ligne  FG,  qui  prolongée  coupe  la  circon* 
fêrence  en  B  (  art;  98  )  ;  mais  AF  -4-  BDF  = 
AFD  H-  BD  =  AB  -t-  BD ,  à  cause  que  BAD  est 
îsoscele  par  hypothèse;  donc,  les  angles  AFD, 
AFG  sont  égaux;  d'ailleurs,  ces  mêmes  angles 
sont  compris  entre  côtés  égaux  {par  conscnic.  )  ; 
donc,  AG = AD  ;  donc  BA  H-  AG  =  AB-f- AD  ; 
mais  AB-+-AG  est  de  toute  nécessité  plus  grand 
aue  BG=:BF-f-FG=BF-hFD';  et  comme  la 
démonstration  ^era  la  même  pour  tout  autre 
triangle  non  isoscele,  il  s'ensuit  que  le  triangle 
isoscele  BAD  est  celui  qui   a  le   plus  grand 
périmetie.  C.  Q.  F.  D.. 

Théorème    IV. 

34(î.  De  tous  les  triangles  qui  ont  mêriiehase 
et  une  même  somme  pour  celle  des  deux  autres 
côtés,  le  triangle  isoscele  ACB  est  celui  qui  a  le 
plus  de  surface  {Jig.  8  ). 

DlÊMONSTRATION* 

Ayant  construit  sur  AB  un  triangle  ADB,  dont 
la  somme  des  côtés  soit  égale  à  la  somme  donnée 
des  côtés  variables  AC,  CB^  AD  et  DB,  et 
mené  la  droite  DF  parallèle  à  AB ,  qui  coupe 
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en  un  point:  G  la  perpendiculaire  au  mflieu  de 
AB ,  et  tiré  les  lignes  AG  et  GB  ;  les  angles  AGF 
et  BGD  seront  égaux  ;  donc  (  n°.  840  )  la  somme 
des  lignes  AG  -t-  GB  sera  moindre  aue  celle  des 
lignes  AD  et  BD;  donc  le  sommet  (J  du  triangle 
isoscele  ACB  doit  être  au-dessus  de  la  ligne  DF; 
donc  le  triangle  ACB  aura  une  plus  grande 
hauteur  que  tout  autre  triangle  comme  ADB; 
donc  ce  triangle  est  aussi  le  plus  grand  de  tous 
ceux  qui  ont  même  base  et  même  somme  de 
leurs  côtés.  C.  Q,  F.  D. 

TnioRâME     V. 

347.  De  tous  les  triangles  qui  ont  même  surface 
avec  un  angle  égal  opposé  à  leur  base,  celui  qui 
est  isoscele  a  la  plus  petite  base(fig.  9}, 

D]£monstration« 

« 

Ayant  construit  un  triangle  isoscele  BAD  égal 
en  surface  à  celle  donnée,  et  dont  l'angle  A  soit 
aussi  égal  à  l'angle  proposé;  soit  inscrit  ce  même 
triangle  dans  un  cercle ,  et  soient  tirées  les  cordes 

Suelconques  BG  et  GD  qui  donnent  un  triangle 
GD.  Ce  triangle,  n'étant  pas  isoscele,  sera 
moindre  que  le  triangle  BAD  (  n°.  344)  î  donc ,  si 
on  retranche  de  part  et  d'autre  le  triangle  com- 
mun BOD ,  on  aura  BOG  plus  petit  que  AOD  ; 
donc,  si  l'on  veut  former  un  nouveau  triangle  égal 
en  surface  au  tiiangle  BAD ,  ayant  toujours  son 
angle  G  égal  à  l'angle  BAD,  il  faudra  prolonger  BG 
înoéfiniment  vers  E,  de  manière  que  le  triangle 
BDE  soit  égal  à  la  différence  des  triangles  AOD 
el  BOG  ;  mais^  dans  ce  nouveau  triangle ,  l'angle 


EBD  étant  obtus,  comme  supplément  de  GBD^ 
est  plus  grand  que  Tangle  B£D  ;  donc  le  cété  DE 
opposé  à  cet  angle  est  plus  grand  que  BD;  donc 
le  triangle  isoscele  parmi  tous  lés.  triangles  de 
même  surface  avec  un  angle  égal  opposé  à  lelirs 
bases  est  celui  qui  a  la  plus  petite  base.  C.  Q«F.  D. 

Probl£m£    II  L 

348.  Pcir  un  point  D  donné  de  position  dans 
un  angle  BAC  aussi  donné,  mener  une  ligne  qui 
retranclie  au-dedans  du  même  angle  le  plus  petit 
triangle  possible  {fig.  10). 

Solution. 

Ayant  mené  par  le  point  D  la  ligne  DE,  pa- 
rallèle à  AC ,  et  pris  EF  =  AE  ;  la  ligne  FPG 
sera  celle  que  Ton  demande.  Pour  le  démontrer, 
soit  menée  une  autre  ligne  quelconque /D^, 
et  par  le  point  G  soit  tirée  une  droite  GL  pa- 
rallèle à  AB  ;  les  triangles  DF/;  DGL  seront 
égaux  en  tout,  ayant  deux  angles  égaux  chacun 
à  chacun  sur  des  bases  égales  ;  mais  le  triangle 
DGg-  est  visiblement  plus  grand  que  DGL  ;  donc 
le  triangle  fkg  est  plus  grand  que  FAG  ;  et 
comme  on  démontrera  la  même  chose  pour  tout 
autre  triangle  différent  de  ce  même  triangle  FAG, 
il  s'ensuit  qu'il  est  le  plus  petit  de  ceux  compris 
dans  Tangle  BAC ,  et  qm  ont  pour  base  une 
ligne  qui  passe  par  le  pomt  donné  D. 

THiORÊMB     VI. 

349.  De  tous  les  polygones  rectilignes  d!un 
même  nombre  de  cotés  et  inscrits  au  même  cer- 
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de,  eeluiASDEV  dont  tous  les  côtés  sontégaux^ 
est  le  plus  grand  en  surface  (^figé  i  r  ). 

DiMONSTRATlOK. 

Ayant  tiré  une  diagonale  quelconaue  AE  ^  sî 
le  polygone  ABDEF  est  le  plus  grana  possible  ^ 
comme  on  le  suppose;  il  faut  que  le' triangle 
AFE  soit  aussi  plus  grand  qu^aucun  autre  triangle 
AGE ,  inscrit  au  même  segment  et  isur  la  mètne 
corde  AE  ;  mais  pour  que  ce  triangle  soit  le 
plus  grand  possible,  il  doit  avoir  ses  côtés  AE, 
EF  égaux  entre  eux.  On  fera  le  même  raison- 
nement pour  un  autre  quadrilatère  et  un  autre 
triangle  correspondant;  donc,  de  tous  les  poly- 
gones d'un  même  nombre  de  cotés  inscrits  au 
même  cercle,  le  plus  grand  en  sfirface  est  celui 
qui  a  tous  ses  cotés  égaux.  C.  Q.  F.  D, 

Corollaire. 

350.  Il  suit  de  ce  théorème  et  du  (  n^  34^  ) 
que  le  contour  d'un  polygone  régulier  est  plus 
grand  que  celui  de  tout  autre  polygone  irrégulier 
du  même  nombre  de  côtés ,  et  inscrit  au  même 

cercle. 

TnioRâME    VIL 

35 1 .  De  toutes  1er- figures  rectilignes  qui  ont  le 
même  nombre  de  cotés  et  même  contour j  celle 
ABDEF  dont  tous  les  côtés  sont  égaux,  est  la 
plus  grande  {fig.  1 1  ).       - 

Démonstration. 

Si  la  figure  ABDEF  est  la  plus  grande  de  toutes 

celles 


MmcAe  V7U.  ^q,  7c  20  ff. 
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lc:e11esquiont  le  même  contour,  un  quelconque 
de  ses  triangles,  comme  AFE,  doit  aussi  être  le 

{>Ius  grand  possible  ;  mais  le  plus  grand  triangle^ 
orsque  la  base  et  la  somme  des  côtés  sont  la 
même  ^  est  celui  qui  est  isoscele  (  n""  345  )  ;  donc 
EF  =  AF;  on  fera  voir  de  même  que  BD=*AB, 
et  ainsi  des  autres;  donc«  etc.  C.  Q.  F.  D. 

Théorème     VII  L 

352,  Le  plus  grand  triangle  compris  entre  deux 
iignes  données  de  grandeur^  et  une  troisième  qui 

joint  leurs  extrémités,  est  celui  dans  lequel  ces 
deux  lignes  forment  entre  elles  un  angle  droit 

Démonstration. 

Soient  les  deux  lignes  données  CA  et  CD; 
ayant  décrit  du  point  C  comme  centre  avec  le 
rayon  CA  une  demi -circonférence  GDBd,  et 
mené  Dd  parallèle  à  AC  avec  CB  perpendiculaire 
à  la  même  droite  AC  qui  coupe  Dd  en  F  ;  la  ligne 
CF  mesurera  la  hauteur  des  triangles  ADC,  A^^C  ; 
mais  cette  ligne  est  plus  courte  qu'aucune  des 
obliques  CD,  Crf,  et  aussi  que  CB;  donc  le 
triangle  ACB  est  le  plus  grand  de  tous  ceux  qui 
ont  même,  base  avec  un  côté  égal  CD  ou  CB.: 
C.  Q.  F.  D. 

Th£orbmb    IX. 

353.  5/  tous  les  cotés  dun  polygone  ABDEFG 
^ont  donnés  de  grandeur,  excepté  le  dernier  qui 
Joint  les  deux  extrêmes,  et  qu'on  demande  quelle 
doit  être  leur  position  respfcti^e  pour  qu'ils  fgrfi 
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ment  fe  plus  grand  polygone  possibk  ;  je  dli 
quelle  doit  être  telle  qu ayant  mené, des  extré^ 
mités  du  dernier  côté  à  l'un  quelœnqut  £  des 
angles  du  polygone,  des  droites  AE  ,  GE  \  ces 
deux  lignes  forment  entre  elles  un  angle  droit 

D^MONSTRAtl  OK. 

Car,  'soit  le  polygone  ABDEFG  un  plus  grand 
possible ,  et  dans  lequel  cependant  les  lignes  AE^ 
GE  ne  comprennent  pas  un  angle  droit  j  formez 
avec  les  mêmes  lignes  un  angle  droit  aeg;  en- 
suite, sur  ae  et  sur  eg^  faites  le  quadrilatère 
abde,  et  le  triangle  efg,  respectivement  égaux 
aux  quadrilatères  ABDE  et  au  triangle  EFG  ;  à 
cause  que  le  nouveau  triangle  aeg  est  plus  grand 
que  le  triande  AEG  par  le  théorème  Vil ,  en 
leur  ajoutant  les  surfaces  égales  par  construction) 
il  s'ensuivra  que  le  polygone  abdtfg  sera  plus 
grand  que  le  polygone  ABDEFG  ;  ce  qui  est 
contre  1  hypothèse  ;  donc ,  la  position  des  côté» 
du  même  polygone  doit  être  telle  que  tout  angle» 
comme  AEG ,  soit  un  angle  droit.  Ç.  Q,  F*  D. 

• 

Corollaire. 

354.  Puisque  tout  angle  qui  a  son  sommet 
dans  la  circonférence ,  et  qui  est  appuyé  sur  le 
diamètre ,  est  droit  ;  il  suit  que  la  plus  grande 
figure  rectiligne  que  Ton  puisse  décrire  avec  un 
nombre  de  côtés  donnés,  et  une  dernière  indé- 
terminée qui  joigne  les  côtés  extrêmes ,  est  celle 
qui  est  inscrite  au  demi^cercle  ,  et  dont  le  dia- 
mètre est  cette  même,  ligne  iadétenainée< 


TnioRÊME     X. 

S55.  t7>2  polygone  ABCDEF  inscrit  au  cerclé 
tst  plus  grand  que  toute  autre  figure  abcdef /zo/t 
inscrite ,  et  faîte  avec  ces  mêmes  cotés  {fig^  14)^ 

DiMONSTRAttON» 

Par  le  tentre  du  cercle  auquel  est  inscrit  le 
premier  polygone  et  Tun  quelconque  de  ses 
angles  comme  A,  menez  le  diamètre  AG ,  et  tirez 
les  lignes  ponctuées  CG ,  DG ,  AE ,  GE  ;  et  dans 
le  polygone  non  inscrit  par  l'angle  a  compris 
entre  les  -côtés  ab^  a/é^ux  aux  côtés  AB ,  AFy 
menez  la  ligne  c^;  puis,  sur  cd,  faites  le  triangle 
cgd  égal  en  tout  au  triangle  CGD.  Cette  construc- 
tion bien  entendue,  il  estévident,  par  le  théorème 
VIII ,  que  le  polygone  ÀFEDG  inscrit  est  plus 
grand  que  û/edg  non  inscrit;  et  de  même  le 
quadrilatère  inscrit  ABCG  est  plu^  grand  que 
le  quadrilatère  correspondant  abcg  formé  avec 
les  mêmes  côtés  et  non  inscrit;  donc  la  ficrure 
totale  ABCGDEF  est  plus  grande  que  la  figure 
isopérimetre  abcgdef^  formée  avec  les  mêmes 
côtés;  donc>  en  retranchant  de  part  et  d'autre 
les  liiangles  CGD,  cgd ,  égaux  en  tout  par 
construction ,  on  aura  ABCDEF  plus  grand  que 
la  figure  abcdef  de  même  contour,  et  faite  avec 
les  mômes  côtés.  C.  Q.  F.  D. 

356.  De  tous  les  polygones  qui  ont  le  même 
périmètre  et  le  même  nombre  de  côtés ^  celui  donc 

Rij 
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tous  les  angles  et  tous  les  côtés  sont  égaux ,  est 
aussi  celui  qui  a  la  plus  grande  sufface* 

D^MOirsTRATION. 

On  vient  de  voir  au  dernier  théorème  que  de 
tous  les  polygones  qui  ont  le  même  périmètre  » 
celui  qui  est  inscrit  au  cercle  est  celui  qui  est  le 
plus  grand  par  le  (  n**  345  )  ;  de  tous  les  polygones 
inscrits  au  même  cercle  qui  ont  le  même  périmètre 
et  le  même  nombre  de  côtés,  le  plus  grand  est 
celui  dont  tous  les  côtés  sont  égaux;  donc,  en 
réunissant  ces  deux  considérations,  le  polygone 
qui  sous  un  contour  donné  a  le  plus  de  superficie 
possible ,  est  celui  dont  tous  les  angle's  et  dont 
tous  les  côtés  sont  égaux.  C.  Q.  F.  D. 

S  c  H  O  L  I  E. 

357.  Observons  que  lorsque  le  contour  et  le 
nombre  des  côtés  aune  figure  irréguliere  sont 
donnés,  pour  qu'elle  ait  le  plus  de  surface 
possible,  il  suffit  qu'elle  soit^lisposée  de  manière 
ue  tous  ses  angles  soient  dans  la  circonférence 
'un  même  cercle ,  quelle  que  soit  la  disposition 
respective  de  ses  côtés.  Car  soit  ABDEG,  une 
'figure  dont  les  côtés  sont  donnés  {fig.  11  ),  et 
d'ailleurs  la  plus  grande  possible  en  tant  qu'elle 
est  inscrite  dans  un  cercle,  on  pourra  former  le 
triangle  AG'E  égal  au  triangle  AGE,  en  menant 
par  le  point  G  une  droite  GG'  parallèle  à  AE,  et 
tirant  les  lignes  AG',  G'E  qui  seront  respective- 
ment égales  a^x  lignes  GE ,  AG.  On  voit  donc 
que  les  deux  figures  ont  encore  la  même  surikce, 
%i  par  conséquent  la  plus  grande  possible  1 


a 


I 
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quoique  Ton  ait  changé  Tordre  des  côtés  qui  les 
comprennent. 

Tout  ce  chapitre  est  tiré  presque  mot  pour  mot 
de  la  géométne  de  M.  Simpson;  mais  j'ai  cru 
rendre  service  aux  jeunes  géomètres  de  le  join- 
dre ici ,  parceque  la  traduction  Françoise  qui  en  a 
été  faite  est  défigurée  par  un  grand  nombre  de 
fautes,  et  de  plus  parceque  cette  théorie  peut 
être  utile  aux  architectes,  pour  tirer  le  plus  grand 
parti  possible  d'un  terrain  ou  d'un  contour  donné  •! 
Ceux  qui  seroient  curieux  de  suivre  cette  recher* 
che  plus  en  grand  peuvent  consulter  un  ouvrage 
excellent  dans  ce  genre,  publié  il  y  a  quelques 
années  par  M.  Lhuillier,  géomètre  distingué 
de  Genève  et  professeur  de  mathématiques  à 
Yarsovie, 

Observation. 

On  pourroit  craindre  que  notre  démonstration 
du  théorème  V  ne  fût  mcomplette  ,  parceque 
Ton  pourroit  former  un  triangle  Dge  dont  l'angle 
DBe  f&t  ai£u  ;  mais  il  est  aisé  de  voir  que  dans 
ce  triangle  le  côté  Da  sera  encore  plus  grand  que 
DB;  car  ayant  mené  par  le  centre  C  le  diamètre 
DCL  et  décrit  du  point  D  comme  centre  avec  le 
rayon  DG  un  arc  de  cercle  qui  coupe  la  circon- 
férence eng\  les  triangles  DGlî,  T>ge  ayant  un 
côté  égal ,  un  angle  égal ,  et  devant  être  égaux  , 
donneront  DG  x  GE  =  D^  x  ge\  àoncgez=i 
GE  et  portant  De  =  DE  -,  mais  DE  a  été  démon- 
tré plus  grand  que  DB  ;  donc  aussi  De  est  plus 
grand  que  DB.^ 

Riii 
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LIVRE     TROISIEME. 


\       ••" 


Qes  Éléments  de  Géontétrie^ 

I 

*m  n 

CHAPITRE     PREMIER, 

Des  plans  et  de  leur  rencontre  entre  eux  >  0¥i 
ûi^ec  d'autres  plans;  des  angles  solides;  des 
corps  ou  solides;  manière  de  mesurer  leurs, 
surfacçs  et  leurs  volumes. 

m 

358,  J[\  oys  avons  déjà  dit  qu'un  plan  est  une 
surface  à  laquelle  on  peut  appliquer  une  règle 
dans  toutes  sortes  de  directions  ^  ou  une  suii^- 
face  formée  par  le  Epiouvement  d'une  ligne  droitç 
dont  toutes  les  parties  s*avancent  de  front ,  ou 

iDaralIèlement  à  eilcs-mêtnes  le  long  d'une  autre 
igné.  La  considération  des  plans  et  de  leurs  ren- 
contres les  uns  avec  les  autres,  est  une  des  par- 
ties les  plus  intéressantes  dç  la  géométrie -pra- 
tique. Les  surfaces  d'un  grand  nombre  de  corps 
sont  terminées  par  des  plans.  Les  angles  solides 
des  mêmes  corps  sont  formés  par  la  rencontre 
de  plusieurs  plans  qui  se  coupent  et  se  termî- 
jient  à  un  même  point.  Cest  par  le  moyen  des. 
plans  différemment  combinés  que  Ton  vient  à 
DQUt  de  déterminer  les  développements  des  dif- 


f6rent$  corps ,  les  difFérôntes  figures  qui  résultent 
de  leur  pénétration  mutuelle;  les  panneaux  pai* 
lesquels  plusieurs  solides  doivent  se  réunir  et 
s'assembler  pour  paroîtrè  ne  former  qu'un  seul 
tout  ;  ce  qui  constitue  Fart  de  Tappareil ,  et  ce  • 
qui  est  également  nécessaire  dans  la  coupe  des 
bois ,  soit  pour  la  charpente ,  soit  pour  la  menui- 
serie. C'est  encore  par  le  secours  de  différents 
plans  que  la  géométrie  donne  des  règles  précises 
pour  mettre  les  objets  en  perspective ,  et  nous 
séduire  par  une  illusion  aussi  agréable  dans  ses 
effets  que  certaine  dans  ses  principes ,  et  dans 
les  règles  dont  elle  fait  usage.  L  art  de  tracer 
des  cadrans  sur  toutes  sortes  de  surfaces  n'est 
encore  qu'une  conséquence  de  la  théorie  des 
plans«  On  ne  peut  donc  trop  s'appliquer  à  bien 
saisir  le  peu  que  nous  en  donnerons^  parcequ'il 
sert  de  base  à  tout  ce  que  nous  aurons  à  démon- 
trer par  la  suite; 

On  trouve ,  dans  la  plupart  des  éléments  de 
géométrie»  un  grand  nombre  de  propositions 
lémontrées  dans  toute  la  rigueur  possible  ,  et 
que  nous  croyons,  qu'il  suffit  d'énoncer  pour  en 
concevoir  sur  le  champ  la  vérité.  Telles  sont  les 
propositions  suivantes  qui  ont  un  rapport  mar- 
qué avec  1^  propositions  semblables  sur  Les 
lignes. 

359.  Par  une  ligne  droite  on  peutfaire^pàssCr 
une  infinité  de  plans ^  de  même  que  par  un  plaît: 
on  peut  faire  passer  une  infinité  de  ligîiej^dix>^tes.î 

Corollaire    I. 
36a  Donc  une  ligne  droite  ou  deux  pomts 


2^4  LEÇONS    DE    GÏOMÎItRIE 

quelconques  ne  peuvent  suffire  pour  déterminer 
la  position  d'un  plan  ;  mais  trois  points  peuvent 
la  fixer  essentiellement.  Car,  en  menant  à  ces 
points  trois  lignes ,  elles  forment  un  triangle  qui 
est  nécessairement  une  surfece  plane.  Donc  ,  à 
par  trois  pbints  donnés  au-dessus  ou  au-dessous 
d'un  plan  quelconque ,  on  feTît  passer  un  autre 
plan ,  ce  dernier  sera  donné  de  position  à  Té- 
gard  du  premier. 

Corollaire    IL 

3^1.  L'intersection  commune  de  deux  plans 
est  une  ligne  droite;  car  les  plans  n'ayant  pas 
d'épaisseur,  leur  commune  section  ne  peut  en 
avoir  auame.  De  plus ,  si  l'on  prend  deux  points 
dans  cette  commune  section,  la  ligne  droite  qui 
passera  par  ces  deux  points ,  sera  toute  entière 
dans  chacun  de  ces  deux  plans  suivant  la  défini- 
tion des  plans.  Donc  la  commune  section  de 
deux  plans  est  une  ligne  droite. 

Corollaire     II  L 

3^2.  Donc  deux  lignes  droites  parallèles  sont 
dans  un  même  plan ,  et  deux  lignes  droites  qui  se 
coupent  sont  aussi  dans  un  même  plan.  Car  en 
prenant  un  point  sur  chacune  de  ces  dernières, 
et  Joignant  ces  deux  points  par.  une  troisième 
droite ,  on  aura  un  triangle  dont  le  sommet  sera 
'  au  point  d'intersection  de  ces  lignes  droites  ;  donc 
les  droites  qui  se  coupent,  et  qui  sont  les  côtés 
jcee  triangle ,  sçat  dans  un  seul  et  même  plan. 
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^^  ^ 

DEFINITION. 

363.  Une  droite  AB  est  perpendiculaire  à  un 
plan  MN  {Jig.  124),  lorsqu'elle  est perpendîcu' 
laireà  toutes  les  lignes  qu'on  peut  mener  par  son 
pied  B  dans  le  même  plan  MN. 

Corollaire     I.   • 

364.  Donc ,  on  ne  peut  mener  qu'une  seule 
perpendiculaire  AB  d'un  même  point  A  à  un 
plan  MN;  car,  si  Ton  en  pouvoit  mener  une 
seconde,  il  faudroit  que  d'un  même  point  on  pût 
mener  deux  perpendiculaires  à  une  même  droite, 
ce  qui  est  impossible. 

Corollaire     IL 

365.  Donc  réciproquement,  par  le  même 
point  B  d'un  plan  MN,  on  ne  peut  élèvera  ce 
plan  qu'une  seule  perpendiculaire  AB.  Car  sil'oa 
pouvoit  en  mener  une^autre^  il  faudroit  aussi 
que  par  le  même  point  d'une  droite  quelconaue, 
et  dans  un  même  plan,  on  pût  élever  aeux 
perpendiculaires  à  cette  droite,  ce  que  nous 
avons  vu  être  impossible  (  n°.  62  ). 

TnioRÊME     L 

366.  Si  une  ligne  droite  AB  est  perpendiculaire 
à  deux  droites  quelconques  CD ,  EF  qui  passent 
par  son  pied  B  dans  un  plan  MN ,  elle  sera  aussi 
perpendiculaire  à  toute  autre  dsoite,  comme  GH 
tracée  dans  le  même  plan^  et  qui  passe  par  le 
même  pied,  et  sera  par  conséquent  perpen-- 
diculaire  au  plan  MN. 
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DlÊMONSTRATlON. 

Soîentprises  JesligncsBC, BD,  BE»  BF,  loulcs: 
égales  entre  elles,  et  soient  tirées  les  lignes  AC^ 
AD;  AE,  AF  ;  AG ,  AH.  Cela  posé,  U  est^visible 
que  les  triangles  CBE ,  FBD  sont  égaux  en  tout^ 
puisqu'ils  ont  les  angles  en  B  égaux  et  compris 
entre  côtés  aussi  égaux  (  par  construction  >.  Donc 
les  triangles  CBG,  DBIÎ  seront  aussi  égaux  ea 
tout;  les  angles  en  B  étant  égaux  de  part  et 
d'autre,  puisqu'ils  sont  opposés  au  sommet,  et 
les  angles  BCG,  BDH  étant  aussi  égaux  à  cause^ 
qu'ils  appartiennent  à  des  triangles  égaux  etk 
tout.  Donc,  puisque  ces  angles  égaux  sont  sur  des 
bases  égales,  le  triangle  CBG  sera  égal  en  tout  au 
triangle  DBH  ;  donc  on  aura  GB  =  BH.  Le  point 
B  est  donc  déjà  à  égale  distance  des  extrémités^ 
de  la  droite  GH  ;  reste  à  faire  voir  que  lo  point  A 
est  aussi  également  éloiçné  des  mêmes  points , 
ce  qui  est  très  facile  \  caries  triangles  FAD,  CAE 
sont  égaux  en  tout,  par  construction  j  donc  les. 
triangles  ADH ,  ACG  le  seront  aussi  à  cause  des 
angles  égaux  ADH ,  ACG  compris  entre  les  côtés 
Au,  DH,  respectivement  égaux  aux  côtés  CA, 
CG  :  donc  on  aura  AH  ==;  AG;  donc  la  ligne  AB 
a  deux  points  à  égales  distances  des  points  G  et 
H  ;  donc  elle  est  perpendiculaire  sur  GH; 
d'ailleurs  la  dioile  GH  est  une  ligne  quelconque 

2ui  passe  par  son  pied  ;  donc  AB  est  perpen- 
iculaire  au  plan  MN.  C.  Q.  F.  D. 

Corollaire     h 
S6j.  La  ligne  AB  étant  perpendiculaire  à 
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toutes  les  droites  tracées  dans  le  même  plan ,  et 
qui  passent  par  son  pied ,  est  aussi  plus  courte 
•  qu'aucune  des  obliques  menées  du  même  point 
A  au  plan  MN  ;  ainsi  une  perpendiculaire 
abaissée  d'un  point  quelconque  sur  un  plan  MN 
est  la  plus  courte  de  toutes  les  lignes  qu'on  peut 
mener  de  ce  point  au  même  plan. 

CoROL|.AIRE      IL 

368.  Donc  si  trois  droites  quelconques  BD; 
BH,  BF  {fig.  124),  sont  perpendiculaires  au 
même  point  B  d'une  droite  AB,  ces  trois  lignes 
seront  dans  un  même  plan  auquel  la  droite  AB 
sera  perpendiculaire.  Car  si  Tune  d'elles  n'étoit 
pas  dans  le  même  plan  que  les  deux  autres,  elle 
ne  seroit  pas  perpendiculaire  à  la  ligne  AB,  par 
le  théorème  présent 

Problême    I. 

369.  D*un  point  A  hors  dun  plan  MN 
(  yî^.  ia5  ),  mener  à  ce  plan  une  perpen- 
4iculaire  AB. 

Solution» 

Soient  pris  sur  le  plan  MN  trois  points  à 
volonté  D,  C,  F  à  égales  distances  du  point  A  ^ 
et  faisons  passer  une  circonférence  de  cercle  par 
ces  trois  points;  le  centre  de  ce  cercle  sera  le 
point  où  la  perpendiculaire  au  plan  MN  doit 
rencontrer  le  plan;  car  elle  doit  avoir  tous  ses. 
points  à  égales  dislances  des  points  D,  C ,  F^ 
vonç ,  elle  passe  par  le  point  B ,  centre  du  cercles 


/ 
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^i  renferme  les  trois  points  pris  à  Tolont&i 
CQ.F.  T.etD. 

S  C  H  O  L  I  s* 

870.  Lorsque  Ton  veut  résoudre  ce  problême 
d'une  manière  très  exacte  dans  la  pratique ,  ce 
qui  arrive  souvent  dans  la  gnomonique;  c'est  ici 
le  cas  de  calculer  le  rayon  du  cercle  par  le  moyen 
des  trois  côtés  mesurés  sur  le  plan  le  plus  exacte- 
ment qu'il  est  possible  ,  au  moyen  d'un  com- 
pas à  verge  et  d'une  échelle  divisée  de  parties 
égales. 

Problême    IL 

371.  Un  plan  MN  {fig.  1^6),  une  droite  FD 
sur  ce  plan,  et  un  point  A  hors  du  même  plan 
étant  donnés;  mener  de  ce  point  A  une  droite  AC 
perpendiculaire  à  la  droite  FD. 

Solution. 

Cherchez  deux  points  D ,  F  sur  la  ligne  donnée 
à  égales  distances  du  point  donné  A,  le  point  C 
miheu  deDF  sera  celui  où  doit  aboutir  la  perpen- 
diculaire menée  du  point  A  à  la  droite  Dr,  puîs- 
3ue  cette  ligne  aura  deux  de  ses  points  à  égales 
istances  des  points  D,  F...  C.  Q.  F.  T.  etD. 
On  pourroit  aussi  résoudre  le  même  problême 
en  abaissant  du  point  A  la  perpendiculaire  AB 
au  plan  MN ,  et  menant  du  point  B  la  droite  BC 
perpendiculaire  à  DF ,  le  point  C  sera  celui  où. 
doit  aboutir  la  perpendiculaire  menée  du  point 
A  à  la  droite  FD. 
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Corollaire    L 

372.  Donc,  si  une  droite  AC  est  oblique  sur 
un  plan  MN ,  il  n'y  a  qu'une  seule  ligne  DF  dans 
ce  plan/ 4  laquelle  la  droite  AC  puisse  être 
perpendiculaire;  car  s'il  y  en  avoit  encore  une 
autre  dans  ce  plan  à  laquelle  elle  pût  être 
perpendiculaire,  elle  ne  seroitplus  oblique  au 
plan,  mais  perpendiculaire  à  ce  même  plaa 
(  par  le  n°,  366  )•  On  voit  de  plus  ce  qu^il  fau- 
droit  faire  pour  trouver  dans  le  plan  MN  une 
droite  DF  perpendiculaire  à  l'oblique  AC  donnée 
de  position. 

Corollaire     IL 

373.  Puisque  l'angle  BCD  est  droit,  il  suit  que 
Si  du  point  B  où  aboutit  une  perpendiculaire 
abaissée  d'un  point  A  quelconque  hors  d'un  plan 
MN  sur  ce  même  plan,  on  mené  une  droite  BD 
terminée  à  quelque  point  D  d'une  droite  DF, 
tracée  sur  le  même  plan ,  et  qu'ensuite  oa  décrive 
sur  cette  ligne  comme  diamètre  un  demi-cercle , 
le  point  où  la  circonférence  coupera  la  droite 
DF,  sera  celui  où  aboutit  la  perpendiculaire 
menée  du  point  A  hors  le  plan  à  la  droite  DF 
tracée  sur  le  même  plan. 

Corollaire    IIL 

374.  Donc,  si  d'un  point  A{fig.  127  ),  pris 
au-dehors  d'un  plan,  on  mené  à  plusieurs  droites 
CB,  CD,  CF,  CG,  etc.  tracées  dans  ce  plan,  et 

aui  passent  par  le  même  point  C,  des  perpen- 
iculaires  AB,  AD,  AF,  AG,  etc.  tous  les  points 


B,  D,  F,  G,  etc.  où  aboutiront  toutes  ces 
perpendiculaires,  seront  dans  la  circonférence 
d*un  cercle  qui  aura  pour  diamètre  la  ligne  CB 
menée  du  point  C  à  celui  où  aboutit  la  perpen^ 
diculaire  abaissée  du  point  A  sur  le  plan  )  car  en 
drant  les  cordes  BD,  BP,  BG,  BI,  les  angl^. 
BDC,  BFC,  BGC  seront  droits,  d'où  il  suit  que 
les  lignes  AD ,  AF,  AG,  AI  sont  perpendiculaires 
aux  lignes  auxquelles  elles  se  terminent* 

Problème    IIL 

375.  Par  un  point  donné  A  {Jig.  128)  hors 
'd*un  plan  MN,  mener  un  autre  plan  parallèle  à 
celui-ci 

SoLUTIOKé 

Par  le  n°.  56o,  il  faut  trois  points  pour  détermi- 
ner la  position  d'un  plan  à  l'égard  d'un  autre 
plan.  Tout  se  réduit  donc  à  trouver  encore  deux 
points  qui  appartiennent  au  plan  demandé.  Pour 
cela  ayant  abaissé  du  point  donné  A  la  perpen* 
diculaire   AB  au   plan  MN;  par  deux  points 

âuelconques  D ,  F  du  même  plan ,  je  mené  des 
roites  indéfinies  parallèles  à  AB ,  sur  lesquelles 
je  prends  les  parties  DC ,  FE  égales  à  la  droite 

AB ,  et  le  plan  qui  passera  par  les  trois  points  A^ 

C ,  E  sera  le  plan  aemandé  parallèle  à  MN,  Car 

{misque  les  lignes  AB ,  EF  sont  égales  et  paralle* 
es,  les  lignes  AE,  BF  seront  aussi  égales  et 
parallèles  :  on  fera  voir  de  même  que  les  lignes 

AC ,  BD  sont  aussi  égales  et  parallèles ,  ainsi  que 
les  lignes  CE  et  DF;  donc  le  plan  OP,  qui 
renferme  les  trois  premières,  est  parallèle  sm 


riân  MN  qui  renferme  les  trois  autres.  C.  Q. 
F.  T.  et  D. 

N.  B.  Il  n'est  pas  nécessaire,  pour  la  solution 
du  problême,  aue  les  trois  lignes  AB,  CD ,  EF 
soient  perpendiculaires  au  plan  MN;  il  suffit 
seulement  que  ces  lignes  soient  égales  et  paralle* 
les  entre  elles. 

Corollaire     L 

376.  Donc,  si  deux  droites  BD,  BF,  tracées 
sor  un  plan  MN ,  sont  parallèles  à  deux  autres 
droites  AÇ ,  AE  tracées  dans  un  autre  plan  OP  ; 
l^  les  angles  DBF ,  CAE  seront  égaux  ;  a"*,  les 

I)lans  M^^ ,  OP  seront  parallèles.  Car  ayant  pris 
es  lignes  AC,  AE  respectivement  égales  aux 
lignes  BD,  BF,  et  tiré  les  droites  AB,  CD,  EF  » 
les  figures  ACDB,  AEFB  seront  des  parallélo- 
grammes à  cause  des  lignes  AC ,  BD ,  AE  ,  BF, 
respectivement  égaies  et  parallèles ,  par  la  cons*- 
truction  et  par  Thypo thèse  ;  les  lignes  AB,  DC, 
£F  seront  aonc  aussi  égales  et  parallèles  ;  donc 


les  aeux  pians  ur ,  iylin  sonc  paraiieies ,  puisque 
les  trois  points  C,  A ,  £  du  premier  sont  respective* 
ment  également  éloignés  des  points  correspon- 
dants D  9  Ë ,  F  du  second. 

Corollaire    IL 

377W  Donc,  si  deux  plans  parallèles  MN,  OP 
sont,  coupés  par  un  troisième  plan  ABDC ,  les 
sections  AC ,  oD  de  ces  plans  par  le  troisième , 
seront  des  lignes  parallèles.  Car  si  ces  lignes  n'é« 


toîent  pas  parallèles ,  ce  serait  signe  que  V\m  àéi 
plans  s'appiorheroit  de  l'autre  du  côté  où  la 
section  ÂC  inclineroit  sur  BD. 

DfFÎNlTlOK. 

878.  L^ouverlure  ou  Pinclinaison  de  deux  plans 
AD  ^  AF  (fig.  1 29  ) ,  qui  se  coupent ,  forme  ce 
que  Ton  appelle  «n  angle  plan. 

Problême     IV. 

879.  Déterminer  l'ouverture  de  deux  plans  qui 
se  coupent;  ou,  ce  qui  revient  au  même,  mesurer 
V inclinaison  de  deux  plans  AD ,  AF  (fig.  ia8  ), 
qui  se  rencontrent  dans  la  droite  AB. 

Solution. 

n  est  évident  que  cette  inclinaison  doit  st 
mesurer  par  la  quantité  dont  le  plan  AF  aura 
tourné  pour  s'écarter  du  plan  AD  avec  lequel  on 
peut  concevoir  qu'il  étoit  d'abord  confondu.  Or 
il  est  visible  que  dans  ce  mouvement  tous  les 
points  du  plan  AF  s'écartent  des  points  corres- 
pondants au  plan  AD,  avec  lesquels  ilsétoient 
confondus  en  décrivant  des.. portions xde  circon- 
férence toutes  du  même  nombre  de  degrés ,  et 
dont  les  centres  sont  dans  chaque  point  de  la 
commune  section  AB  où  aboutissent  les  perpen- 
diculaires menées  de  ces  points  corresponaants 
sur  la  même  section  commune  AB,  des  plans 
AF,  AD.  De  plus,  il  e§t  visible  que  le  rapôort 
de  chacun  de  ces  arcs  au  rayon  correspondant 
est  toujours  un  rapport  constant;  donc  puisque 
tous  ces  arcs  sont  également  propres  à  mesurer 

1q 
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h  mouvement  angulaire  des  deux  plans  sur  la 
droite  AB ,  chacun  peut  être  également  pris  pour 
mesure  de  l'inclinaison  des  mêmes  plans.  Pour 
la  trouver ,  il  n'y  a  donc  qu'à  élever  clans  chaque 
plan,  par  un  point  quelconque  G  de  la  section 
commune  AB  des  deux  plans ,  deux  droites  GK.y 
Gk  perpendiculaires  à  cette  commune  section  ^' 
et  égales  entre  elles;  puis  du  point  G  comme 
centre  décrire  un  arc  cle  cercle  KA  qui  sera  la 
mesure  de  l'angle  plan  formé  par  Tmclinaisou 
respective  des  plans  AF,  AD.  C  Q.  F.  T.  etD*' 

Corollaire'    L 

'  38o.  Donc  Vinclinaison  de  deux  plans  quel- 
conques AD ,  AF  est  la  même  que  celle  de  deux 
droites  tracées  dans  ces  mêmes  plans,  et  perper^ 
diculaires  au  même  point  de  leur  commune 
section. 

Corollaire    IL 

38t  .  n  suit  de  là  que  tout  ce  que  l'on  a  dit  dansr 
le  premier  livre  sur  deux  lignes  qui  se  coupent,] 
doit  aussi  se  dire  de  deux  plans  qui  se  rencon- 
trent, puisque  leur  inclinaison  est  la  même  que 
celle  des  lignes  perpendiculaires  au  même  point 
de  leur  commune  section.  Donc,  si  deux  plans 
se  coupent,  les  angles  opposés  au  sommet  sont 
égaux.  Si  deux  plans  parallèles  sont  coupés  par 
un  troisième  plan,  les  angles  alternes  internes, 
ou 'alternes  externes,  seront  égaux \  donc  les 
angles  internes  ou  externes  d'un  même  côté  pris 
ensemble  valent  deux  droits,  etc.  et  récifiroque* 
ment  si  deux  plans  coupés  par  un  troisième  font 
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des  angles  qui  aient  les  conditions  que  Ton  vieal 
d'énoncer ,  ces  plans  seront  parallèles. 

CoROLtAIRB      III. 

382.  n  suit  encore  de-Ià  que  les  angles  AIB  ^ 
AGB,  AFB,  ADB,  etc.  de  h, figure  127  ,  sont 
respectivement  égaux  à  ceux  que  font  les  plans 
AGI ,  ACG ,  ACF ,  ACD  avec  le  plan  MN  sur 
lequel  sont  tirées  les  droîtes  CI,  CG,  CF,  CD.' 
Car  les  lignes  Al,  BI;  AG,  BG;  AF,  BF  sont 
respectivement  perpendiculaires  au  même  point 
des  communes  Sections  de  ces  plans ,  avec  le 

Slan  MN ,  par  le  n^  38o  :  d'où  il  est  aisé  de 
éduire  la  manière  de  trouver  tous  ces  angles 
géométriquement  par  la  seule  connoissance  de^ 
Bgnes  AC,  AB,  Cd,  et  des  angles  BCI,  BCG, 
BCF ,  etc.  donnés  de  grandeur  sur  le  plan  MN.< 
Je  laisse  aux  commençants  le  plaisir  de  trouver 
cette  solution. 

Corollaire    IV. 

.  383.  Donc,  si  Tangle  KGL  {fig.  129)  est 
àroit  ^  le  plan  AH  sera  perpendiculaire  au  plan 
AD;  mais  dans  ce  cas  la  ligne  Gk  est  aussi 
perpendiculaire  à  la  commune  section  AB  des 
deux  plans  ;  donc  la  ligne  Gk  est  perpendiculaire 
au  plan  AD.  Donc  lorsqu'un  plan  est  perpen- 
diculaire à  un  autre,  il  doit  nécessairement 
passer  par  quelque  ligne  perpendiculaire  à  ce 
plan;  et  réciproquement  s'il  passe  par  une  ligne 
perpendiculaire  à  ce  plan ,  il  lui  sera  lui-même, 
perpendiculaire. 
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Corollaire    V. 

âÔ4.  Donc,  si  un  plan  AH  est  perpen- 
fUculaire  à  un  plan  AD ,  et  si ,  par  un  poinC 
quelconque  G  de  leur  commune  section,  on 
élevé  une  perpendiculaire  au  "même  plan  AD>' 
cette  droite  sera  toute  entière  dans  le  plan  AH  ; 
car  si  cette  ligne  ne  se  trouvoit  pas  dans  le  plan 
AH^  on  pourrûit  mener  par  le  même  point  G  et 
dans  le  même  plan  plus  d'une  perpendicukire 
à  une  même  droite  IK,  ce  qui  seroit  absurde. 

Corollaire  .  VI. 

385.  On  voit  encore'iftgure  126)  que,  par  une 
ligne  AB  perpendiculaire  au  plan MN,  on  peut 
faire  passer  une  infinité  de  plans  perpendiculaires 
au  plan  MN;  mais  par  une  droite  AF  oblique 
au  même  plan ,  on  ne  peut  mener  à  ce  plan  que 
le  seul  plan  BG  qui  lui  soit  perpendiculaire; 
savoir^  celui  qui  passe  par  la  droite  AF  et  par 
une  ligne  abaissée  du  point  A,  perpendiculaire-* 
ment  au  plan  MN. 

Problème     VIL 

3S6.  Trois  plans^  ABCD,  ADEF ,  ABGI ,  qui 
doivent  s  assembler  pour  former  un  angle  solide^ 
étant  donnés  {figure  1 5 ,  /?/•  VIII,  n^  2  )  ^  trou^ 
ver  r inclinaison  de  chacun  des  plans  ADEF , 
ABGI  sur  le  premier  ABCD. 

Solution. 

• 

Sur  les  lignes  AF,  AI ,  qui  doivent  se  réunir 
pour  former  une  arête  commune ,  soient  prises 

Sij 
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les  lignes  égales  AM ,  AN  ^  et  par  leurs  extré-s 
mités  soient  abaissées  les-  perpendiculaires  MK^ 
NL  aux  droites  AD,  AB,  qui  prolongées  se  cou- 
pent en  un  point  P.  Sur  ces  mêmes  lignes  > 
comme  diamètres,  soient  décrites  des  demi-dr- 
conférences  KOM,  LQN,  auxquelles  soient  ins- 
crites les  cordes  KO ,  QL  respectivement  égales 
aux  droites  KP,  LP;  les  angles  que  font  ces 
cordes  prolongées  autant  qu-il  sera  nécessaire 
avec  les  droites  MK,  NL,  seront  égaux  aux 
angles  demandés  que  font  les  plans  AD£F, 
ABGI ,  avec  le  plan  ABCD  ;  de  plus  le  point 
P  sera  celui  où  tomberoit  une  perpendiculaire 
abaissée  du  point  où  les  droites  AM ,  AN ,  consi* 
dérées  comme  une  arête  commune ,  se  réuni- 
rodent  sur  le  plan  ABCD. 

DEMONSTRATION. 

Lorsque  les  plans  ADEF,  ABGI  seront  réunis 
pour  former  avec  le  plan  AÎBCD  un  angle  solide 
en  A ,  les  points  M ,  N  n'en  feront  plus  qu'un  ; 
les  lignes  MK ,  NL ,  étant  perpendiculaires  aux 
droites  AD ,  AB  ;  ainsi  que  leurs  prolongements 
KP,  LP.  Donc,  si  Ton  imagine  que  les  plans 
ADEF,  ABGI  tournent  sur  les  lignes  AD,  AB 
jusqu'à  ce  qu'ils  soient  assemblés  par  une  arête 
commune ,  tes  angles  formés  par  les  droites  MR 
et  KP,  NL  et  LP,  seront  compris  par  deux  lignes 
perpendiculaires  aux  arêtes  AD,  AB  communes 
au  plan  ABCD  et  à  ceux  ADEF ,  ABGI  ;  donc 
(n*".  379)  ces  angles  seront  égaux  aux  angles  que 
£>nt  ces  mêmes  plans  avec  le  même  plan  ABCD. 
U  ne  s'agit  donc  plus  que  d'en  déterminer  la  va-; 
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leur.  Or,  les  lignes  MK,  NL  doivent  être  consv* 
dérées  comme  les  hypoténuses  de  deux  triant 
files  rectancles  qui  ont  pour  eôkés  de  Tangle  droit 
fes  lignes  KP ,  LP ,  et  pour  côté  commun  la  per- 
pendiculaire abaissée  du  point  M,  réuni  avec  le 
point  N ,  sur  le  plan  ABCD  ;  donc,  pour  avoir  ces 
angles^  il  n'y  a  qu'à  décrire  sur  les  lignes  MK, 
NL  les  demi-circonférences  KOM,  LQN,  et  y 
inscrire  les  cordes  KO,  QL  respectivement  égales 
aux  Iknes  KP ,  LP  ,  ainsi  qu'il  est  prescrit  au 
problème.  C  Q,  F.  T.  et  D. 

S  c  H  O  L  I  E.' 

387.  Si  Ton  vouloit  déterminer  Tangle  que  font 
entre  eux  les  plans  ADEF,  ABGI,  lorsque,  par 
leur  réunion  sur  une  arête  commune,  ils  font  un 
angle  solide  en  A ,  avec  le  plan  ABCD  ;  il  n*y  au- 
roit  qu'à  joindre  le  plan  ABGI  avec  le  plan  AuCF, 
par  la  réunion  àes  lignes  AM,  AN  ^  et  opérer 
comme  on  vient  de  Eure.  Ce  problême  est  de  la 
plus  grande  utilité  dans  la  théorie  des  développe- 
ments^ et  par  conséquent  dans  celle  de  la  coupe 
des  pierres;  ainsi  les  comioaençants  ne  peuvent 
trop  s'appliquer  à  le  concevoir  et  à  le  résoudre. 

Th^orÂ  me    il 

388*  Si  deux  plans  EF ,.  DG  (Jig.  1 3o  ) ,  sorti 
perpendiculaires  à  un  même  plan  MN,  Je  disque 
leur  commune  section  AB  sera  aussi  perpendicuz 
laire  à  ce  plaa^ 

DiMOKSTRATIOKa. 

Far  le  point  B  où  la  cogimune  sectfon  des 

Su| 
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plans  DG,  EF  rencontre  le  plan  MN,  on  peul 
élever  une  perpendiculaire  à  ce  plan ,  qui  ser^ 
toute  entière  dans  le  plan  DG  (  n .  38â  ) ,  et  par 
le  même  point  B  on  peut  aussi  élever  une  perpen-r 
diculaire  au  plan  MN  qiii  sera  toute  entière  dans 
le  plan  EF  ;  a  ailleurs,  par  unpoint  B,  on  ne  peut 
élever  à  un  plan  qu'une  seule  perpendiculaire } 
donc  cette  ligne  sera  à  la  fois  dans  le  plan  DG  et 
dans  le  plan  EF  ;  donc  Tinterseclion  commune 
des  deux  plaqs  est  perpepdiçula^re  ^u  plan  MN^ 
CQ.  F.  D. 

DEFINITION. 

389,  Lorsque  plusieurs  angles  plans  ASB» 
BSD,  DSE  (fig.  i3i  ) ,  etc,  se  réunissent  en  ui* 
seul  point  S,  et  renferment  un  espace  iadéfînî 
SABDEFî  ce  même  espî^ce  se  nomme  anglç 

390.  Si  tant  é" angles  plans  que  Von  voudra 
f6m\ent  entre  eux  un  angle  solide  ^  la  somme  de 

toits  ces  angles  sera  toujours  rnoindre  que  quiaire 
angles  droits ,  ou  quç  36o°.. 

DÉMONSTRATION, 

Ayant  mené  au-dessous  du  sommet  S  de  eel 
^ngle  solide  un  plan  quelconque  ABDEF,  qui 
coupe  tous  les  angles  plans  qui  forment  Fangle 
solide^  soit  abaissée  qu  sominet  S  la  perpen- 
diculaire se  sur  le  même  plan ,  et  soient  tirées, 
los  lignes  CA,  CB ,  CD,  CE,  Cp  à  tous,  les  ap^lçs 
du  polygone  ABDEFj  il  est  visible  que  tous  les 
apgles  fiutour  4u  point  C  valent  quatre  dipitsi 


f 


THEORIQUE  £T  PRATIQUE.     279 

de  plus,  il  n'est  pas  moins  évident  que  tous  les 
angles  ASB,  BSD,  DSE  etc,  sont  plus  petits 
que  leurs  correspondants  ACB ,  BCD ,  UCE ,  etc. 

fmisque.ces  angles  ayant  des  bases  communes ^ 
es  premiers  ont  leur  sommet  plus  éloigné  de 
leur  base  que  Jes  seconds  ;  mais  tous  ces  angles 
forment  l'angle  solide  qui  est  en  S;  donc  tous  les 
angles  plans  qui  forment  cet  angle  solide  ^  valent 
moins  que  quatre  droits.  C  Q.  F.  D. 


mm 


CHAPITRE     II. 


Des  solides. 


39 1 .  Un  nomme  solide  en  général^  toute  étendue 
éftiia  les  trois  dimensions  ^  longueur,  largeur  et 
épaisseur.  Les  géomètres  ne  considèrent  dans 
les  solides  que  le  volume  qu^ils  occupent  dans 
Tespace ,  ou  le  rapport  de  ce  volume  à  un  autre 
volume  pris  pour  unité  ou  pour  mesure;  et 
comme  dans  un  même  corps  la  quantité  de 
matière  qu^on  appelle  aussi  sa  masse  est  propor^- 
ftionnelle  au  volume  ^  les  règles  que  donnent  les 
géomètres  pour  déterminer  les  volumes  servent 
aussi  à  mesurer  la  masse  ou  le  poids  des  corps. 
Avant  de  nous  occuper  de  cette  recherche ,  il  faut  \ 

commencer  par  donner  une  notion  précise  des 
différentes  espèces  de  ccups  ou  solides  qui  se 
rencontrent  le  plus  souvent ,  et  auxquels  tous  lea 
autres  peuvent  se  rappeller  ÊicilemenL 
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DEFINITIONS, 

892.  Si  une  surface  Quelconque  se  meut  paral- 
lèlement à  elle-même  le  long  d'une  droite  quel- 
conque AM.  (Jîg.  i32^  i33,  184,  i35,  i36et 
U  37  ) ,  perpendiculaire  ou  oblique  au  plan  de 
celte  surface  ;  le  solide  engendré  dans  ce  mou- 
vement sera  nommé  prisme. 

393.  La  ligne  AM ,  le  long  de  laquelle  on  con- 
çoit la  surface  en  mouvement  »  se  noixime  direo- 
iricej  et  la  surface  q^i  forme  le  prisme  sera  ap- 
pellée  pian  générateur  ou  base  génératrice. 

3p4.  Une  perpendiculaire  abaissée  d'un  point 
quelconque  ae  la  face  supérieure  du  prisme  sur 
sa  base  génératrice  ,'sera  nommée  hauteur  du 
prisme. 

395.  On  distingue. le  prisme  en  plusieurs  es- 
pèces ,  et  par  la  position  de  la  directrice  à  Tégard 
ou  plan  générateur  ^  et  par  la  figure  du  plan  gé- 
nérateur. Si  la  directrice  est  perpendiculaire  au 
plan  de  la  base  génératrice,  le  prisme  est  im 
prisme  droit;  si  la  même  directrice  est  inclinée 
ou  oblique  au  plan  de  cette  même  base ,  le 
prisme  sera  nommé  prisme  oblique;  donc^  dans 
un  prisme  droit,  sa  hauteur  est  égale  à  la  por* 
lion  de  la  directrice  contenue  entre  les  bases  in- 
férieures et  supérieures  du  même  prisme.  , 

En  considérant  le  prisme  par  rapport  à  sa 
base  y  il  y  en  a  autant  que  de  bases  particulières* 
Celui  dont  la  base  est  un  triangle  ijlg^  i3a  )  se 
nomme  prisme  triangulaire.  Celui  dont  la  base  est 
un  quadrilatère ,  se  nomme  prisme  cjuadrcmgu^ 
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laire;  si  le  quadrilatère  est  un  parallélogramme , 
il  s'appelle  parallélipipede. 

390.  Si  la  base  est  un  quarré ,  et  si  de  plus  le 
prisme  étant  droit,  sa  hauteur  est  égale  au  côté 
de  ce  quarré ,  le  prisme  se  nomme  cube.  Ce 
solide  étant  un  des  plus  simples  à  cause  de  l'éga- 
lité de  toutes  ses  dimensions  et  de  tous  ses  an* 
gles  solides ,  est  aussi  celui  auquel  on  tâche  de 
rapporter  la  mesure  de  tous  les  solides.  De-là 
mesurer  un  solide  quelconque  ou  cuber  ce  so- 
lide,  sont  des  termes  synonymes  en  géométrie. 

Si  la  base  du  prisme  est  un  pentagone,  ua 
hexagone  ^  et  en  général  un  polygone  régulier 
ou  irrégidier  quelconque,  le  prisme  prend  sa 
dénomination  du  polygone  qui  lui  sert  de  base  « 
et  se  nomme  prisme  pentagonal ,  prisme  hexagty- 
nal,  etc. 

897.  Si  la  base  du  prisme  e$t  un  cercle,  alors 
le  prisme  se  nomme  cylindre;  cylindre  droit,  si 
la  directrice  AM  est  perpendiculaire  au  plaa 
de  sa  base  génératrice  \jig*  i35  )  ;  cylindre  obli- 
que, si  la  même  directrice  est  inclinée  au  plan 
du  mènie  cercle  générateur  (Jig.  i  Sy  ). 

3o8.  Le  solide  qui  se  rencontre  le  plus  souvent 
après  les  prismes  {Jig.  i38,  189,  140,  141, 
142)  est  celui  que  Ton  nomme  pyramide.  On 
appelle  ainsi  tout  solide  formé  par  le  mouvement 
dune  droite  indéfinie,  dont  une  extrémité  est 
fixe  en  un  point  S,  autour  duquel  elle  peut 
néanmoins  tourner,  tandis  que,  par  son  extrémité 
inférieure,  elle  décrit  le  contour  d'un  polygone 
régulier  ou  irrégulier  quelconque. 

3j)9«  On  voit  par  cette  formation  de  la  pyra* 


\ 


a!8a  LEÇONS  de  GiomirKii 

mide,  que  ce  corps  est  termiaé  à  sa  base; 
d'abord  par  un  plan  Quelconque ,  et  latéraleitient 
par  autant  de  triangles  qu'il  y  a  de  côtés  dans 
cette  base,  qui  tous  vont  aboutir  à  un  même 

Foint  S,  élevé  au-dessus  de  cette  base,  et  que 
on  nomme  sommet  de  la  pyramide. 

400.  Une  perpendiculaire  SF  abaissée  du 
sommet  de  la  pyramide  au  plan  de  sa  base ,  se 
nomme  hauteur  de  la  pyramide.  On  distingue 
plusieurs  espèces  de  pyramides.  Celle  dont  la 
oase  est  un  polygone  régulier ,  et  dont  le  sommel 
se  trouve  dans  une  perpendiculaire  au  plan  de 
la  base,  et  qui  passe  par  le  centre  de  cette  base, 
se  nomme  pyramide  droite  et  régulière.  Celle 
dont  la  base  n'est  pas  un  polygone  régulier  se 
nomme pymmide  irréguUere.  Dans  les  pyramides 
régulières  la  ligne  menée  du  sommet  au  centre 
de  la  base,  se  nomme  axe  de  la  pyramide  :  dans 
les  pyramides  dont  la  base  est  un  polygone 
régulier,  si  l'axe  n'est  pas  perpendiculaire  au 
plan  de  la  base ,  la  pyramide  se  nomme  pjramidâ 
oblique» 

40 1,  On  distingue  aussi  les  pyramides  par  le 
nombre  des  côtés  de  leurs  bases*  Celle  dont  la 
base  est  un  triangle  se  nomme  pyramide  triaii' 
gulaire  ou  èétrahedre  { fig.  i38)^*Ce  solide  est 
le  plus  simple  de  tous  les  solides ,  puisque,  pour 
terminer  un  volume  ou  un  espace  par  des  pkns, 
il  en  faut  au  moins  quatre.  Le  tétrahedre  est 
dans  les  solides  ce  que  le  triangle  est  dans  les 
surfaces.  De  même  qu'il  n'y  a  point  de  surface 
plane  que  l'on  ne  puisse  décomposer  en  triangles^ 
il  n'y  a  point  non  plus  de  solide  quelqu'irréguliet 
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qu*il  puisse  être ,  que  Ton  ne  puisse  décomposer 
en  tétrahedres  ou  en  pyramides  triangulaires.  Si  la 
base  de  la  pyramide  est  un  quadrilatère^  un 
pentagone ,  un  hexagone ,  etc.  en  un  mot ,  vask 
polygone  quelconque ,  elle  prend  sa  dénomina- 
tion du  polygone  qui  lui  sert  de  base,  et  se. 
nomme  pyramide  quadrangulaire,  pyramide perh 
(agonale,  hexagonale ,  etc<  Enfin  ^  si  la  base  de 
la  pyramide  est  un  cercle  ou  un  polygone  régulier 
^'une  infinité  de  côtés ,  elle  prend  le  nom  de 
cône  (Jig.  141 9  i4^)*  Le  cône  est  oblique  ^  si  son 
axe  9  ou  la  ligne  menée  de  son  sommet  au  centre^ 
de  sa  base ,  est  oblique  à  cette  même  base  ;  il  est 
droit  si  ce  même  axe  est  perpendiculaire  au  plan; 
de  cette  base. 

402.  Si  Ton  coupe  une  pyramide  quelconque 
par  un  plan  abçde  {Jig.  189 ,  \^o)^  au-dessous 
du  sommet,  le  solîae  renfeM^é  entre  ce  plan  et 
la  base  ÂBCDE  de  la  pyramide  entière,  sera 
nommé  tronc  de  pyramide,  ou  pyramide  tron- 
quée. Si  le  plan  de  section  est  parallèle  à  celui  de 
lia  base,  on  le  nomme  tronc  de  pyramide  à  bases 
parallèles.  Il  en  est  de  même  d'une  partie  de 
cône  comprise  entre  la  base  d'un  cône ,  et  une 
section  de  ce  cône  faite  par  un  plan  mené  au- 
dessous  du  sommet  à  travers  ce  même  cône;  oa 
rappellera  cdnç  tronqué  simplement,  ou  cône 
tronqué  à  bases  parallèles^  si  la  section  est 
parallèle  à  sa  base. 

403.  Tels  sont  à-peu-près  les  solides  dcmt  noua 
allons  rechercher  les  principales  propriétés^  Noua 
Insisterons  peu  sur  la  mesure  de  leurs  surfaces  « 
l^uisqqç  nous  avons  vu ,  dans  leliwe  précédent. 
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la  manière  de  mesurer  toutes  les  surfaces  planés.;, 
il  s^agira  ici  particulièrement  de  leurs  solidités 
et  des  rapports  de  ces  solidités  avec  leurs  dimen* 
sions.  Nous  passerons  ensuite  aux  solides  lermi- 
xiés  par  des  surfaces  courbes ,  parmi  lesquels 
nous  n'examinerons  que  la  sphère ,  et  quelques 
solides  dont  on  mesure  les  suEËu:es  et  la  solidité^ 
comme  celles  de  la  sphère^ 

'De  la  sur/ace  des  prismes  et  des  cylindres  droits 
ou  obliques;  de  celle  des  pyramides  régulières, 
ou  irrégulieres  ^  et  de  leurs  parties^ 

TnioaiME    î. 

'404.  Si  l'on  coupe  un  prisme  oblique  quelcon^ 
que  par  un  plan  RSTVi  {fig.  \2>6  et  iSy,,) 
perpendiculaire  à  ta  directrice  AM,  et  quart 
fasse  un  rectangle  rr'm'm,  dont  la  base  %r  soit 
égale  au  contour  développé  de  la  section  RSTVX, 
et  dont  la  hauteur  soit  égale  à  la  directrice  AM 
du  prisme  ;  je  dis  que  la  surface  de  ce  rectangh 
Mra  égale  à  celle  du  prisme  sans  y  comprendre 
ses  bases  inférieures  et  supérieures.. 

D^MTONSTRATIOÎT. 

Soit  divisée  .k  base  rr'  de  ce  rectan^e  en 
parties  rsj  st,  tu^  ux^  xr^,  respectivement  égales 
aux  côtés  RS,  ST,  TV,  VX,  XRde  la  section 
RSTVX;  et  par  les  points  s,  t,  u,  Xy  soient 
menées  des  parallèles  à  la  droite  rm.  Ce  rectangle 
se  trouvera  partagé  en  autant  de  rectangles  qu  il 
y  a  de  faces  paraltélogrammiques  dans  le  contour 


superficiel  du  prisme  ;  et  de  plus  on  va  voir  que 
chacun  de  ces  rectangles  est  égal  à  chacun  des 

Ê^irallélogranunes  auquel  il  répond ,  ce  qui  est 
icile  à  démontrer* 

Car  puisque  le  plan RSTVX est  perpendiculaire 
à  la  directrice  AM ,  il  sera  aussi  perpendiculaire 
à  toutes  les  arêtes  dju  prisme  parallèles  à  cette 
même  directrice.  Donc  les  lignes  RS ,  ST ,  TV , 
etc  sont  perpendiculaires  aux  côtés  opposés  des 
parallélogrammes  MB,  NC,  OD  y  etc.  aonc  elles 
mesurent  la  largeur  de  ces  parallélogrammes 
dont  toutes  les  bases  sont  égales  à  la  directrice 
AM;  donc  à  cause  de  Tégalité  des  lignes  RS ,  ST , 
TV,  etc.  aux  lignes  rsj  sù^  eu ,  etc.  on  aura  AM 
X  RS  =  mr  X  rj  ;  BN  x  ST  =:ns  x  st  ou  mr  x 
J/,  et  ainsi  de  suite  ;  donc  la  somme  de  tous  les 
parallélogrammes  qui  font  le  contour  du  prisme^ 
est  égale  à  la  somme  des  rectangles  ms  «  ntj  ou  ^ 
etc.  c'est-à-dire  au  rectangle  r^nim ,  qui  a  pour 
base  le  contour  de  la  section ,  et  pour  hauteur 
le  côté  AM  du  prisme.  C.  Q.  F.  D, 

COROLLAIAB       I. 

'4o5«  Donc  la  surface  d'un  prisme  droit  quel' 
conque ,  sans  y  comprendre  sa  surface  généra-^' 
trice  çt  son  opposée^  est  égale  à  un  rectangle 
qui  a  pour  base  le  contour  de  cette  même  base , 
et  pour  hauteur  la  hauteur  du  prisme.  Car  dans; 
un  prisme  droit  la  base  de  Ce  prisme  est  elle* 
même  une  section  perpendiculaire  à  la  directrice.: 

Corollaire    IL 
4o^«  Donc  la  surface  convexe  d'un  cylindre 


oblique  quelconque  (Jig.  i^y),  est  égale  à  celîê 
à^un  rectangle  qui  auroît  pour  base  une  droite 
^le  rr',  égale  au  contour  d'une  section  RSTV^ 
perpendiculaire  à  la  directrice  AM,  et  pour 
nauteur  la  même  directrice  AM.  Si  le  cylindre  est 
droit,  sa  surface  convexe  est  toujours  égale  au 
contour  de  su,  base  par  la  hauteur  AM  de  ce 
même  cylindre  :  car  le  cylindre  n'est  autre  chose 
qu'un  prisme  dont  la  base  est  un  polygone  d'une 
infinité  de  côtés. 

Corollaire    II  L 

.  407.  Donc  la  surface  d'un  cylindre  droit  dont 
la  hauteur  est  égale  au  diamètre  de  sa  base,  est 
quadruple  de  Taire  de  sa  base.  Car  Taire  de  cette 
base  est  égale  au  produit  de  son  Contour  par  la 
moitié  du  rayon  ;  et  la  surface  convexe  du  cylin^ 
dre  droite  dont  la  hauteur  est  égale  au  diamètre 
de  sa  base ,  sera  égale  au  produit  du  contour  de 
cette  même  base  par  le  diamètre  qui  est  qua* 
druple  de  la  moitié  du  rayon. 

S  C  H  O  L  I  £4 

408»  La  mesure  des  surfaces  Cylindriques  sert 
et  faire  connojitre  les  surfaces  dés  voûtes  en 
berceau,  qui  ne  sont  autre  chose  que  des  moitiés 
de  surfaces  cylindriques  dont  Taxe  est  parallèle 
au  plan  de  Thorizon  lorsque  le  berceau  est  droit, 
ou  dont  Taxe  est  incliné  à  Thorizon  lorsque  le 
berceau  est  rampant. 

TnéoRiMS    IL 

409.  Soient  une  pyramide  SABCDE  çcie/co/^ 


{fiff.  139.  ),  et  une  droite  aussi  quelconque 
menée  du  sommet  S  de  la  pyramide  à  un  point 
tel  que  Von  voudra  de  sa  base;  si  ton  coupe  cette 
pyramide  *par  un  plan  abcde ,  parallèle  à  cette 
même  base,  on  aura  toutes  les  propriétés  sui-^ 
vantes. 

1°.  Toutes  les  arêtes  SA^  SB,  SC,  etc.  seront 
coupées  en  parties  proportionnelles  par  le  pjun 
abcde ,  ainsi  que  la  droite  SF.      . 

2^  La  section  abcde  sera  semblable  au 
plan  AhCDE.   ' 

y.  Les  points  F,  f  ,  oà  la  ligne  SF  rencontre  la 
base  et  le  plan  coupant  abcde ,  seront  des  pàihts 
semblablement  placés  dans  ces  figures. 

4^  Les  contours  des  polygones  ARQXyE^^bcàe  11 
ainsi  que  les  intersections  de  ces  sur/aces  par  des 
plans  menés  pat  la  droite  SF  et  les  arêtes  de  la 
pyramide,  seront  proportionnels  aux  lignes  SF, 
Sf^  comprises  entre  le  sommet  de  la  pyramide 
et  les  mêmes  plans. 

.  i5^  Enfin,  les  aires  ABCDE,  abcde  seront  en^ 
ire  elles  comme  les  quarrésdes  lignes  SF ,  S£. 

DEMONSTRATION. 

Soient  menés  par  la  droite  SF,  et  par  les 
arêtes  de  la  pyranude,  des  plans  SFA ,  SFB,  SFC^ 
etc.  qui  couperont  la  section  abcde  dans  les  lignes 
fa,Jv,fc,fd^,  etc.  Cela  posé,  puisaue  les  com- 
munes sections  de  deux  plans  parallèles  par  un 
troisième ,  sont  des  lignes  parallèles  (  n**.  077  ) 
les  triangles  ASF,  BSF ,  ASB,  BSC,  CSD,  etc., 
seront  semblables  à  leurs  correspondants  aSf^ 
iSfj  aSb,  bSa,  cSd,  ete;  donc  les  côtés  de  ces 
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triangled  seront  proportionnels ,  et  donneront^  en 
les  comparant  deux  à  deux,  SF  i  Sf  ::  SA  :  Sa  :  z 
SB  :  SA  :  :  SC  :  Se  :  :  SD  :  Sd,  etc.  C.  Q.  F.  l^  D. 

2^  Puisque  les  trianjgles  AFB,  Bl'C,  GFD^ 
etc.  dans  lesquels  le  plan  ABC  DE  de  la  base 
se  trouve  divisé  par  les  pians  menés  par  la  droite 
SF  et  les  arêtes  de  la  pyramide,  ont  leurs  côtés 
respectivement  parallèles  à  ceux  afb,  bfc^  cdf, 
dans  lesquels  la  section  abcde  se  trouve  partagée 
par  les  mêmes  plans,  il  est  visible  que  tous  ces 
triangles  seront  semblables  les  uns  aux  autres  ; 
donc  les  deux  figures  ABCDE,  abcde,  qui  sont 
formées  de  ces  triangles,  seront  des  figures 
semblables.  C.  Q.  F,  a*".  D. 

3°.  Puisque  les  triangles  AFB ,  afb  sont  sem- 
blables, les  distances  FA,  FB  du  point  F  aux 
extrémités  A  et  B  du  côté  AB  de  la  oase,  seront 
proportionnelles  aux  distances^à ,  fb  du  point/* 
aux  extrémités  a,  6  du  côté  ab  de  la  section 
abcde,  et  ces  distances  seront  aussi  entre  elles 
comme  ces  mêmes  côtés  ;  donc ,  par  le  n"".  221^ 
ces  points  F, /sont  semblablement  placés  dans 
ces  polygones* 

.  4"".  Puisque  les  polygones  ABCDE ,  abcde  sont 
semblables,  les  côtés  du  premier  seront  aux 
côtés  correspondants  du  second ,  comme  un  côté 
quelconque  du  premier  est  à  son  correspondant 
du  second ,  ou  comme  une  droite  quelconque  FB 
est  A  son  homologue /Z',  dans  lit  section  abcde; 
et  par  conséquent  aussi  les  contours  de  ces 
polygones  seront  encore  entre  eux  comme  les 
mêmes  lignes  homologues ,  c'est-à-ijire  :  :  FB  : 
Jb  \  mais  rB  :/^  ;  :  SF  ;  S/*  à  cause  des  triangles 

semblaoles 


semblables  SFB,  S/&;  donc  ABCDË  :  abcdew 
SF  :  S/  C.  Q.  F.  \\  D. 

S".  Enfin.,  les  figures  ABCDE,  abcde  étant 
îsemblables ,  seront  entre  elles  comme  les  quarrés 
def  leurs  lignes  homologues  (  ii°.  3o2  ).  On  aura 

donc  cette  proportion,  ABCDE  :  abcde  ::  AB  :  ab 

— i-a     —a 

:  :  SF  :  ^,  puisque  AB  :  ai  :  ;  SF  :  S/I  C.  Q.  F, 

6^  D. 

CoaoLi/AiRE    L 

410.  Puisque  la  section  d'une  pyramide  cou- 
pée parallèlement  à  sa  base ,  est  semblable  à 
cette  même  base;  il  est  clair  qu'un  solide  à  bases 
parallèles  et  non  semblables,  ne  pourra  être  un 
ttonc  de  pyramide  ;  donc,  pour  reconnoître  si  un 
corps  de  cette  forme  est  une  portion  de  pyramide 
coupée  parallèlement ,  il  faudra  voir  si  les  surfaces 
psiralleles  sont  ou  ne  sont  pas  semblables  entra 
elles. 

Corollaire     IL 

4 1  ï .  Puisque  Ton  a  toujours ,  par  Tarticle 
cinquième  du  présent  théorème,  ABCDE  :  abcda 

'   a     . — a 

:  ;  SF  :  S/;  il  s'ensuit  que  si  l'on  imagine  que  les 
distances  au  sommet  o  des  plans  parallèles  à  la 
base ,  croissent  comme  la  suite  inhnîe  des  nom- 
bres naturels;  en  donnant  une  même  épaisseur 
infiniment  mince  aux  plans  abcde^  ces  surfaces 
que  Ton  pourra  regarder  comme  les  éléments  de 
la  pyramide^  croîtront  comme  les  quarrés  des 
QQfflbres  naturels.  Ainsi  la  mesure  de  la  solidité 


r 


des  pyramides  dépendra  de  la  sommation  dei 
quarrés  des  nombres  naturels. 

COROLLAIKE      II L 

'412.  Puisque  9  par  le  n^  4  du  même  présent 
théorème ,  on  a  toujours  AB  :  ab  :  :  SF  :  S/\  il 
s'ensuit  que  Ton  aura  aussi  les  deux  proportions 
suivantes.  AB  —  ab  :  AB  :  :  SF  -—  S/:  SF;  et 
AB  —  ab:  ab::  SF  —  S/\  S/!  On  voit  donc  par 
ces  deux  proportions  comment  il  faut  s'y  prendre 
pour  trouver  la  hauteur  d'une  pyramide  entière  f 
ou  de  la  partie  qui  en  a  été  retranchée ,  par  la 
seule  connoissance  de  la  hauteur  d'un  tronc  de 
pyramide  à  bases  parallèles  et  semblables.  La 
première  proportion  donne,  comme  on  le  voit,  la 
nauteur  entière  de  la  pyramide,  et  la  seconde 
donne  celle  de  la  pyramide  emportée;  ce  qui  est 
évident,  puisque  les  trois  premiers  termes  de 
ces  deux  proportions  sont  essentiellement  connus»: 

CoROLtAIRE      IV. 

41 3.  Comme  on  n'a  point  fixé  le  nombre  des 
côtés  du  polygone  oui  sert  de  base  à  la  pyramide , 
non  plus  que  la  figure  de  cette  même  base ,  il 
s^ensuit  que  le  théorème  et  tous  ses  corollaires 
sont  également  vrais,  lorsque  la  base  est  un 
polygone  réjgulîer  d'une  infinité  de  côtés  :  mais 
dans  ce  cas  la  pyramide  devient  un  cône  ;.  donc  iè 
faut  appliquer  au  cône  tout  ce  qu'on  vient  de 
démontrer  des  pyramides  ;  d'où  il  suit  que  si  Toa 
coup>e  un  cône  quelconque  droit  ou  oblique  par 
un  plan  parallèle  à  sa  base ,  Jt\  toutes  les  droites^ 
nenées  du  sommet  à  la  base ,  soit  au-dedans  ^ 


I 
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6dtt  aU-dehors  de  la  surface  convexe  du  cône» 

Soit  sur  cette  même  surlace,  seront  coupées  en 

parties  proportioiinelieSi  a^  Toute  section  du 

cône  par  un  plan  parallèle  à  la  base ,  sera  un 

cercle.  3""^  Les  points  où  la  base  et  le  cercle 

formé  par  le  plan  coupant  ^  seront  rencontrés  paf 

une  drofte  SF  menée  du  sommet  à  la  base*,  seront 

des  boints  semblablement  placés  dans  ces  deux 

cercles.  4"*.  Les  contours  ou  les  rayons  de  ces 

cercles  seront  entre  eux  comme  les  droites  SF^ 

Sf\  et  les  aires  de  ces  cercles  seront  entre  elles 

comme  les  quarrés  des  mêmcft  lignes.  5^  Enfin  f 

si  Ton  a  un  tronc  de  cône  à  bases  parallèles^ 

dont  on  veuille  retrouver  la  hauteur  entière  ou 

celle  du  cône  emporté,  on  la  trouver^  par  les 

rayons  de  sa  base  inférieure  e^ supérieure,  paf 

cette  analogie  :  La  différence  des  rayons  est  au 

plus  grand  ou  du  plus  peùic  rayon,  comme  ht 

hauteur  du  cône  ttonqué  est  à  celle  du  cane 

entier  y  ou  du  ta  ne  retranché. 

Th£or£mb    II  L 

414.  ^oit  une  pyramide  tfuelconque  SABC 
(fig.  i38  ),  et  un  triangle  MNO,  dont  la  base 
NO  soti  égale  au  contour  de  la  base  de  la 
pyramide ,  et  dont  la  hauteur  MN  soit  égale  à 
une  droite  SD  menée  du  sommet  S  de  la  pyra^ 
mide  à  un  point  Quelconque  D  dun  des  côtés 
AB  de  la  base.  Si  l  on  coupe  la  pyramide  par  un 
plan  abc  paralMe  à  sa  base,  qui  rencontre  en  d 
la  droite  SD ,  et  qu  ayant  pris  sur  la  hauteur  MN 
du  triangle,  ujie  droite  Mn  =  Sd,  on  tire  no 
parallèle  à  la  base  NO  de  ce  même  triangle}  je 

Tij 
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dis  que  Ton  aura,  1°.  la  droite  no  égale  an 
contour  de  la  section  abc. 

2%  Si  la  pyramide  est  régulière ,  et  si  la  droite 
SD  est  menée  du  sommet  au  milieu  de  la  base, 
les  superficies  des  pyramides  S  ABC ,  Sabc ,  sans 
y  comprendre  leurs  bases,  seront  respectivement 
égales  aux  triangles  MNO ,  Mno.  • 

3^  Vaire  du  tronc  de  pyramide  ABCabc  sera 
égale  à  celle  du  trapèze  nNOo.  ^ 

Démonstration. 


"^  » 


Puisque  le  plan  abc  est  parallèle  au  plan  ABC 
qui  est  la  base  de  la  pyramide ,  toutes  les  lignes 
çienées  du  sommet  à  la  base ,  sont  coupées  en 
parties  proportionnelles  (  rf  409  ) ,  et  sont  entre 
elles  comme  les  contours  des  sections  ABC .  abc; 
par  le  même  n°,  donc  ABC  :  abc  :  :  SD  :  Srf  ;  mais 

Ijar  hypothèse  SD  :  ^d\\  MN:  M/ï;  puisque  ces 
ignés  sont  respectivement  égales  par  la  suppo- 
sition; et  à  cause  des  parallèles  NO,/zo,  \&^ 
triangles  MNO ,  M/70  sont  semblables ,  et  don- 
nent MN  :  M/^  ::  NO  :  no\  donc,'  puisque  la 
suite  des  rapports  égaux  n'a  pas  été  interrompue, 
on  aura  ABC  :  abc  ::  NO  :  no  ;  mais  la  ligne  NO 
a  été  supposée  égale  au  contour  ABC  de  la  base, 
de  la  pyramide  ;  donc  no  sera  égale  aussi  au  con- 
tour ae  la  section  abc.  C.  Q.  F.  1°  D. 

^^  Si  la  pyramide  est  régulière ,  tous  les  trian- 
gles ASB ,  BSC ,  CSA ,  qui  forment  sa  surface 
sans  y  comprendre  la  base,  seront  isèsceles,  et 
tous  égaux  entre  eux ,  puisque  la  base  doit  être 
un  polj'gone  régulier,  et  que  le  sommet  de  la 
pyramide  doit  se  trouver  dans  une  perpendicu-: 
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lâire  au  plan  de  la  base ,  et  qui  passe  par  le 
'centre  de  cetle  même  base;  d'où  il  suit  que 
toutes  les  arêtes  SA,  SB,  SC,  etc.  doivent, être 
égales  entre  elles;  donc,  si  la  ligne SD est  menée 
du  sommet  au  milieu  de  la  base  AB  d'un  des 
triangles  ASB ,  cette  ligne  mesurera  la  hauteur 
des  triangles  qui  forment  la  surface  de  la  pyrar 
mide  ;  et  par  conséquent  cette-surface  sera  égale 
à  celle  d'un  triangle  dont  la  base  seroit  égale  à 
la  sotnme  de  toutes  les  bases,  et  dont  la  hauteur 
seroit  égale  à  la  hauteur  commune  SD;  c'est-à- 
dire  au  triangle  MNO  ^  dont  on  suppose  la  base 
NO,  égale  au  contour  de  la  base  de  la  pyramide,  < 
et  dont  la  hauteur  MN  est  égale  à  la  hauteur  SD; 
On  fera  voir  de  même  que  k  surface  de  la  pyra- 
mîdef  Sabc  est  égale  au  triangle  Mno  ;  car  à  cause 
des  plans  parallèles  ABC  ^  abc ,  la  pyramide 
SABC  étant  supposée  régulière ,  la  pyramide 
Sabc  le  sera  aussi;  la  ligne  Mn  sera  égale  à  la 
hauteur  commune  Sd  des  triangles  égaux  aSb , 
bSc,  cSa,  .qui  forment  la  surface  de  la  pyramide 
Sabc;  la  ligne  no  sera  égale  au  contour  du  trian* 
gle  al?c;  donc  le  triangle  Mno  est  égal  à  la  sur-- 
lace  de  la  pyramide  Sabc,  sans  y  comprendre  sa 
base.  C.  Q.  F,  2°^  D* 

3°.  La  surface  du  tronc  de  pyramide  étant  égale 
à  la  différence  des  surfaces  SABC  ^  Sabc  des  deux 
pyramides,  le  sera  aussi  à  celle  des  triangles 
MNO,  Mno,  et  par  conséquent  au  trapèze N/îoO> 
C.  Q,  F.  3°.  D, 

Corollaire     I. 

4x5.  Si  Von  fait  passer  un  plan  FGH  à  ^alea 

Tiii 
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disrances  des  plans  ABC,  abc,  et  si  Ton  tire 
dans  le  triangle  MNO  une  droite  IL  paraUele  *à 
NO ,  et  aussi  à  égales  distances  des  droites  NO^ 
no;  on  démontrera,  comme  au  théorème  dernier, 

3ue  le  contour  du  triangle  FGH  est  ég^il  à  I^ 
roitelL;  mais  la  surface  du  trapèze  HnoO  est 
égale  au  produit  de  cette  droitq  IL  par  sa  hauteur 
N/z  ;  donc  aussi  la  sur&ce  du  tronc  dç  pyramide 
renfermé  entre  les  plans  p^r^Ileles  ABC ,  abc  est 
égale  au  produit  du  conlour  de  la  section  FGH, 
par  la  hauteur  D4  qui  mesure  la  distançç  df3 
droites  par^illeles  AB  ^  ab. 

Donc  la  surface  dan  ïronc  de pymmiderégU'' 
U^re  à  bases  parallèles  j  çst  égale  au  produit  du 
contour  dune  section  parallèle  à  sa  hasç,  faite 
à  égales  distances  des  surfaces  opposées ,  par  la 
ligne  perpendiculaire  comprise  sur  l'une  des  faces 
(lu  tronc  de  pyramidç  entre  deux  cotéà  corres% 
pondants  des  mêmes  sections  ou  bases  opposées. 

C0R011.AIRB    IL 

...  »   •    , 

J^i6.  Si  Von  mené  par  le  point  L,  milieu  de 
Oo,  une  droite  ?Lp  parallèle  à  N/z,  et  terminée 
à  la  ligne  no  prolongée  autant  qu'il  sera  néces-^ 
^aire  i  il  est  visible  que  le  rectanglç  îiPpn  sers^ 
égal  en  surface  au  trapèze  NOo/iji  çt  par  consé- 

auent  à  la  surface  du  tronc  de  pyramide  ^  à  cause 
e  l'égalité  des  triangles  LpOj  LPÔ^  qui  ont 
deux  angles  égaux  sur  les  bases  égales  l*o^  LO. 
De  plus ,  il  est  visible  que  la  lignç  O  est  moyenne 
aritiunétique  entre  les  droites  NQ,   no\  doi\ç 

ellç  sew  égalç  ^  ^^^T  ^  «unsi  /»  s^rfacp  dun 
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tronù  de  pyramide  régulière  à  bases  parallèles, 
est  égale  au  produit  de  la  distance  Dd  de  deux 
cotés  parallèles  quelconques  par  la  demi-somma 
des  contours  des  bases  opposées  ;  ou  par  une 
moyenne  arithmétique  entre  les  contours  des 
mêmes  bases. 

Corollaire    II  L 

417.  Tout  ce  qu'on  vient  de  dire  de  la  pyra- 
mide triangulaire  SABC  (/ig.  14^  )  t  s'applique 
évidemment  à  toute  autre  pyramide  régulière , 
dont  la  base  seroit  un  polygone  régulier  de  tel 
nombre  de  côtés  que  ion  voudra;  donc,  si  la 
base  est  un  cercle ,  la  pyramide  devenant  alors 
un  cône  ,  il  faut  appliquer  au  cône  droit  tout  ce 
que  Ton  vient  de  démontrer  sur  la  surÊice  des 
pyramides  régulières  et  de  leurs  troncs  à  bases 
parallèles;  c'est-à-dire,  i^.  que  la  surface  conr 
vexe  d'un  cône  droit  est  égale  à  celle  dun  trian* 
gle  dont  ta  base  NO  seroit  égale  à  la  circonfé" 
rence  développée  du  cercle  qui  lui  sert  de  base, 
et  dont  la  hauteur  seroit  égale  au  coté  SA  du 
même  eône;  q,\  que  la  surface  com^exe  d'un 
tronc  de  cône  droit  à  bases  parallèles ,  est  égale 
à  celle  d*u^  trapèze  dont  les  côtés  opposés  seroient 
les  circonférences  développées  des  mêmes  bases 
parallèles ,  et  4ont  la  hauteur  seroit  égale  à  la 
portion  Aa  du  côté  SA  du  même  cône  compris 
entre  les  mêmes  plans  parallèles  : 

Oviy^  ce  qui  revient  au  même,  que  cette  surface 
est  égale  au  produit  de  la  droite  Aa  par  le  con* 
tour  d'une  section  faite  à  égales  distances  des 
bases  opposées  et  parallèles  ^  et  par  conséquent 

T  iv 
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moyenne  arithmétique  entre   les  coniours  des 
mêmes  bases. 

Corollaire    IV. 

418.  Pour  avoir  la  surface  totale  d'une  pyra* 
mide  régulière ,  il  est  visible  au'il  n'y  aura  qu'à 
ajouter  celle  de  la  base  à  celle  qu'on  vient  de 
trouver.  Déplus ,  comme  cette  dernière  est  ésale 
au  produit  du  contour  de  la  base  par  la  moitié 
delà  perpendiculaire  abaissée  du  centre  de  la  basé 
sur  un  des  côtés ,  il  s'ensuit  que  la  surface  totale 
de  la  pyramide  sera  égale  au  produit  du  contour 
de  sa  base  par  la  demi-somme  des  lignes  SD,  GD 
(Jîg,  i38  et  143  )>  menées  du  sommet  do  lapy^ 
ramide  et  du  centre  de  sa  base  au  milieu  d'un 
des  côtés  quelconques  de  cette  même  base.  De 
même  la  surface  totale  d'un  cône  droit  sera  égale 
au  produit  de  la  circonférence  de  sa  base  par  la 
demi' somme  de  son  côté  SA>  et  du  rayon  CA  de 
cette  ménie  base. 

S  c  H  o  L  I  B. 

419.  Si  la  pyramide  n'est  pas  régulière,  tous 
les  triangles  qui  forment  sa  surface  sans  y  com- 
prendre celle  de  sa  base  ,  seront  inégaux;  ainsi 
il  faudra  les  mesurer  séparément  II  enseroit  de 
même  de  celle  d'un  tronc  à  bases  parallèles 
d'une  pyramide  irréguliere;  tous  les  trapèzes 
qui  formeroient  sa  surface  sans  y  comprendre  les 
bases  opposées,  seront  pareillement  inégaux; 
ainsi  il  faudroit  les  mesurer  séparément.  Il  est 
bon  d  avertir  aussi  que  les  surfaces  convexes 
d'un  cône   oblique,,  et  d'un  tronc  de   côae 
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obUque,  même  à  bases  parallèles,  ne  peuvent  se 
mesurer  par  les  règles  que  Ton  vient  d'établir, 
parceque  la  surface  convexe  d'un  pareil  cône 
est  composée  d'une  infinité  de  triangles  dont 
les  bases  sont  des  parties  infiniment  petites  de  la 
circonférence  du  cercle ,  qui  sert  de  base ,  et  dont 
les  hauteurs  varient  continuellement,  et  sont 
égales  aux  différentes  perpendiculaires  menées 
du  sofhmet  du  cône  au  prolongement  des  mêmes 
côtés  infi!himent  petits. 

Les  surfaces  des  cônes  droits  ou  obliques  se 
rencontrent  presque  toujours  dans  le  toisé  des 
surfaces  de  voûtes  en  trompes. 

TnéoRâME    IV. 

420.  Si  deux  pyramides  de  même  hauteur 
SABCDE^  SABCD  sont  coupées  à  distances 
égales  de  leurs  sommets  par  des  plans  parallèles 
à  leurs  bases;  les  sections  abcde,  abcd  seront pro^ 
portionnelles  à  ces  mêmes  bases  {fig.  1 39  et  1 40). 

DEMONSTRATION. 

Par  le  théorème  second  (  n^  4^9  )  >  ^  cause  des 
plans  parallèles ,  les  sections  ez^o/e^  abcd  seront 
semblables  à  leurs  bases ABCDE,  ABCD,  et  ces 
mêmes  sections  seront  entre  elles  comme  les 
quarrés  des  lignes  SF ,  S/y  ou  SG ,  Sg  qui  leur 

répondent;  on  aura  donc  ABCDE  :  cd^cde  :  :  SF  : 
Sf;  mais  à  cause  de  Tégalîté  des  lignes  SF ,  SG , 

-   -  ^-^  ■  ^  **       -  -    ^ 

^,  Sgy  ou  aura  SF  ;  Sfvx  SG  ;  Sg^  et  à  cause 
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des  plans  parallèles  ABCD ,  abcdy  SG  :  S^  :  : 
ABCD  :  abçd\  donc  puisque  la  suite  des  rapports 
égaux  n'a  pas  été  interrompue ,  on  aura  ABCD£  : 
4ibcde  ::  ABCD:  abcd;  cesk-à-dire  que  les 
sections  faites  à  distances  égales  des  sommets  do 
deux  pyramides  quelconques  de  même  hauteur^ 
et  par  des  plans  parallèles  à  leurs  bases  ^  sonù 
proportionnelles  à  ces  mêmes  bases.  C<  Q.  F.  D* 

Corollaire     1^ 

'421.  Si  les  bases  des  deux  pyramides  de 
Blême  hauteur  sont  égales  entre  elles,  quoique 
de  Epures  différentes;  les  sections  qui  leur  sont 
parallèles,  et  faites  à  égales  distances  de  ces 
mêmes  bases,  deviendront  aussi  égales  entfe 
elles:  car,  dans  cette  supposition,  les  antécédents 
de  la  proportion  qu'on  vient  de  démontrer 
deviennent  égaux ,  donc  les  conséquents  le  seront 
aussi.  Il  faut  dire  la  même  chose  a  une  pyramide 
et  d'un  cône  de  même  base  et  de  même  bau* 
leur. 

Donc,  si  Ton  considère  ces  solides  comme 
composés  de  lames  infiniment  minces,  et  pa- 
lalleles  à  leurs  bases ,  on  peut  établir  que  deux 
pyramides  ou  deux  troncs  de  pyramides  sont 
égaux  en  solidité;  lorsqu'ils  auront  des  bases  et 
des  hauteurs  égales,  quelles  que  soient  d'ailleurs 
les  figures  des  mêmes  bases  :  il  faut  dire  la  même 
chose  d'une  pyramide  et  d*un  cône»  ou  d'un 
tronc  de  pyramide  et  d'un  tronc  de  cône  à  bases 
parallèles,  dont  les  bases  et  les  hauteurs  sont 
égales*  Car  puisque  ces  solides  sont  supposés 
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nvoir  même  hauteur ,  ils  auront  le  mènie  nombre 
d'éléments.  D'ailleurs,  par  le  théorème  présent, 
chaque  élément  d'une  part  est  égal  à  son  corres- 
pondant. Donc  ces  solides  sont  nécessairement 
égaux  dans  cette  supposition  des  bases  et  des 
hauteurs  égales,  quelle  que  soit  d'ailleurs  Ift 
jîgure  des  mêmes  bases. 

'l'HâOHiMB     V, 

422.  Si  deux  troncs  de  pyramides  à  base$ 
parallèles  de  rnéme  hauteur,  ont  aussi  leurs 
bases  proportionnelles  entre  elles ,  Je  dis  que  les 
pyramides  dont  ces  corps  font  partie^  ^toient  d§ 
piême  hauteur  t  cfuèlle  que  soit  la  figure  de  ce4 
marnes  bases  (fig.  iS^et  140)* 

PiMQNSTRATlON* 

Supposant  les  pyramides  entières,  et  que  Ton 
^it  aoaissé  des  so.mmets  sur  leurs  bases   dea 

Perpendiculaires  SF,  SG  qui  en  mesurent  les 
auteurs,  nous  avons  vu  (n'',  4^^  )>  4^^  Ton  a 

SF  :S/:t  ABCDE  ;  abcde\  mais  par  hypothèse 
,  .  ..  ,  ABCDE;  abcdç  ;:  ABCD  ;  abçde^ 
çt  par  le  même  q%  on  a  aussi  ABCD  ;  abcd 

:  :  SG  :  Sg;  doQC  puisque  la  suite  des  rapport^ 

égaux  n'a  pas  é(é  interrompue  «  on  aura  SF; 

S/":  :  SG  :  S^j,  et,  tirant  les  racines,  SF:  S/"::  BG\ 
pg\  donc,  detrahendo^  SF — S/,  ou  F/*;  oF  ::  SQ 
— SjÇ  ou  Gg  :  SG  ;  donc,  puisque  Ton  a  1^=  Gg^ 
^jg:  I4  3uppo$ition,  on  aurj^  aussi*  $F  ==  SQ|^ 
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c'esl-à-dire  que  les  hauteurs  des  deux  pyramides 
dont  ces  troncs  font  partie,  sont*égafes  entre 
elles*  Il  faut  dire  la  même  chose  d'un  tronc  de' 
tônc ,  et  d'un  tronc  de  pyramide  de  même  hau- 
teur, dont  les  surfaces  opposées  sont  parallèles 
et  proportionnelles  entre  elles.  C.  Q.  F.  IX 


CHAPITRE    II L 
De  la  mesure  des  solides. 

DiFINITÎON* 

'4^3.lVL£SujtER  un  solide  quelconque,  c^esi 
trouver  combien  de  fois  un  autre  solide  dont  les 
dimensions  sont  connues ,  est  contenu  dans  le 
solide  à  mesurer.  Nous  commencerons  par  re- 
chercher la  solidité  des  prismes  et  des  pyrami- 
des ,  parceque  ces  corps  sont  les  plus  simples  » 
et  que  l'on  a  tâché  d'y  ramener  tous  les  autres 
solides.  ' 

P  ao  B  L  â  M  E     L 

'4^4-  Trou\^er  la  solidité  d'un  prisme  queU 
€onque  ABCDMNOP  (Jig.  i33  ). 

Solution. 

Soit  mabcd,  le  solide  pris  pour  unité  ;  il  est 
évident  que  plus  sa  base  sera  contenue  dans  la 
base  du  prisme  à  mesurer,  plus  ce  dernier 
contiendra  de  Ibis  le  solide  pris  pour  mesure  > 
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quelle  que  soit  la  hauteur  de  ce  prisme.  Pareille- 
ment plus  la  hauteur  du  isolidé  pris  pour  unité, 
sera  contenue  de  fois  dans  celle  du  prisme  à 
mesurer,  plus  encore  Ce  même*  prisme  con- 
tiendra de  fois  la  même  unité.  Donc  la  solidité 
du  prisme  ejst  en  raison  composée  des  nombres 
de  fois  que  sa  base  contient  celle  de  Tunité 
solide ,  et  que  sa  hauteur  contient  celle  de  la 
même  unité;  ce  qui  donne  la  règle  suivante 
pour  mesurer  un  prisme  quelconque.  Cherchez 
combien  de  fois  la  base  du  solide  pris' pour  unité 
est  contenue  dans  celle  du  solide  à  mesurer; 
cherchez  pareillement  combien  de  fois  la  hauteur 
de  la  même  unité  est  contenue  dans  celle  du 
même  solide  prismatique  ;  le  produit  de  ces  deux 
nombres  vous  indiquera  combien  de  fois  il  faut 
répéter  le  solide  pris  pour  mesure ,  afin  d'as^oir  la 
solidité  du  corps  à  mesurer.  C  Q.  F.  T.  etD. 

Corollaire     I. 

4^5.  Donc  les  solidités  de  deux  prismes  quel- 
conques par  rapport  à  la  même  unité ^  sont  entra 
elles  j  comme  les  produits  des  rapports  de  leur^ 
bases  et  de  leurs  hauteurs^  à  la  base  et  à  la  hau^ 
teur  du  solide  pris  pour  mesure  ou  pour  unité: 
D'où  il  suit  que  deux  prismes  sont  égaux  lorsque 
ces  produits  sont  égaux;  2°.  que  deux  prisme* 
qui  ont  des  bases  égales  sont  entre  eux  comme 
leurs  hauteurs;  3°.  que  deux  prismes  qui  ont  de^ 
hauteurs  égales,  sont  entre  eux  comme  leurs 
bases  ;  et  réciproquement  pour  les  trois  cas. 
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CokOLLAlRÂ      ît 

4^Sé  Donc  (Jeux  prismes  sont  jégauji  en  solidité 
lorsqu'ils  ont  des  bases  réciproqueihent  propor- 
tionnelles à  leur  hauteur.  Car  dans  ce  teis  lés 
J|>roduit5  qui  expriment  les  rapports  de  leurs 
isolidités  à  la  même  ^nité  «  soni:  nécessairdment 
^auxi 

S  c  H  ô  L  i  E» 

'4*7.  Commutiément  on  exprime  la  proposî** 
tion  que  nous  venons  de  déinontrer  par  cet 
ënoneé  générai,  qu'un  prisme  quelconque  est 
égal  au  produit  de  sa  base  pat  sa  hauteur.  Nous 
observerons  à  cet  égard  ce  que  nous  avons  déjà 
remarqué  sur  la  mesure  des  surfaces  \  savoir  que 
tet  énoncé  pris  à  la  lettre  sëroit  évidemment 
contraire  aux  principes  de  la  multiplication; 
puisque  le  multiplicande  seroit  une  surface ,  le 
multiplicateur ,  une  ligne  «  et  non  pas  un  nombre 
abstrait;  et  que  le  produit,  quand  même  on 
accorderoit  qu'il  seroit  composé  d'unités  solides  > 
ne  pourfoit  avoir  des  unités  de  même  nature 
que  le  multiplicande;  ce  qui  est,  comme  on  le 
voit,  une  suite  d'absurdités  et  dé  contradictions. 
La  manière  dont  nous  nous  y  sommés  pris,  est  la 
seule  rigoureuse,  et  à  l'abri  de  toute  chicane , 
puisque  le  vrai  multiplicande  est  le  solide  pris 
pour  unité;  que  le  multiplicateur  étant  le  produit 
des  nombres  de  fois  que  les  dimensions  du  solide 
à  mesurer  contiennent  les  dimensions  corres- 
pondantes de  l'unité ,  est  un  nombre  abstrait  ou 
|in  nombre  de  fois;  et  qu'ainsi  le  produit  a 


^ 


ttécessairement  des  unités  de  même  nature  que 
le  multiplicande.  Nous  adopterons  cependant 
la  manière  ordinaire  de  s'exprimer,  et  nous 
dirons  qu'ipi  prisme  ou  un  cylindre  quelconque 
est  égal  au  produit  de  sa  base  par  sa  hauteur; 
parceque  cette  façon  de  s'énoncer  est  plus  com- 
mode, et  que  d'ailleurs  on  sait  comment  elle 
doit  être  modifiée  pour  être  exacte* 

TnéoiiiME    L 

428.  Vn  tronc  de  pyramide  à  bases  triangu* 
taires  parallèles  (  fig.  1 4^  )  >  ^st  composé  de 
^ois  pyramides  de  même  hauteur  que  le  ttônc, 
dont  la  première  a  pout  base  la  base  inférieure 
du  tronc ,  la  seconde  a  pour  base  la  base  supé^ 
rieure ,  et  la  troisième ,  une  base  moyenne  géomé*^ 
trique  entre  les  deux  bases  opposées. 

DiMONSTRAtlON^ 

Dans  les  trapèzes  ou  faces  latérales^  ayatit  tiré 

les  diagonales  BE ,   CE ,  si  l'on  fait  passer  un 

plan  par  ces  deux  lignes,. il  est  visible  qu'il 

retranchera  une  pyramide  ABEC ,  qui  a  même 

hauteur  que  le  tronc ,  et  dont  la  base  est  le 

triangle  BAC,  qui  est  la  base  inférieure  du  tronc 

de  pyramide;  donc  ce  tronc  contient  déjà  une 

pyramide  de  même  hauteur  que  lui,  et  qui  a 

pour  base  le  triangle ,  qui  est  celle  du  même 

tronc,  d^  Si  par  les  arêtes  BE  et  £F  on  fait 

passer  un*tiouveau  plan  ;  ce  plan  retranchera  une 

autre  pyramide  BDEF ,  qui  a  encore  même  hau-< 

teur  que  le  tronc,  et  dont  la  base,  en  regardant  le 

^oint  B  compie  soiçmet,  est  U  triangle  D£F«> 


3o4  .  LEÇONS    DE    O^OMjSflllE 

Reste  une   troisième  pyramide   de  forme  très 

irréguliete   EBCF,    que  Ton    peut  également 

considérer  comme  ayant  son  sommet  au  point  B^ 

ou  comme  ayant  son  sommet  au  poist  £.  Dans 

le  ^premier  cas ,  elle  aura  pour  base  le  triangle 

ECF  ;  et  dans  le  second  elle  aura  pour  base  le 

triangle  BCF.  Considérant  d'abord  cette  pyramide 

comme  ayant  son  sommet   au  point  B,  je  la 

compare  a  la  pyramide  ABEC,  et  je  vois  que  ces 

deux  pyramides ,  ayant  le  sommet  au  même  point 

B,  seront  entre  elles  comme  leurs  bases  ACE, 

ECF;  et  parceque  ces  triangles  sont  compris 

entre  parallèles,  ils  ont  même  hauteur,  et  sont 

entre  eux  comme  AC  :  EF.  Donc  Si  l'on  veut  que 

la  pyramide  BECF  ait  même  hauteur  aue  la 

pyramide  EBCA  dont  la  hauteur  est  celle  du 

tronc  9  on  aura,  en  nommant  X,  la  base  inconnue 

de  cette  pyramide;  et  parceque  les  bases  de  ces 

pyramides  doivent    toujours   garder   le  même 

rapport  lorsqu'elles  ont  même  hauteur,  on  aura, 

dis-je,  BAC,  X::  AC  :  EF,  ou,  à  cause  des  trian* 

gles  semblables,  BAC:  DEF::  BÇ:  DP.  Présente- 

pient  si  Ton  compare  la  même  pyramide  EBCF 

avec  la  pyramide  EBDF,    en  les   considérant 

conime  ayant  le  sommet  au  même  point  £  ;  elles 

auront  même  hauteur,  et  seront   entre  elleâ 

comme  leurs  bases,  qui  sont  les  triangles  BFC 

et  BDF  ;  et  parceque  ces  triangles  sont  compris 

entre  parallèles  BC,   DF,   ils  sont  entre  eux 

comme  BC  :  DF.  Donc  si  Ton  veut  eiîcore  que 

la  même  pyramide  EBCF  ait  même  hauteur  que 

la  pyramiae  BDEF,  considérée  comme  ayant 

son  sommet  au  point  B«  et  pourj^ase  le  triaugle 

^  ^  DEF. 
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DÈF  dont  la  hauteur  est  alors  égale  à  celle  du 
iTonc  ;  la  base  de  la  pyramide  EBCF  sera  toujours 
dans  le.  même  rapport  avec  celle  de  la  pyramide 
BDEF,  on  aura  donc  BC  :  DF  :  :  X  :  EDR  Donc 
puisque  la  suite  de  rapports  égaux  n'a  pas  été 
mterrompuè ,  on  aura  BAC  :  A  :  :  X  :  EDF , 
c'est-à-dire  que  la  troisième  pyramide,  ayant  de 
même  que  les  deux  autres  sa  hauteur  égale  à 
celle  du  tronc,  doit  avoir  sa  base  moyenne 
géométrique;   entre  les  surfaces  opposées  infé-; 

rieure  et  supérieure.  C.  Q,  F.  D. 

> 

COROLLAIRB       L 

429.  Donc  une  pyramide  triangulaire  queU 
conque  est  le  tiers  d'un  prisme  trian<mlaire  de  - 
même  base  et  de  même  hauteur.  Car  si'  les 
triangles  BAC ,  DEF  ,  toujours  semblables  et 
parallèles,  deviennent  égaux;  le  tronc  de  pyra- 
mide devient  un  prisme  triangulaire;  et  les  trois 
pyramides  dont  on  vient  de  parler  deviennent 
égales  entre  elles ,  ayant  toutes  trois  même  base  * 
et  même  hauteur  ;  donc  chacune  est  le  tiers  du 
prisme  dont  elle  fait  partie. 

CoROtLAiRSiL' 

430,  Donc  une  pyramide  quelconque,  quel 
Gue  soit  le  polygone  qui  lui  sert  de  base ,  sera  le 
tiers  d'un  prisme  polygonal  de  même  base*,  et 
de  même  hauteur  qu  elle  ;  car  cette  pyramîd© 
et  le  prisme  pourront  être  décomposés  dans  la 
même  nombre  de  pyramides  et  de  prismes  trian- 
fflilaires  de  même  Dase  et  de  même  hauteur, 
aont  chacune  sera  toujours  le  tjjsis  de  l'autre} 
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donc  la  pyramide  entière  droite  ou  oblique,  ré- 
gulière ou  irréguliere,  sera  toujours  le  tiers  du 
urisme  correspondant  de  même  base  et  de  même 
aauteur  qu'elle. 

Corollaire     II  L 

« 

43 1 .  Donc  un  cône  droit  ou  obUque  est  pa-* 
reniement  le  tiers  d'un  cylindre  droit  ou  oblique 
de  même  base  et  de  même  hauteur  que  lut  Ainsi 
f  on  en  trouvera  la  solidité  en  multipliant  sa  base 
par  le  tiers  de  sa  hauteur, 

S  c  H  O  L  I  £. 

432*  Nous  avons  vu  (  n°  4 1 1  )  que  Ton  pouvoir 
considérer  les  pyramides  et  les  cônes  comme 
étant  composés  a'éléments  semblables ,  et  qui 
croissent  comme  les  quarrés  de  leurs  dislances 
au  sommet  ;  c'est-à-dîire  comme  les  quarrés  des 
nombres  naturels.,  et  parceque  ces  éléments 
^n'ont  qu'une  épaisseur  infiniment  petite,,  dans 
une  hauteur  finie ,  il  faudra  concevoir  une  infi- 
nité d'éléments  ;  d'où  il  suit  que  la  solidité  de 
la  pyramide  donne  la  sommation  des  quarrés  de 
tous  les  nombres  naturels  depuis  zéro  jusqu'à 
l'infini  ;  en  sorte  que  plus  on  prendra  de  termes 
de  la  suite  des  quarrés  des  nombres  naturels,  et 
plus  en  approchera  d  avoir  pour  somme  le  tiers  du 
cube  du  dernier  terme. 

Théorème    IL 

433.  Une  portion  de  prisme  triangulaire  droit 
quelconque ,  dont  la  face  supérieure  n'est  pas 
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parallèle  à  la  base ,  est  composée  de  trois  pyra^ 
mides  triangulaires  de  même  base  que  le  ptismcji 
et  dont  les  hauteurs  sont  respectivement  égales  à 
chacune  des  hauteurs  des  trois  points  D  ,  E ,  F 
qui  terminent  la  base  supérieure  {Jig.  1 44  )• 

DiMONSTRAtlOK. 

■ 

Ayant  tiré  dans  les  faces  latérales  ABED  ; 
ÈCFE,  ACFD  les  diagonales  AE,  CE.  et  AF;  ^l 
l'on  fait  passer  un  plan  par  les  lignes  AE  et 
CE  ,  et  un  autre  plan  par  les  lignes  AE  et  AF, 
le  tronc  de  prisme  sera  partagé  en  trois  pyra-- 
taides  triangulaires  AECB ,  AECF  et  AEDF.  La 
première ,  ayant  pour  base  le  triangle* ABC,  aura 
son  sommet  au  point  E  ,•  et  par  conséquent  pouif 
hauteur  celle  Ed  du  point  É  sur  le  plan  ABC.  Si 
l*on  compare  la  seconde  pyramide  EACF  aved 
la  première  EABC  ;  ces  deux  pyramides  ayant 
le  sommet  au  même  point  A,  seront  entre  elled 
comme  les  triangles  BEC ,  EFC ,  qui  leur  servent 
de  base  \  ou  parceque  ces  triangles  sont  compris 
entre  parallèles.,  comme  leurs  bases  EB,  CF*i 
Donc,  si  l'on  donne  à  ces  mêmes  pyramides  la 
.même  base  commune  BAC^  leurs  nauteurs  de-" 
Vront  toujours  «trè  entre  elles  comme  BE,  CF$ 
mais  BË  est  la  hauteur  de  la  première  pyramide 
dans  celte  supposition  qu'elle  a  pour  base  le 
triangle  BAC  ;  aonc  CF  sera  aussi  la  hauteur  de 
la  seconde  pyramide*  On  démontreroit  de  même 
ue  la  pyramide  AFED  est  à  la  pyramide  ACEB 
e  mhme  hauteur  Qu'elle  ::  DAE  :  BAE^  ou  à 
cause  que  ces  triangles  sont  compris  entre  parais 
leles  :;  AD  :  B£  ;  donc  ai  Ton  donne  encore  à  I4 
•  Vij 


a 
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pyramide  AEFD  îe  triangle  BAC  pour  base  ^  de 
même  au'à  la  pyramide  AECB ,  ces  deux  pyra* 
xnides. devront  toujours  avoir  des  hauteurs  dans 
le  rapport  de  Ad  à  B£  ;  donc ,  puisque  B£  est 
la  hauteur  de  la  première,  AD  sera  aussi  la  hau* 
leur  de  la  dernière;  donc  une  portion  de  prisme 
droit  triangulaire,  dont  la  surface  supérieure  n'est 
point  parauele  â  sa  base ,  est  composée  de  trois 
pyramides  triangulaires  de  même  base  que  lui  ^ 
et  dont  les  hauteurs  sont  égales  à  celles  des  trois 
points  D'i  £ ,  F  sur  la  base.  C  Q.  F.  D. 

Corollaire    L 

434 .  Donc  la  solidité  d'un  pareil  corps  est 

égale  à  BAC  x  — "^  3  - — j  c'est-à-dire  au  triant 

gle  cjui  lui  sert  de  base,  par  le  tiers  de  la  somme 
des  trois  hauteurs.  On  déduiroit  encore  de- 
là, comme  du  théorème  précédent,  que  toute 
pyramide  triangulaire  est  le  tiers  d'un  prisme 
tnangulaire  de  même  base  et  de  même  hauteur» 

_  • 

COROLLAZRB      IL 

'435.  On  déduit  encore  de  ce  théorème  la  ma- 
nière de  mesurer  une  portion  de  prisme  qua- 
drangulaire  quelconque ,  dont  les  quatre  hauteurs 
AD ,  BE,  CF ,  GH  {fig.  145) sont  inégales  entre 
elles;  soit  que  les  deux  triangles  DKF^  DHP^ 
qui  terminent  la  partie  supérieure  ^  se  trouvent 
ou  ne  se  trouvent  pas  dans  un  même  plan  ;  car, 
en  tirant  la  diagonale  AC  dans  le  plan  de  la  base^ 
et  menant  par  cette  ligne  et  par  les  arêtes  da 
solide  I9  plan  ACFD,  on  aura  deux  troncs  de 
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pnsQie ,  dont  chacun  se  mesurera  comme  celui 
de  hijîgure  144.  Ainsi  ce  solide  sera  ég^l  à 

ABC  X  AD  +  BEiG^_^  ^CC  ^AD  +  GH4.CF.  ^^ 

si  la  base  est  un  parallélogramme ,  ce  solide  de* 
viendra  encore  plus  facile  à  toiser,  à  cause  de 
Tégalité  des  triangles  ABC ,  AGC ,  ce  qui  don« 
hera  pour  la  solidité  de  ce  corps 

ABC  X ^ — ^ — -^- — ,  ou  bien  encore 

ABGC  X  •^P'»-^^^-^^^^^"- 

On  pourroit  pousser  plus  loin  les  applications 
de  ces  principes  à  la  cubature  des  corps  irré-* 
guliers;  mais  nous  y  reviendrons  bientôt  après 
avoir  examiné  ]a  spnere  et  les  différents  solides 
qui  s'y  rapportent ,  ainsi  que  les  principales  pro^ 
priétés  des  corps  réguliers. 


CHAPITRE    IV. 

■ 

Des  propriétés  de  la  sphère  ec  des  solides  dont  la 
mesure  se  détermine  par  les  mêmes  règles, 
soit  pour  leurs  surfaces^  soit  pour  leurs  vo^, 
lûmes. 

DiFINXTIOHS. 

436.  JLjJ  sphère  estunsolidetermînépàruneseule 
surface  dont  tous  les  points  sont  à  égales  distances 
d'un  point  placé  au-dedans  de  ce  corps ,  et  qui 
en  est  appelle  le  centre}  d'où  il  suit  que  ce  so** 
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lide  peut  être  formé  par  la  révolution  de  la  deml^ 
circonférence  d'un  cercle  quelconque  autour  de 
Bon  diamètre, 

COROI^LAIRE, 

437.  Donc  toute  section  de  la  sphère  par  un 
plan,  sera  un  cercle;  car  tous  les  points  com-» 
piuns  à  ce  plan,  et  à  la  surface  de  la  sphère,  se- 
ront à  égales  distances  du  centre ,  par  la  défini-, 
lion  dç  la  sphère,  et  par  conséquent  également 
éloif^nés  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  même 
centre  sur  ce  plan  :  donc  ils  seront  aussi  également 
éloignés  du  point  où  cette  peipendiculaire  ren-s 
contre  le  plan,  et  par  conséquent  ce*  point  sers^ 
le  centre  du  cercle  formé  par  la  comui une  section 
de  la  sphère  et  du  plan, 

.DEFINITIONS, 

'458;  Toute  section  de  la  sphère  par  un  plan 
qui  passe  par  son  centre,  est  appellée  grand 
çercUj  et  toute  section  formée  par  un  plan  qui 
^le  passe  pas  par  le  centre,  se  nomme/^er/V  cercle^ 
Un  plan  qui  coupe  une  sphère  quelconque,  la 
divise  toujours  en  deux  parties  inégales,  tant 
qu'il  ne  passe  pas  par  le  centre.  Celle  qui  est 
plus  grande  que  la  demi-sphere,  se  nomme 
grand  segmçnt}  celle  qui  est  plus  petite  se 
pompie  .  i^ef/f  segment:  la  surface  d'uq  petit 
ficgmeut  de  sphère  se  nomme  caloùtei  celle 
d'une  portion  de  sphère,  coiuprise  entre  deu3ç 
plans  parallèles ,  se  nomme  zon^  Une  portion 
de  la  sphère  engendrée  par  le  mouvement  d'un 
secteur  circulaire  autoy?  du  rayQn  perpendi- 
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culaire  à  sa  corde,  se  nomme  secteur  de  sphère. 
Ainsi  le  secteur  sphérique  est  composé  d'un 
segment  et  d'un  cône. 

Théorème     I. 

439.  La  surface  de  la  sphère  est  égale  à  la 
surface  convexe  {fig.  14^)  d^^^  cylindre  cir- 
conscrit à  la  même  sphère,  et  de  même  hauteur 
quelle. 

Démonstration. 

Soit  un  demî-cercle  AFB  inscrit  dans  un 
parallélogramme  ABDE;  soit  de  plus  divisée  la 
circonférence  AFB  en  une  infinité  de  petits  arcs , 
tels  que  MN  par  des  droites  MP,  NL  perpendi- 
culaires au  diamètre  AB,  dont  les  prolongements 
diviseront  la  tangente  DE  en  un  même  nombre 
de  petites  parties  GH  correspondantes.  Si  Ton 
imagine  que  la  figure  ABDE  tourne  avec  toutes 
ces  parties  autour  de  Taxe  AB ,  il  est  visible  que 
le  parallélogramme  ABDE  décrira  la  soliaité 
d'un  cylindre  ,.  le  demî-cercle  AFB  décrira  celle 
d'une  sphère  inscrite  au  même  cylindre;  la  tan- 
gente EF  et  ses  parties  FG ,  GH  décriront  la 
surface  convexe  du  cylindre,  et  des  zones  cy- 
lindriques de  la  même  surface  ;  enfin  la  demi- 
circonférence  AFB  et  ses  parties  FM  ,  MN ,  AN 
décriront  la  surface  de  la  sphère ,  des  petites 
zones  de  cette  surface ,  ou.  des  surfaces  de  ca- 
lottes sphériques. 

De  plus ,  si  l'on  suppose  encore  l'arc  MN  assez 
petit  pour  qu'il  puisse  être  confondu  avec  sa 
corde  ou  avec  sa  tangente  •  cette  petite  ligne 

Viv 
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décrira  la  surface  convexe  d'un  pçlît  cône  Iron* 
jqué  à  bases  parallèles ,  que  Ton  pourra  consi- 
dérer comme  un  élément  de  la  surface  de  la 
sphère  ;  et  comme  d'ailleurs  il  y  aura  même 
nombre  d'éléments  dans  la  surface  de  la"  sphère 
et  dans  la  surface  convexe  du  cylindre ,  il  est 
visible  que  tout  se  réduit  à  démontrer  que  cha- 
que éléipent  d'une  part  est  égal  à  chaque  élé- 
ment de  l'autre.  Pour  y  parvenir  /  soit  encore 
tirée  du  point  O,  milieu  du  petit  arc  MN,  la 
droite  OQ  perpendiculaire  au  rayon  AC  ,  soit 
mené  le  rayon  CO,  et  la  droite  NR  perpendi- 
culaire à  MP.  Les  triangles  MRN ,  CQO  sont 
semblables  ,  ayaùt  les  côtés  perpendiculaires  les 
uns  sur  les  autres,  et  donnent  MN  ;  NR  ::  CO 
ou  GP  :  QO  ;'  et  parceque  les  circonférences 
des  cercles  sont  comme  leurs  rayons  GP  :  QO  :: 
cire.  GP  :  cire.  QO  ;  donc  on  aura  NR  ou  GH 
X  cire.  GP  =  MN  x  cire.  QO  ;  mais  le  premier 
produit  n'est  autre  chose  que  la  zone  cylmdrî-r 
que  élémentaire,  décrite  par  GH,  et  le  second 
(n**.  417)  ^st  pareillement  la  surface  convexe 
du  petit  cône  tronqué  décrit  par  MN ,  ou  l'élé^ 
ment  de  la  surface  de  la  sphère  ;  donc ,  puisque 
ces  deux  surfaces  ont  le  même  nombre  d'élé- 
ments, comme  on  vient  de  le  voir,  et  que  cha- 
cun est  démontré  égal  à  son  correspondant,  il 
est  aussi  démontré  que  la  surface  de  la  sphère 
est  égale  à  la  surface  convexe  du  cylindre.  C.  Q* 
P.  D. 

COROLLAIRB      L* 

44o«  Donc  la  surface  de  la  sphère  est  tjua* 
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druple  de  son  grand  cercle  ;  car  on  vient  de  voir 
qu'elle  est  égale  à  la  surface  convexe  du  cylindre  ; 
or  celte  dernière  est  égale  au  produit  de  la  cir- 
conférence par  la  ligne  ED  qui  est  égale  au  dia- 
mètre ,  et  la  surface  du  cercle  qui  auroit  pour 
yayon  CA  est  égale  au  produit  de  la  même  cir- 
conférence par  la  moitié  du  même  rayon ,  ou  par 
le  quart  du  diamètre.  On  peut  dire  aussi  que  la 
surface  de  la  sphère  est  égale  à  celle,  d'un  cercle 
qui  auroit  pour  rayon  le  diamètre  de  la  sphère. 
Caries  cercles  étant  entre  eux  comme  les  qùarrés 
de  leurs  rayons,  le  cercle  fait  sur  le  diamètre 
comme  rayon  sera  quadruple  du  cercle  fait  sur 
le  rayon. 

Corollaire    IL 

44  !•  Puisque  tous  les  éléments  de  la  surface 
de  la  sphère  sont  égaux  aux  éléments  correspon- 
dants cela  surface  convexe  du  cylindre ,  il  s'en- 
suit qu'une  zone  spliérique  comprise  entre  d.eux 
plans  parallèles ,  et  décrite  par  un  arc  fini  MN 
ou  MF ,  sera  égale  à  la  zone  cylindrique  corres» 
pondante ,  décrite  par  la  portion  correspondante 
GH  ou  GF  de  la  tangente  au  demi-cercle  AFB.  U 
s'ensuit  encore  également  que  la  surface  de  la 
calotte  décrite  par  Tare  AN  est  égale  pareille- 
ment à  la  surface  cyKndrique  décrite  par  la  por- 
tion  EH  de  la  tangente  de  même  grandeur  que  la 
lleche  AL  de  la  calotte. 

Corollaire    IIL 

44^-  lï  suit  encore  de  tout  ce  qui  précède; 
que  la  siuface  de  la  calotte,  décrite  par  Tare  AN,^ 
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est  égale  à  celle  d'un  cercle  qui  auroît  pour  rayon 
la  corde  AN  du  même  arc  ;  car ,  par  le  théo 
renie  présent^  la  surface  convexe  de  la  calotte  est 
égale  à  AL  x  cire.  LH ,  et  le  cercle  fait  sur  AN 
1=5 AN  X  cire.  AN;  il  faut  donc  faire  voir  que 
ces  produits  sont  égaux.  Puisque  la  corde  AN 
est  moyenne  proportionnelle  entre  le  diamètre 
AB  et  la  partie  AL  qui  lui  répond  (  n°.  255  ) , 
on  aura  AL.:  AN  ::  AN  :  AB ,  et  prenant  la  moi- 
tié des  conséquents ,  puis  substituant  les  cifcoo- 
férences  aux  rayons,  dans  le  second  rapport, 
la  dernière  proportion  deviendra  AL  :  ^  AN  :: 
cire.  AN  :  cire.  AG.  Donc  AL  x  cire.  AC  =? 
5 AN  X  cire.  AN;  c'est-à-dire  Faire  ou  surface  de 
la  calotte  égale  au  cercle  fait  sur  la  corde  AN 
comme  rayon. 

Corollaire    IV. 

443.  Donc  la  surface  totale  de  la  sphère  est 
égale  à  celle  de  deux  cercles  quelconques  faits 
sur  deux  cordes  quelconques  AN  et  BN,  comme 
rayons,  et  menées  d'un  même  point  de  la  circonfé- 
rence aux  deux  extrémités  d  un  même  diametrej 
car  le  cercle  fait  sur  le  diamètre  AB  es^t  égal  à  la 
somme  des  cercles  faits  sur  ces  deux  lignes  prises 
pour  rayons. 

S  c  H  O  L  I  E. 

444-  Cette  proposition  est  due  au  célèbre 
géomètre  de  Syracuse  ;  il  étoit  lui-même  si  sa- 
tisfait de  l'avoir  trouvé ,  que  ce  fut  par  elle  seule 
qu'il  crut  devoir  s'immortaliser,  en  la  faisant  gra- 
y^x  SMX  ^n  tombeau.  Hle  est  susceptible  d'un 
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*plus  grand  degré  de  généralité  ^  par  lequel  nous 
aurions  pu  commencer  tout  d^un  coup  :  mais 
nous  aurions  craint  d'altérer  la  beauté  du  théo- 
rème d' Arehîmede  ;  c'est  pourquoi  nous  join- 
drons ici  les  applications  que  l'on  peut  faire  de 
cette  proposition  au  toisé  de  plusieurs  espèces 
de  voûtes,  qui  se  rencontrent  souvent,  jiprès 
que  nous  aurons  donné  les  définitions  suivantes, 

* 

DiFlîïITIONS, 

445.  Soit  un  prisme  triangulaire  ACFDBE 
{fig.  147  ) ,  dont  la  base  est  un  triangle  CFD  rec- 
tangle en  F,  etdontlahauteur  AC  est  égale  aif  côté 
CF  de  l'angle  droit  :  ayant  décrit  du  point  C 
comme  centre  avec  le  rayon  CFlç  quart  de  cercle 
ANMF,  si  de  tous  les  points  du  quart  de  cir- 
conférence ANMF  Ton  mené  des  droites  N/7ji 
Mm^  etc,  toutes  parallèles  à  la  ligne  DF,  ou,  ce 
qui  revient  au  même,  perpendiculaires  au  plan 
ACFE,  et  terminées  au  plan  ACDB,  la  surface 
courbe  ANMFDA ,  formée  par  toutes  ces  lignes, 
sera  nommée  pan  de  voûte  en  plein  cintre. 
L'assemblage  ae  plusieurs  pans  ae  voûtes  en 
plein  cintre  sur  une  base  régulière  ,  forme  ce 
que  l'on  appelle  voiite  en  arc  de  cloître  en  plein 
cintre.  Si  le  plan  de  la,  base  n'est  pas  un  polv- 
jone  régulier ,  les  différents  pans  do  voûtes  qui  la 
forment  ne  seront  point  en  plein  cintre ,  ou  du 
moins  il  est  impossible  que  tous  le-  soient  à  la 
fois ,  les  uns  étant  ce  que  l'on  appelle  surmontés 
ou  surbaisses^         •  . 

446.  Soit  un  parallélogramme  rectangle  ABDE 
{JiÇ.  148  ) ,  (jui  sert  de  base  au  demi-cylindre 
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AFEDLB,  que  Ton  appelle  communément  7H)iîte 
en  berceau;  du  centre  C  du  demi- cercle  AFE, 
ayant  tiré  dans  le  plan  de  la  base  les  diagonales 
CB ,  CD  ;  si  par  le  rayon  vertical  CE  et  par  ces 
'  diagonales  on  fait  passer  des  plans  CFB ,  CFD, 
ui  retranchent  de  la  surface  du  berceau  les  pans 
e  voûte  en  plein  cintre  AFB,  EFD,  le  reste 
BFLD  de  la  surface  sera  nommé  lunette  circu^ 
laite.  L'assemblage  de  plusieurs  lunettes  circu- 
laires sur  un  plan  régulier  forme  ce  qu'on  appelle 
voûte  d'arêtes  en  plein  cintre.  H  y  a  aussi  des 
voûtes  d'arêtes  surbaissées  ou  surmontées  y  foi^ 
mées  par  des  voûtes  en  berceau  aussi  surmon- 
tées ou  surbaissées  qui  se  pénètrent.  Comme  le 
théorème  d'jirchimede  ne  s^applique  pas  aux 
voûtes  surbaissées  ou  surmontées  en  général , 
BOUS  allons  en  faire  l'application  aux  premières 
seulement  ;  c'est-à-dire  aux  pans  de  voûtes  en 
plein  cintre ,  aux  voûtes  en  arc  de  cloître ,  ou 
aux  voûtes  d'arêtes  sur  des  plans  réguliers  et  en 
plein  cintre.  Les  autres  dépendent  de  la  qua- 
drature des  sections  coniquçs,  comme  on  le  verra 
par  la  suite* 

TnéoRâME    IL 

447.  La  surface  d'un  pan  de  voûte  triangur 
laire  en  plein  cintre  est  égale  à  celle  du  parallé^ 
logramme  BDFE  {fig.  147  )  du  prisme  tnan^ 
gulaire  auaifel  il  est  inscrit  j  et  opposé  à  l^axe 
AC  du  même  pan. 

DiMONSTRATIOK» 

Supposant  la  même  construction  que  dans  la 
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figure  146,  si  par  les  lignes  MP,  NL  on  fait 
passer  des  plans  MPm^  NL«  parallèles  au  plan 
de  la  base ,  et  terminés  au  plan  vertical  BDFË ,  il 
est  visible  que  les  aires  correspondantes  Mm/zN, 
GghK  du  pan  de  voûte  et  au  rectangle  BDFE 
pourront  être  regardées  comme  les  éléments  cor- 
respondants de  ces  surfaces ,  en  supposant  tou-  • 
jours  Tare  MN  infiniment  petit.  Mais  la  surface 
Mm/zN  est  égale  à  MIsT^x  Oo  (  n°.  417  ),  et  la 
surface  G^AH  est  égale  à  GH  x  Kk;  ainsi  tout  se 
réduit  à  prouver  que  MN  x  Oo  =  Gffx  KL  Ce 
qui  ne  souffre  aucune  difficulté,;  car  à  cause  des 
triangles  semblables  CQO ,  MRN,  on  aura  MN  : 
RN  ::  CO  ou QK  •.  QO,.et  à  cause  des  triangles 
parallèles  QOo  ^  QK.A  qui  sont  aussi  semblables 
à  raison  des  parallèles  Oo,  Kk,  on. aura  QK  : 
QO  ::  KA:  Oo;  donc  MN:  RN  ::  KA  :  Oo;  donc 
MN  X  Oo  ==  RN  X  KA-  ou  GH  x  KA;  c  est-à-dire 
qu'un  élément  quelconque  du  pan  de  voûte  est 
égal  à  Télément  correspondant  .du  rectangle 
ABDFE.  Donc  la  surface  totale  du  même  pan  de 
voûte  est  égale  au  rectangle  entier  BDFE.  G.  Q. 
F.  D. 

CoRpLLAIRE      I. 

448.  Donc,  la  surface  d'un  pan  de  voûte  en 
plein  cintre  est  double  du  triangle  qui  lui  sert 
de  base  ;  car  le  triangle  CFD  =  FD  x  3  CF,  et 
celle  du  rectangle  BUEF  ou  du  pan  de  voûte 
qu'oh  vient  de  démontrer  lui  être  égale,  est 
égale  à  DF  x  FE  ;  or  FE  est  double  de  J  CF ,  puis- 
qu'on suppose  CF  =  FE ,  par  la  définition  du 
pan  de  voûte  en  plein  cintre« 
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CpROLLAIRE      IL 

449*  Donc  la  surface  d'une  porlîon  de  pan  de 
voûte  AN/z  formée  par  un  plan  LN/z  parallèle  à 
la  base,  est  égale  au  parallélogramitie  EBAH  dé- 
lerminé  par  le  prolongement  duplauLN/z^  jus* 
.  qu'à  la  rencontre  du  plan  BDFE  ;  et  de  même 
l'autie  portion  FN/zD  au  même  pan  de  voûte  est 
égale  au  rectanglePDAH;  car  on  démontreroit  de 
la  même  manière  que  ces  surfaces  correspon-» 
dantes  ont  le  même  nombre  d'éléments  ,  et  que 
chaque  élément  de  Tune  est  égal  à  l'élément  cor-^ 
lespondant  de  l'autre. 

Corollaire     II  L 

4^0.  Puisque  la  surface  du  pan  de  voûte  en 
plein  cintre  AFD  est  double  du  triangle  CFD^ 
il  s'ensuit  que  celle  d'une  voûte  pareillement  en 
plein  cintre  ^  et  dont  la  base  est  un  polygone  ré- 
gulier quelconque,  sera  aussi  double  du  poly* 
gone  régulier  qui  lui  sert  de  base  ;  car ,  en  me- 
nant dans  le  plan  de  la  base  du  centre  du  poly-' 
gone  à  tous  les  angles  de  cette  figure  des  rayons 
obliques,  et  faisant  passer  par  l'axe  de  la  voûte^ 
et  chacun  de  tes  rayons ,  des  plans  perpendicu-' 
}aires  au  plan  de  la  base ,  on  divisera  la  voûte 
en  autant  de  pans  de  voûtes  égaux  entre  eux» 
qu'il  y  a  de  triangles  égaux  dans  le  plan  de  la 
base ,  et  chaque  pan  de  -voûte ,  par  le  théorêmcf 
présent,  sera  double  du  triangle  correspondant; 
donc  la  voûte  entière  que  nous  avons  nommée 
voûte  en  arc  de  cloître  en  plein  cintre,  sera 
double  du  plan  de  sa  base# 
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Corollaire    IV. 

45i.  Donc  la  surface  d'une  lunette  en  plein 
cintre ,  ou  celle  qui  reste  d'un  berceau  droit  ou 
demi  cylindrique  ,  après  en  avoir  retranché  les 
surfaces  des  pans  de  voûtes ^AFB ,  EFD,  sera 
égale  à  la  différence  de  la  surface  du  demi- cy- 
lindre qui  forme  le  berceau  à  celle  du  parallélo- 
gramme ABDË ,  qui  lui  sert  de  base  :  xar  la 
surface  du  pan  de  voûte  AFB  en  plein  cintre , 
étant  double  du  triangle  ACB  qui  lui  sert  de 
base  par  le  (  n"*.  45o  ) ,  sera  égale  à  celle  du  pa^ 
rallélogramme  ABGC  ,  et  de  même  celle  du  pan 
de  voûte  EFD  sera  égale  au  parallélogramme 
CGDE  ;  donc  la  surface  des  deux  pans  de  voûtes 
à  retrancher  de  celle  du  berceau  pour  avoir  celle 
de  la  lunette  est  égale  au  parallélogramme  ABDE; 
mais  l'aire  du  berceau  ou  demi-cylindre  est  égale 
à  AB  X  BLD ,  et  (;elle  du  parallélogramme  ABDE 
est  égale  à  AB  x  BD  ;  donc  la  surface  de  la  lunette 
est  égale  à  AB  x  BLD  —  AB  x  BD  =  AB  x 
(  BLD  —  BD.  D'où  il  suit  que  si  plusieurs  lu- 
nettes en  plein  cintre  forment  par  leurs  rencon* 
1res  mutuelles  une  voûte  d'arête  sur  un  plan  ré- 
gulier ,  on  aura  la  surface  de  la  voûte  en  multi- 
pliant  celle  d'une  lunette  par  le  nombre  des  côtés 
du  polygone. 

THéORÂME      m. 

45a.  La  solidité  de  la  sphère  est  les  deux  tiers 
de  celle  du  cylindre  droit  qui  lui  est  circonscrite 


3aO  LEÇOKS    DE    GlSoMiTRlE 

DlêMONSTRATION. 

On  peut  concevoir  la  sphère  comme  composée 
d'une  infinité  de  pyramides  qui  ont  toutes  leur 
sommet  au  centre  de  la  sphère ,  et  dont  les  bases 
sont  des  portions  triangulaires  infiniment  petites 
de  la  surrace  de  la  même  sphère  ;  donc  la  soli- 
dité de  la  sphère  sera  égale  à  celle  d'un  cône 
droit  qui  auroit  pour  base  la  somme  de  toutes 
ces  bases,  ou  la  surface  de  la  sphère,'  et  pour 
hauteur  le  rayon.  Désignant  donc  la  surface  d'un 

{jrand  cerclé  de  la  sphère  par  S ,  et  le  rayon  de 
a  même  sphère  par  R,  cette  surface  sera  4  S 
(  par  le  n^  4^9  )  î  donc  en  multipliant  cette  sur- 
face par  le  tiers  du  rayon ,  on  aura  la  solidité  de 

la^sphere  égale  à  ^  ^    ,  D'ailleurs  la  solidité  du 

cylindre  circonscrit  étant  égale  au  produit  de  sa 
base  par  sa  hauteur  entière  qui  est  le  diamètre, 
sera  o  x  2  R  ;  donc  en  désignant  les  solidités  de 
ces  deux  corps ,  par  spher.  et  cylîn. ,  on  ama 

cette  proportion^  j/7Aer.  \cylin.  ::  ^-g —  :  2RxS:: 

4  :  6  ::  2  :  3,  en  divisant  l'antécédent  et  le  con- 
séquent du  second  rapport  par  tous  les  facteurs 
qui  leur  sont  communs.  C.  Q.  F.*  D. 

Corollaire    L 

4^53.  Donc  si  l'on  prend  le  rapport  de  22  à  7 
pour  exprimer  celui  de  la  circonférence  au  dia- 
mètre, ou  de  la  demi-circonférence  au  rayon; 
la  surface  du  grand  cercle  de  la  sphère  dont  le 
rayon  est  R ,  sera  f  RR  (  n^  178  )  :  multipliant 
le  quadruple  de  cette  surface  par  le  tiers  du 

rayon  ^ 


l 
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^Fàyon  ,  on  aura  .  pour  la .  solidité  de  la  sphère 
f^RIlRî  c'est-à  dire  que  la  solidité  de  la  sphère  est 
égale  au  cube  du  rayonmuhiplié  par  la  fraction^ 
ou  ^  D^;  d'où  il  suit  que  les  solidités  dès  sphères 
mi  ont  différents  rayons^  sont  entre  elles  commâ 
es  tubes  de  leurs  rayons  ou  de  leurs  diamètres.  ^ 

CoROLtAiîas    JL 

454'  ï)oilc  la  demî-épherè  est  pareillement 
les  deux  tiers  du  cylindre  de  même  hauteur 
(y%-i  14^  )  1  q^î  Ih^  ®st  circonscrit  j  et  par  con*' 
séquent  celle  de  Tespece  de  mortier  engendré 

f)ar  la  révolution  de  l'espace  ANFE ,  autour  de 
'axe  AC ,  sera  égale  au  tiers  du  même  cylindrew 
Donc  la  solidité  de  ce  même  corps  est  égale  au 
cône  qui  auroit  pour  base  le  cercle  fait  sur  AE  ^^ 
et  pour  hauteur  le  rayon  AC^ 

Corollaire     ÎIL 

455.  Ôii  déniontrei'a  de  même  que  la  isôlidîté 
du  pan  de  voûte  triangulaire  en  plein  cintré 
ACFD,  est  égale  aiix  deux  tiers  du  «prisme 
triangulaire  qui  lui  est  circonscrit  (  yîg;  147  )  \  car 
on  peut  concevoir  ce  même  pan  de  voûte  f 
comme  composé  d'une  infinité  dé  pyramides 
triangulaires  de  même  hauteur,  dont  tous  les  som« 
mets  vont  aboutir  au  point  C ,  et  dont  les  bases 
sont  répandues  sur  la  surface  du  pan  de  voûte* 
Ainsi ,  puisque  cette  surface  est  double  du  trian- 
gle CFD  qui  lui  sert  dé  base  (  n°*  448  ) ,  la  soli- 
dité du  pan  de  voûte  sera  ^ ^ — ■-  ;  maïs  celle 

du  prisme  triangulaire  circonscrit  âU  même  pan 

X 


de  voûte ,  est  CFD  x  AC  ;  donc  la  première  Mt 
k  la  seconde  comme  |  à  i  ou  :  :  2  :  3. 

CorolljlIrx    IV« 

45^.  Donc  la  solidité  de  l'espèce  d'enclume 
AFDBE  oui  reste  en  ôtant  le  pan  de  voûte  du 
prisme  tnangulaire ,  est  égale  au  tier<ï  du  même 
prisme ,  ou  à  une  pyramide  de  même  base  et  de 
même  hauteur  que  le  prisme. 

COROLLAIRS      V. 

457.  Donc  la  solidité  d^une  voûte  en  arc  de 
cloître  en  plein  cintre  siir  un  plan  régulier  quel* 
conque ,  est  égale  aux  deux  tiers  du  prisme  de 
Qiême  base  et  de  même  hauteur;  et  si  Ton  re« 
tranche  cette  solidité  du  prisme ,  il  restera  celle 
du  solide  formé  au-dessus  de  la  voûte ,  depuis  la 
naissance  de  là  voûte  jusqu^au  niveau  de  la  def 
qui  sera  égal  au  tiers  du  même  prisme. 

Corollaire    VL 

458.  Si  de  la  solidité  du  demî-cylîndre  ABDEFL 
(y?^.  148  )  Ton  ÔEe  celle  des  deux  pans  de  voûte 
ACFB ,  ECFD,  il  restera  la  solidité  de  la  lunette 
qu'il  faudra  encore  retrancher  du  prisme  trian« 
gulaîre  qui  auroit  le  triangle  CBD  pour  base ,  et 
le  rayon  CF  pour  hauteur  *y  et  Ton  aura  la  solidité 
de  ce  qui  remplit  les  reins  de  la  lunette  depuis 
la  naissance  de  la  voûte  jusqu'au  niveau  de  la 
clef  De-là  il  est  facile  de  trouver  une  formule 
pour  avoir  ce  dernier  solide  ;  car  la  solidité  du 

.  pan  de  voûte  ACFB  =;  AB  x  ^  AC  x  |  CF  ou 


valent  ^  ^^^  ^\  Le  demi- cylindre  élant  égal  à 
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•— *y^,  à  cause  que  AC  isa  CF  j  donc  les  deux 
pans  de  voûtes  à  retrancher  du  demi-cylindre 

A 

S" 

AFE  X  AB  vaudra  AB  x  j  CF  ;  donc  Tespece  de 

coin  demi-cylindrique  BLDCF  vaudrayAB  x  CFc 

—  I  AB  X  CF  =  ^  AB  X  CF.  Relranchant  ce  so- 
lide du  prisme  qui  auroit  CBD  pour  base,  et  CF. 

pour  hauteur ,  et  qui  est  égala  AB  x  CF  j  il  vien- 
dra ,  pour  la  soiiaité  de  ce  qui  reste  du  prisme 

même  après  en  avoir  ôté  la  lunette,  ^  AB  x  CF  : 
et  si  Ton  a  plusieurs  solides  de  cette  Qspece  pour 
former  une  voûte  d^arête  en  plein  cintre  sur  un 
plan  régulier,  on  en  trouvera  la  solidité ,  en  mul- 
tipliant ce  dernier  produit  par  le  nombre  des; 
côtés  de  la  base. 

ThiSorâme    IV. 

•  459.  La  solidité  d'un  secteur  de  sphère  engen* 


:  tiers  dun  cylindre  qui  a  même  rayon  que^ 
la  sphère,  et  pour  hauteur  la  fieche  AP  d^  lU 
calotte  de  ce  secteur. 

» 

DiMONSTRATION* 

Supposant  toujours  la  sphère  inscrite  au  cy- , 

liadre,  soit  prolongée  la  cordç  Min  du  segment 

Xij 


3^4  lEÇORS   us    OlIOMitTRIB 

MÂm  jusqu'aux  côtés  du  cylindre ,  et  soient 
tirées  les  lignes  DP ,  ^ ,  au  miUéu  dé  la  corde 
Mm.  Cela  posé  ,  si  Ton  fait  tourner  le  rectangle 
ADNP  autour  de  l'axe  AP,  il  est  visible  que  le 
triangle  DAP  engendrera  un  cône  qui  sera  le  tiers 
du  cylindre  formé  par  la  révolution  du  même 
rectangle  ADNP  ;  donc  Tespece  d'entonnoir  dé- 
crit par  la  révolution  du  triiangle  DNP,  sera  les 
deux  tiers  du  même  cylindre  :  mais  on  peut  con- 
cevoir cet  entonnoir  comme  composé  d  une  infi- 
nité de  pyramides  qui  ont  pournauteur  NP,  ou 
le  rayon  CA,  et  dont  les  bases  sont  répandues  à 
la  surface  convexe  du  cylindre  DN/2«/.  Ileste  donc 
à  prouver  que  la  solidité  du  secteur  sphérique 
est  égale  à  celle  de  ce  même  entonnoir;  ce  qui 
ne  souffre  aucune  difficulté.  En  effet  la  solidité 
de  ce  secteur  est  composée  d'une  infinité  de  pyra- 
mides qui  ont  leurs  bases  à  la  surface  de  la  ca- 
lotte MAm,  et  qui  ont  pour  hauteur  le  rayon  ; 
mais  la  surface  de  la  calotte  est  égale  à  celle  du 
cylindre  DNnd  de  même  hauteur  que  la  calotte 
{  n°,  442  ).  Donc  la  solidité  4^  secteur  est  égale 
à  celle  de  l'entonnoir  décrit  parle  triangle  DPN, 
et  par  conséquent  aux  deux  tiers  du  cylindre  qui 
a  pour  base  un  grand  cercle  de  la  sphère ,  et  pour 
^hauteur  la  flèche  AP  du  segment  MA/zi.  C.  Qj 

F.D. 

Corollaire. 

460.  Si  la  flèche  AP  devient  égale  au  diamètre 
AB^  le  secteur  sphérique  deviendra  la  sphère 
entière  elle-même;  et  l'on  retrouvera,  comme 
^  l'«  déjà  démontré  t  q^c!  sa  solidité  est  égale 
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k  celle  des  deux  tiers  du  cylindre  drconscrÎL  On 
trouveroit  de  même  que  la  solidité  du  corps 
engendré  par  la  révolution  du  secteur  BMCot 
est  égale  aux  deux  "tiers  du  cylindre  qui  auroit 
pour  base  un  grand  cercle  de  la  sphère ,  et  pour 
nauteur  la  flèche  BP  du  grand  segment  MBm*. 

Th^orAme     V* 

46 1 .  La  solidité  d'un  segment  sphérique  MAm 
est  égale  à  celle  d'un  cylindre  qui  auroit  pour 
base  le  cercle  fait  sur  lafieche  AP,  et  pour  haur, 
teurle  rayon  moins  le  tiers  de  lafieche. 

DiMONST&ATIOK^ 

La  solidité  du  segment  MAm  est  évidemment 
égale  à  la  différence  de  celle  du  secteur  AMCm 
au  côneMCm^  Représentant  donc,  pour  plus  de 
facilité  ^  chacun  de  ces  solides  par  le  pcoFil  ou 
la  coupe  superficielle  par  la  révolution  de  la^ 
quelle  il  a  été  engendré  ^  nous  aurons  MAm  = 
AMCm  —  MCm  ;  or  ,  la  solidité  du  secteur 
étant  égalé  au  produit  de  la  surface  de  la  calotte 
par  le  tiers  du  rayon  CA  ^  et  cette  surface  étant 
aussi  égale  au  cercle  fait  sur  AM  (  n^  44^  )  r  ou 
bien  à  cause  du  triangle  rect^^ngle  APM  aux  deux 
cercles  faits  sur  les  rayons  AP  et  PM ,  on  aura  la 
solidité  du  secteur  ,  ou  AMCm==Cc0r.  MP-+- 
cer.  AP  )  X  f  AC  La  solidité  du  cône  MCm  est 
égale  à  cer.  MP  x  f  CP  ;  donc  la  solidité  du  seg7 
ment  MAm  =?  (  cer.  MP  -fc-  cer.  AP  )  x  |  AC 


cer.  MP  X  ^  CP-  =  cer.  MP  x  |  AC  —  car.MP 

X  iCP,  ir  cer.  AP  x  i  AC  ;=  ^^^-^l^"^^^ 

X««» 
"1 
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--^ — g .  Pour  avoir  par-tout  le  même  facteur, 

je  fais  attention  que  les  cercles  étant  entre  eux, 
comme  les  quarrés  de  leurs  rayons ,  on  aura  cen 

AP  ;  cer.  MF  ;  :  AP  :  MP,  et  à  cause  de  la  proportion 

continue  AP:  PM  ::  PM:  PB,  on  aura  AP  :  PM  :: 
APî  PB  ;  donc  cer.  AP:  cer,  MP:  :  AP;  PB  ;  donccer. 
MP  X  AP  =  cer.  AP  x  PB.  Substituant  cette  va- 
leur dans  la  dernière  expression  du  segment  sphé- 

HiT  A.  ^^f'  AP  X  PB     .     cer.  AP  X  AÇ 

f ique  >  on  aura  M  Am  «5=;  ■■.. ,  ^i^  .,.  ^ r^.  .    ■ 

ç=  cer.  AP  X  -^^ — "  ;  niais  PB  =  a  AC  ~-  AP , 
ainsi  MAm^^^cèr.  AP  x  ^AC— -j^Y  C,  Q.  F.  D, 

S  C  H  O  t  l  £, 

'4611.  On  pourroît  faire  des  applications  de 
tout  ce  qu'on  vient  de  voir  sur  la  solidité  des 
secteurs  et  segments  sphériques,  aux  secteurs  ou 
segments  de  pans  de  voûtes  triangulaires,  et  dc-là 
aux  voûtes  qui  en  sont  composées  ;  mais  ce  détaU 
pourroit  devenir  trop  long:  11  nous  suffit  d'avoir 
montré  l'analogie  complette  qui  se  trouve  entre 
ces  solides  et  leurs  différentes  parties  avec  la 
sphère  et  les  solides  correspondants.  Nous  allons 
examiner  les  rapports  des  solides  en  général) 
^t  en  particulier  des  solides  semblables^ 

THioRiwv    VI, 

'46S,  Deux  pyramides  triangulaires  ABCD  » 
AFGL  (Jig.,  i5o  ),  qui  ont  un  angle  solide  com^ 
tnun  en  k,  sorti  emre  Qlles  oomm^  les  prcdwfx 


ê 
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des  trois  cotés  qui  renferment  ces  angles  solides  ; 
c'est-à-dire  que  l'on  aurçL  ABCD  ;  AFGL  ::  AB 
X  ACx  AD  :  AF  X  AG  X  AL. 

DEMONSTRATION. 

Par  Textrémîté  G  d'un  des  côtés  de  la  plus 
petite  pyramide ,  et  par  l'arête  BD  de  la  seconde 
opposée  à  ce  point ,  soit  conçu  un  plan  BGD 

Sui  donnera  une  nouvelle  pyramide  BGAD. 
étte  dernière,  "en  prenant  le  point  B  pour  son 
sommet,  aura  son  sommet  commun  avec  la  py- 
ramide ABÇD  considérée  comme  ayant  aussi 
son  sommet  au  point  B;  donc  ces  pyramides 
ayant  même  hauteur,  seront  entre  elles  comme 
leurs  bases,  qui  sont  les  triangles  ADC ,  ADG  ; 
et  parceque  ces  derniers  ont  aussi  même  hauteur, 
ayant  le  sommet  au  point  D ,  ils  seront  entre 
eux  comme  leurs  bases  AC  ,  AG  :  on  aura  donc 
ABCD  :  ABGD  :  :  AC  :  AG.  Si  Ion  compare 
présentement  la  pyramide  ABGD  avec  la  pyra- 
mide AGFL  ,  eji  les  considérant  comme  ayant 
leur  sommet  au  même  point  G,  elles  seront 
entre  elles  comnre  les  triangles  BAD,  FAL  qui 
leur  servent  de  base  ,  ou-  comme  les  produits 
AB  X  AD,  AF  X  AL,  puisque  ces  triangles  ont 
un  angle  commun  en  A  (  n®*  296  )  ;  on  aura  donc 
cette  nouvelle  proportion  ABGD  :  AGFL  ::  AB 
X  AD  :  AF  x  AL  ;  multipliant  cette  proportion 
par  la  première ,  et  divisant  l'antécédent  et  le 
conséquent  du  premier  rapport  par  ABGD,  on 
aura  ABCD  :  AFGL  :  :  AC  x  AB  x  AD  :  AG  x 
AF  X  AL  ;  c'est-à-dire  que  les  deux  téirahednfs 
qui  ont  un  angle  commun  ,  sont  entre  aue 

XiY 

) 


I 


/ 
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donc  AF  =  ^  AB  :  donc,  en  tirant  les  racines  de 

s 

part  et  d'autre ,  on  aura  AF  =  AB  x  y/jî  c'est- 
à-dire  que  le  côté  inconnu  AF  correspondant  au 
côté  AB ,  est  égal  à  ce  côté  multiplié  par  la  racine 
cubique  du  rapport  qui  doit  régner  entre  les 
solides.  Il  faut  aonc  assigner  géométriquement  la 
racine  cubique  du  rapport  de  m  à  /z^  si  l'on  veut 
upe  solution  géométrique  du  prol)lêmé>  ou  se 
contenter  de  la  solution  arithmétique  donnée 

par  l'expression  AF=  AB  x  y/^.  Ce  côté  une 

fois  déterminé ,  on  trouvera  de  même  arithmé* 
tiquement  tous  les  autres  par  une  simple  propor- 
tion (  n^  466  ).  C.  Q.  F.  T,  et  D. 

Premier    Scholie. 

4^8.  Ce  problême  est  un  des  plus  fameux  de 
la  géométrie  des  anciens;  il  est  connu  sous  le 
nom  de  problême  de  la  duplication  du  cube;  ce 
qu'il  faut  néanmoins  entendre  d'une  manière 
plus  générale ,  en  le  regardant  comme  celui  de 
irouuer  un  solide  semblable  à  un  autre,  et  qui 
ait  avec  lui  un  rapport  donné.  On  s'est  occupé 
long-temps  des  moyens  de  le  résoudre  par  le  se- 
cours de  la  règle  et  du  compas  ;  mais  les  géo- 
mètres ,  qui  se  sont  livrés  à  ceUe  recherche ,  ont 
bientôt  apperçu  qu'il  y  auroit  une  absurdité  à 
le  tenter  par  cette  voie,  et  Font  réduit  à  celui  des 
deux  moyennes  proportionnelles  entre  deux  lignes 
db///2^c^  ^ .  parcequ'il  est  précisément  le  même^ 
çûnuoe  on  va  k  voir  tout  à  rheiu^.  Ils  ont  ea* 


THEORIQUE    IT    PRATIQUE.  îîl 

Suite  indiqué  diverses  solutions  méchaniques ,  et 
donné  des  solutions  rigoureuses  parles  sections 
coniques  combinées  avec  le  cercle ,  ou  par  d'au- 
tres courbes  plus  élevées.  Il  nous  suffira  de  faire 
voir  ici  comment  ce  problême  se  réduit  à  trouver 
la  première  des  deux  moyennes  proportionnelles 
entre  deux  lignes  données. 

Soient  donc  deux  droites  AB  et  DE  {fig.  1 5i  ), 
entre,  lesquelles  on  suppose  deux  lignes  BC , 
CD  moyennes  proportionnelles;  on  aura  d'a- 
bord cette  première  proportion  AB  :  BC  :  :  AB:  BC, 
ensuite  par  hypothèse  •  •  AB  :  BC  :  :  BC:  CD, 
et  parceque  BC  :  CD  ::  CD  :  DE,  on  a  encore 
cette  troisième  analogie  ,  AB  :  BC  ::  CD  :  DE; 
donc  en  multipliant  par  ordre  ces  trois  propor* 

tions,  on  aura  celle-ci  AB  :  BC  ::  AB  :  DE; 


donc  si  DE  :  AB  ::  m:  n,  on  aura  aussi  AB  :  BC  ii 

— ^3     ^  — 3 
n  :  m;  donc  BC  =  ~  AB,  qui  estla  même  exprès* 

sion  que  nous  avons  trouvée  tout  à  Theure  pour 
AF  ;  donc  le  problême  considéré  géométrique- 
ment se  réduit  à  trouver  la  première  des  deux 
moyennes  proportionnelles  entre  la  ligne  AB 
prise  pour  côté  homologue ,  et  celle  qui  auroit 
avec  cette  ligne  le  rapport  demandé*  Quoique 
nous  sachions  depuis  près  de  vingt  siècles,  qu'ii 
est  impossible ,  comme  on  vient  de  le  dire ,  d Y 
arriver  par  la  règle  et  le  compas,  cela  &'em«- 
pêche  pas  que  tous  les  jours  il  ne  se  trouve  des 
élevés  qui  ont  le  bonheui*  de  découvrir  ces  so» 
lutions ,  et  qui  s'obstiuëntà  deaaiuler  justiceaux 
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académies  qui  ont  eu  (]^ueI(]^uefois  la  bonté  de  Ie& 
écouter» 

Second    Schol.ie^ 

'4^5>.  Cest  encore  d'après  les  principes  que^ 
Fon  vient  d'exposer  que  Ton  a  construit  sur  le 
compas  de  proportion  la  ligne^  nommée  ligne 
.'des  solides^  Son  usage  est  de  servir  à  trouver  des 
solides  qui  aient  avec  d'autres  àes  rapports,  don- 
nés, en  nombres  entiers  seulement  depuis  t 
jusqu'à  64'  Quoique  la  géométrie  des  courbes 
fournisse  des  méthodes  rigoureuses  de  délermi- 
ner  les  difiërentes  portions  de  ceWe  Mgne  y.  il  est 
néanmoins  beaucoup  plus  facile ,  el  tout  aussi 
exact  dans  la  pratique,  de  trouver  pap  Tarithmé- 
tique  tous  les  points  que  Ton  veut  marquer  sur 
cette  ligne.  Pour  cela  il  suffit  de  calculer  à  un 
looo*^*  ou  à  un  ioooo^*près  les  racines  cubi- 
ques des  nombres  2,3,4,5,6,7,  etc.  en 
supposant  la  ligne  comprise  entre  le  centre  dit 
compas,  et  le  point  marqué  i ,  divisée  en  un 
même  nombre  de  parties  égales.  Ces  racines» 
ainsi  déterminées ,  et  mesurées  sur  une  échelle^ 
bien  divisée  de  ces  parties ,  donneront  la  posi- 
tion exacte  des  points  que  Ton  demande.  Il  est 
aisé  de  voir  que  les  nombres  a,  3 ,  4  »  étant  les 
racines  cubiques  des  cubes  8,  27-,.  64,  détermi^ 
nent  sur  la  ligne  des  solides  les  mêmes  nombres 
8 ,  27 ,  64.  Quant  à  l'usage  de  cette  ligne,  après 
ce  que  nous  venons  de  voir,  il  ne  doit  souffrir 
aucune  difficulté.  Supposons  qu'il  s*iagisse  de 
prouver  le  rayon  d'une  sphère  qui  soit  à  une 
autre  dan^  une  raison  donnée,  comme  de  5  à 
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3^  î^ouvrirai  le  compas  de  proportion ,  de  ma- 
niere  que  la  distance  de  3  à  3  sur  la  ligne  des 
solides  y  soit  égale  au  rayon  de  la  sphère  donnée  : 
celle  des  points  5 ,  5  sur  la  même  ligne ,  sera  le 
rayon  de  la  sphère  demandée.  Cette  ligne  peut 
se  construire  très  exactement  au  moyen  oe  la 
table  des  racines  cubiques  que  nous  avons  jointe 
ci-après ,  avec  celle  des  racines  quarrées. 


CHAPITRE    V.. 
Des  solides  réguliers. 

470.  kJs  appelle  solides  réguliers  les  corps  dont  tous  les 
ungles  soUaes  sont  égaux ,  et  dont  toutes  les  surfacei 
4ont  égales. 

CoKOLLAlAE      L 

471*  Il  suit  de  cette  définition  que  les  surfaces  planes 
qui  terminent  ces  corps ,  doivent  être  des  polygones  régu«* 
hers  tous  égaux  entre  eux  pour  chaque  espèce  de  solide 
régulier;  car  sans  cela  ces  corps  ne  présenteroîent  pas 
de  toutes  parts  la  même  figure ,  ce  qui  est  pourtant  né-.  * 
cessaire  dans  les  solides  ainsi  dénommés. . 

COROLLAIKB      IL 

I 

472.  Iln*en  est  pas  des  solides  réguliers  comme  des* 
]>olygones  de  même  déiiomination ,  quoique  les  premîeti 
soient  dans  les  solides  ce  que  les  seconds  sont  dans  les 
surfaces.  En  effet  rien  ne  limite  le  nombfe  dés  cotes  des 
polygones  réguliers,  au  lieu  que  celui  des  corps  de  cette [ 
espèce  est  par  sa  nature  essentiellement  très  borné.  Cela 
vient  de  ce  que,  i^il  faut  au  moins  trois  angles  plans ' 
pour  former  un  angle  solide;  2**  de  ce  que  tout  angle  so-> 
lide  doit  valoir  moins  que  36o^  dans  la  somme  des  angles  * 
plans  dont  ii  est  formé  ;  3^  enfin  de  ce  que  les  •  anglesi 
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4771  Trouver  U  rapport  du  câté  du  kitrakeâre 
iametre  de  la  sphère  à  laquelle  il  peut  écre  inscrit^ 

SoLtJTioi^* 

'•  Soit  ABt)Ëj  le  tétrahedre  rëgillkr  inscrit  dans  une 
àphere;  Du  sommet  A  de  cette  pyi:amide,  soit  abaissée  Id 
droite  AGF  perpendiculaire  au  plan  du  triangle  BDE 
base  du  tëtrdnâdre  y  et  qui  passera  par  le  centre  de  cette 
base  comme  par  celui  de  la  sphère.  Cela  posé ,  rappel* 
lons-nous  que  si  l'on  désigne  par  l'unité  le  rayon  d'un 
cercle  >  le  côté  du  triangle  équilatéral  inscrit  au  mémd 
cercle ,  sera  exprimé  par  v/  ^  ;  on  aura  donc  pour  lô 
cercle  dans  lequel  est  iiiscrit  le  triangle  BDE;  y/ 3  :  1  :: 

AB 

BD  ou  AB  :  BG  =  -;|.  Concevant  de  plus  le  triangle  rec* 

tangle  ABF  inscrit  au  demi-cercle  ABF,  on  aura  AGi 
AB  :t  AB  t  AF;  ainsi  pour  aVoit  le  l'apport  du  côté  du 
tétrahedre  avec  le  diamètre  dé  la  sphère ,  tout  se  réduit  à 
trouver  celui  de  AG  à  AB.  Or,  à  cause  du  triangle  rec-* 

tangle  AGB,  ÂG^'si  AB-- Bg'=  Âfil-ÏLza  ipJ 

*  «—a   -^1  ^       _ 

(donc  AG  :  AB  ::  3 : 1  ::  2  :  5  ;  ionc  AG  :  AB  t:  v/aT:  v/3  i 
donc  aussi  v^â":  v^3":i  AB  :  ÀF,  c'est-à-dire  que  le  côté 
du  tétrahedre  est  au  diamètre  de  la  sphère  ::  \/Ti  V^3Î 
JC,  Q*  F*  T.  et  D. 

47Ô.  Puisque  le  triangle  rectangle  ABF  é^t  sémblaWd 
4u  triangle  aussi  rectangle  AGB^  et  donne  AF  i  AB:i 

AB  t  AG;  on  aura  AF  1  AB  ,  AF  :  AG  :  ou  3  :  2  ::  AF  1 
AG;  donc  la  hauteur  du  tétrahedre  est  .égale  aux  deux 
litTs  du  diametn  de  I4  sphère  à  laquelle  il  est  inscfité 


P&O  BLÂMB      IL 

479.  Troui^er  le  rapport  du  côté  du  cube  au  diametra 
àe  La  sphère  à  laquelle  on  le  suppose  inscrit  (^fig.  i53  ).. 

Solution. 

Sôit  le  cube  ÂBDEt**GIK  ;  soit  tirée  dans  le  plan  de  s^ 
1)asè  la  diâgohale  XD  ;  et  par  les  angles  solides  opposés 
du  même  cube  ,  la  diagonale  AI  qui  sera  le  diamètre  d0 
la  sphère  :  désignant  parTunité  lé  côté  du  cube ,  on*  aura 

AD=  v/aetAI==  v/3;  donc  AI:  AB:t  ^3  :  1  ,  et  AI 

=1 3  AB  ;  d'où  il  suit .  que  le  quarré  du  diamètre  de  la 
«phere  est  triple  du  quarré  qui  sert  de  base  au  côté  du 
cube  qui  lui  est  inscrit.  C.  Q«  F.  T.  et  D^ 

>  • 

PAaBIi.£ME      IIL 

480.  Troui^er  le  rapport  du  côté  de  Voctahedre  rigUr 
lierai^c  le  diamètre  de  la^sphere  {,fig.  1 54  )^ 

Solution^ 

Soit  Poctahedre  ABDËFti  que  nous  supposons  inscrit 
dans  une  sphère.  A  cause  de  l'égalité  de  tous  h&&  angles 
telides  et  ae  toutes  se,%  faces  ^  il  est  visible  que  les  diagor 
nales  AG,  B£ ,  DF  sont  chacune  égale  au  diamètre  de  la 
sphère-  Il  n*est  pas  moins  visible  que  le  triangle  isoscele 
ABG  est  nectangle  en  B ,  et  donne  AG  :  AB  ::  \/ii  i  ^ 
ou  AB  :  AG::  1  :  \/2;  donc  le  côté  de  Voctahedre  est  ai^ 
diamètre  de  la  sphère  comme  le  gôté  du  quarré  est  à  sét 
diagonale.  C.  Q.  F.  T,  et  D. 

F  R  O  B  t  £  M  S      IV. 

48 1 .  Troui^er  le  rapport  du  côté  du  dodécaheJke  avec 
le  diamètre  de  la  sphère  à  laquelle  il  est  inscrit  {fig.  1 55  )., 

Y 


") 
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Solution. 

-  Soient  Â  et  B  deux  andes  solides  du  dodécahedrcy  fennéi 
chacun  par  les  angles  plans  de  trois  pentagones  rëgulieris} 
savoir  l'angle  A  par  les  pentagones  ABCDE ,  AEFGH  et 
ABKIH  ;  et  l'ange  B  par  les  mêmes  pentagones  ABCDE, 
ABKIH  et  le  pentagone  BCMLK;  soient  de  plus  tirées 
^ans  chacune  de  ces  figures  les  diagonales  AC ,  CE ,  BH^ 
1K  et  EH  y  CK  ;  toutes  égales  entre  elles  ,  à  cause  de 
l'égalité  parfaite  de  toutes  les  faces  du  dodécahedre  et 
'de  tous  ses  angles  solides  :  il  est  de  toute  nécessité  que 
la  figure  CEHiC  soit  un  quarré  parfait ,  lequel  contient 
six  triangles  ABC,  BCE,  ABH,  BHK,  EAH  et  CBK; 
donc  y  puisque  les  douze  faces  du  dodécahedie  renfer- 
jnent  ensemble  six  triangles  comme  ceux  qu'on  vient  de 
nommer ,  si  l'on  fidt  une  opération  semblable  aux  autres 
angles  du  dodécahedre,  on  inscrira  dans  ce  solide  un 
cube  parBût  qui  sera  aussi  inscrit  dans  la  sphère.  Mais 
nous  savons  déjà  que  le  diamètre  de  la  sphère  est  au 
'étié  du  cube  comme  v/3  :  i  ;  cherchons  donc  le  rap- 
port du  côté  du  cube  avec  celui  du  pentagone  ABCDÊ , 
ou  de  la  Ugne  EC  avec  la  ligne  AB.  Pour  cela,  j'observe 
que  les  triangles  BAE ,  BOA  sont  isosceles  et  semblables, 
puisque  l'on  a  dans  le  premier  BA  =:  AE  ,  et  dans  le 
-second  BO  =  OA  ;  donc  ayant  un  angle  commun  en  B , 
41s  sont  semblables ,  et  donnent  BE  :  BA  ::  BA  :  BO^; 
tle  plus  il  est  encore  visible  que  le  triangle  AEO  est  isos- 
cele  à  cause  des  angles  EAO ,  EOA  qui  sont  égaux ,  puis- 

3u'ils  ont  des  mesures  égales  par  la  natufe  du  pentagone  ; 
onc  on  aura  EO  =  EA  z=t  AB  ;  donc  en  mettant  EO 
pour  AB  dans  la  proportion  ci-dessus ,  elle  deviendra 
«E  :  OE  ::  OE  :  OB.  On  démontrera  de  même  que  l'on 
auroit  AC  :  CO  :  :  CO  :  AO  ;  d'où  il  suit  que  les  deux  di^C- 
gonales  d'un  pentagone  régulier  se  coupent  réciproque- 
meut  en  moyenne  et  extreioie  raison  ;  donc  le  côté  du 
cube  ^t  aucôté«du  dodécahedre,  comme  une  ligne  quel* 
conque  est  à  la  grande  partie  de  cette  même  Ugne  divisée 

en  moyenne  et  extrême  raison ,  ou  comme  i;^-*      '■* 
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ômsî  en  nommant  D  le  diamètre  de  la  sphère  à  laquelle 
nous  supposons  notre  dodécahedre  inscrit ,  nous  aurons 
les  deux  proportions  D  î  BË  ::  •S  :  i ,  et  BE  :  ÂB  ::  i  : 

T"'-^^- >  donc  en  les  multipliant  par  ordre ,  on  aura 

D:  AB::  •î:  Z:ii±i4::2V/3  :  — i  +•  5,  c'est-à-dire 

que  le  côté  du  dodécahedre  est  au  diamètre  de  la  sphère  f 
comme  —  i  -J-  v^5  est  à  2  •S.  C.  Q.  F.  T.  et  D. 

Problème     V. 

482.  T)^uifer  le  rapport  du  câté  de  Vicosahedre  wcB 
ie  diamètre  de  la  sphère  {fig*  i56). 

Solution. 

Soit  ÂBDEFG  l'un  des  angles  solides  de  Ticosahedre^^ 
ibrmé  par  cinq  angles  plans  de  triangles  équilatéraux  ; 
il  est  visible  que  les  bases  de  ces  triangles  formeront  uv 
pentagone  réguUer  BDEFG  ;  et  si  du  sommet  A  de  l'angle 
solide  on  abaisse  une  perpendiculaire  AC  sur  ce  plan^ 
cette  ligne  passera  par  le  centre  de  la  sphère ,  et  menarit 
BL  à  angles  droits  sur  AB,  AL  sera  le  diamètre  de  la 
sphère.  Cela  posé ,  à  cause  des  triangles  rectangles  ABL , 
ACB  semblaoles ,  on  aura  AL  :  AB  ::  AB  :  AC  ;  donc  ii 
y  a  même  rapport  entre  le  côté  de  Ticosahedre  et  le  dia- 
mètre de  la  sphère  à  laquelle  il  est  inscrit  qu'entre  la' 
ligne  AC  et  la  ligne  AB.  Mais  à  cause  du  triangle  rec«. 

tangle  ACB ,  on  a  AB  =  BC  -H  AC,  et  AB  ou  BD  est  le 
côté  du  pentagone  régulier  inscrit  au  cercle  dont  CB  est 
le  rayon  ;  donc  par  le  (  n^  276  )  la  ligne^C  est  le  côté  du 
décagone  régulier  inscrit  au  même  cercle ,  et  par  le  même 

n%  AB:  AC::  ^^^Z^^'.  "i+i^ou  ::  v/(5-v/  5): 

~i-h  v/5;doncAL:  AB::  v/(5~  v/5):— i  -4- •  5. 
Ainsi  ce  dernier  rapport  est  celui  du  diamètre  de  la  sphère 
^u  côté  de  î*icosahedre.  C.  Q.  F«  T.  et  D« 
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PaOBLiMB      VI. 

'  4^3.  TViouifêr  dans  un  même  cercle  les  càtés  des  cin^ 
corps  réguliers  inscrits  à  une  m,é7ne  sphère  engendrée 
par  la  réuoludon  de  ce  demi-cercle  autour  de  son  dia* 
mètre  {/ig,  167  )• 

Solution. 

Soit  divisé  le  diamètre  AB  du  cercle  donne  en  un 
point  D|  de  manière  que  AD  soit  à  BD  ::  a  :  1  ;  puis  ayant 
élevé  par  ce  point  la  perpendiculaire  DF,  soient  tirées 
les  cordes  AF  et  BF:  ces  lignes  seront  les  côtés  respecti6 

au.  tétrahedre  et  de  Phexabeare  ;  car  onaura  AB  ;  AF::  AF  : 

•  ——a     —a 

AD  ;  et  par  conséquent  AB  :  AF  ::  AB  :  AD  :  :  3:2,  par 
construction  ;  donc  AB  :  AF  ::  v^3  :  w'a;  or,  ce  rapport 
est  aussi  celui  du  diamètre  de  la  sphère  au  côté  du  tétra* 
hedre  (  n®477  )'  ^^^^  ***  ^  ®^^  ^®  ^^  ^^  même  tétra- 

jiedre.  On  a  pareillement  AB  :  BF  ::  BF:  BD  ;  donc  AB: 

BF  ::  AB  :  BD  ::  3  :  1 ,  par  construction;  donc  AB  :  BF:: 
%/3  :  1,  et  par  conséquent  BF  est  le  côté  du  cube  inscrit 
dans  la  même  sphère  (  n°479  )•  ^^  Ayant  élevé  par  le  centre 
du  Cercle  le  rayon  CG  perpendiculaire  au  diamètre  AB, 
et  tiré  AG  ou  dG  ,  chacune  de  ces  lignes  sera  le  côté  de 
Toetahedre ^  puisque  AB  :  BG  ::  2  :  v^  20u  ::  \/2:  i,et 
*que  ce  rapport  est  aussi  celui  du  côté  du  cube  au  dia- 
mètre de  la  sphère  à  laquelle  il  est  inscrit  (  n^48o  ).  3^  Si 
Ton  divise  la  ligne  BF  en  moyenne  et  extrême  raison  au 
point  K;  sa  grande  partie  BK  sera  le  côté  du  dodécahedie 
inscrit  à  la  sphère  dont  AB  est  toujours  le  diamètre  (  n^4S  1  )• 
EnGm  pour  déterminer  le  côté  ae  Ticosahedre  ;  à  l'extré- 
mité du  diamètre  AB.  j'élève  la  tangente  AL  que  je  hds 
égale  au  même  diamètre  ,  je  tire  CL ,  et  du  point  A  la 
corde  AM  qui  sera  le  côté  cherché  de  Ticosahedre.  Pour  le 
démontrer^  on  se  rappellera  que  nous  avons  fait  voir  au  pro- 
klême  V,  qu'il  y  a  même  rapport  du  côté  de  Ticosahedre  aa 
diamètre  de  la  sphère  que  du  côté  du  dodécagone  r^uliec 
au  pentagone  régulier  inscrit  au  mêm^  cercle.  Cela  posé  , 
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mbaissdns  MI  perpeadiculaire  au  diamètre ,  et  .disons 
attention  que  AL  étant  double  de  AC,  MI  sera  double  de  . 
CI;  donc  (  n®  271  ),  si  Ton  prend  MI  pour  rayon  ^  AI  sera 
la  grande  partie  de  cette  ligne  divisée  en  moyenne  et 
extrême  raison  ;  donc  y  puisque  le  triangle  rectangle  AIM 

donne  AM  =  MI+AI,  AM  sera  le  côt^  du  pentagone 
régulier  inscrit  au  cercle  dont  M][  est  le  rayon  ;  donc  , 
puisque  Ton  a  AB  :  AM  ::  AM  2  AI ,  il  s'ensuit  que  cette  , 
corde  AMestlecôté  de  ricosahedre(n«»  482).  C.  Q.F.  5**D', 

#  > 

S  C  H  O  L  I  £• 

484-  On  pdurroit  pousser  beaucoup  plus  loin  la  théo- 
rie des  corps  réguliers.  Il  seroit  facile,  d'après  ce  qu'on 
vient  de  voir,  d'en  trouver  les  développements ,  ainsi  que 
1^  rapports  de  leurs  solidités ,  soit  entre  eux ,  soit  à 
l'égard  de  la  sphère  à  laquelle  ils  sont  mscrits.  Ceux  qui 
voudroient  de  plus  grands  détails  peuvent  consulter  le 
quinzième  livre  des  éléments  d*£uclide,  où  ils  trouveront 
nombre  de  problêmes  sur  l'inscription  réciproque  de  ces 
corps  les  uns  aux  autres.  Ils  peuvent  aussi  voir  ce  qui  a 
été  donné  sur  cette  matière  par  le  comte  de  Foix  de 
Candale  dans  son  Euclide  in -fol.  imprimé  à  Paris  en 
1738.  La  même  matière  a  aussi  été  traitée  de  la  manière 
la  plus  étendue  par  ^.iS7u{;}9^  géomètre  anglois,  qui  publia 
en  1718  ui^  savant  ouvrage  sur  les  séries  qui  ont  rapport 
au  cercle  et  sur  les  solides  réguliers ,  ainsi  que  sur  tous 
ceux  qui  se  dérivent  de  ceux-ci  par  des  sections  faites 
par  diJOTérents  plans  à  leurs  angles  solides.  Le  fameux 
Kepler j  astronome  allemand  ,  a  aussi  cultivé  avec  soin 
cette  théorie,  ainsi  qu'on  peut  le  jcoir  dans  son  ouvrage 
intitulé  Harmonices  munai.  On  y  trouvera  les  développe- 
ments d'un  grand  nombre  de  corps  qu'on  peut  nommer 
tymméirigues  ,  et 'qui  prennent  naissance  dans  les  corps 
réguliers.  Sa  manière  ae  considérer  ces  différents  corps 
ëtoit  très  différente  de  celle  de  tous  les  géomètres  de  son 
temps.  Pénétré  des  idées  de  Platon  sur  les  formes  sub- 
stantielles et  sur  les  éléments,  ainsi  que  sur  leurs  sym-i 
.bolçs'i  c'était  pour  «approfondir  k  th^oriç  d^  i'uniyeis.^  %\ 

Yiij 
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connoltre  les  mouyements  des  planètes  qu'i}  ëtttdîoh 
celle  des  solides  réguliers.  C'est  quelque  cnose  de  bien 
étonnant  que  ce  soit  à  de  pareilles  idées  que  nous  soyot^ 
iredevables  des  deux  plus  oelles  loix  auxquelles  ces  pla« 
netes  sont  soumises  dans  leurs  mouvements,  connues 
$pus  le  nom  de  loùc  de  Kepler^  et  démontrées  depuis  par 
Netvton.,  En  général ,  cette  considération  que  Ton  regar- 
doit ,  il  y  a  peu  d*années  y  comme  purement  abstraite , 
et  n'ayant  d'existence  que  dans  la  tête  des  géomètres  ; 
cette  considération,  dis -je,  commence  à  mériter  une 
attention  pafrticuliere ,  depuis  que  l'étude  de  l'histoire 
naturelle  nous  a  fait  connoltre  difFérentes  substances 
qui  donnent  des  corps  réguliers  dans  leurs  crystaux ,  et 
que  l'on  a  ramené  un  grand  nombre  d'autres  crystalli- 
sations  à  ces  premières.  Voyez  la  Crystall(^apnie  '  d© 
M.  de  Rome,  de  Lille j  et  un  mémoire  de  M.  l'abbé 
Haoy  sur  cette  cnatiere.  On  peut  aussi  voir  ce  qui  a  été 
donné  sur  cet  objet  par  Daniel  Barbaro  dans  sa  Per-> 
spective  imprimée  à  Venise  en  1548.  Passons  à  ài^s  r&- 
cnerches  plus  utiles  pour  ceux  auxquels,  cet  ouvrage  est 
destiné. 


CHAPITRE    VL 
Des  corps  irréguUerSn 

485.  Il  est  rare  d'avoir  à  mesurer  des  corps  absolum^il 
réguliers ,  ou  même  symmétriqjues.  La  variété  infinie  des 
combinaisons  respectives  des  plans  ou  surfaces  courbes , 
les  différentes  pénétratibns  d'un  nombre  presque  infini 
de  solides  de  toutes  sortes  de  formes,  mettroient  toutes 
les  règles  de  la  géométrie  en  défaut ,  si  l'on  se  co^tentoit 
de  ce  que  nous  avons  donné  jusqu'ici.  C'est  donc  rendre 
un  service  réel  à  la  géométrie  pratique,  que  de  démontrer 
comment  on  doit  s'y  prendre  pour  mesurer ,  d'une  ma- 
nière suffisamment  exacte ,  les  différentes  espèces  de  sù^ 
lides  irréguliers  qui  se  rencontrent  presque  à  chaque  ins- 
txax  dans  les  calculs  les  plus  fréquents  j^  <tt  W  particuU^^ 
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4aii8  ceux  que  l'on  trouye  dans  le»  dëblais  et  les  vemblais*. 
Pour  donner  à  cette  partie  le  plus  de  ^néralité  et  dHiti- 
litë  dont  elle  est  susceptible ,  nous  imaginerons  une 
formation  qui  y  quoiqu'unlforme  pour  tous  ces  corps , 

Euisse  néanmoins  admettre  une  trâ  grai^de  variëtë  dam 
^urs  différentes  figures ,  et  qui  soit  en  même  temps  ana* 
logue  à  la  manière  dont  ces  corps  à  mesiiler  auroient  pu^ 
se  former  sur  le  terrain.  C'est  ce  que  nous  allons  expii* 
querdans  les  définitions  suivantes. 

DiPINITIONS. 

% 

486.  Soit  un  quadrilatère  quelconque ÂBCD  {^»  i53) 
aux  an^es  duquel  s'élèvent  perpendiculairementà  soft  plan 
des  perpendiculaires  Aa,  Bo,  ùc,  Dd.  Ayant  joint  toutes 
ces  lignes  par  les  droites  ab,  ad,  bc,  cd;  si  l'on  imagine 
qu'une  règle  parcourt  les  c6tés  opposés  aby  de  dans  le. 
néme  temps ,  en  sorte  qu'après  avoir  été  posée  sur  ad , 
elle  arrive  en  bc^  le  solide  terminé  par  le  quadrilatère . 
ABCD  y  les  quatre  plans  verticaux  AabB ,  B&cC ,  CcdD^ 
"DdaXf  et  la  sur&ce  courbe  décrite  par  le  mouvement 
de  la  règle ,  sera  nommé  corps  irrégulier,  à  causa  des 
inésalitâ  qui  se  trouvent  dans  toutes  les  quantités  qui 
le  oéterminen^ 

C0R0IiX.AIR£. 

487.  On  voit  par  cette  formation  des  corps  irréguUers 
qu'ils  peuvent  varier  de  formes  à  l'infini,  suivant  la  di** 
versité  des  quadrilatères  qui  leur  servent  de  bases ,  et 
suivant  le  nombre  des  hauteurs  verticales^  et  les  rapports 
que  ces  lignes  peuvent  avoir  entre  elles.  On  voit  de  plus 
que  la  manière  dont  on  les  conçoit  formés ,  est  la  même 
pour  tous,  en  sorte  que  la  surface  supérieure  peut  être 
courbe  dans  plusieurs  sens ,  ou  plane  dans  certaines  cir- 
constances ;  mais  toujours  telle  que  tous  les  points  de 
cette  surface  compris  de  M  en  N  y*-seront  en  ligne  droite, 
si  Von  a  aM  :  bhl  ::  dH  :  cN.  Quoiqu'il  (tkt  plus  général 
dte  rechercher  d'abord  la  solidité  d'un  de  ces  corps ,  lors- 
que la  base  est  un  quadrilatère  quelconque ,  n^moins- 

Y  ir 
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comme  cette  théorie  a  plus  pour  objet  deé  méthodes 
pratiqués  sufRsanunent  exactes ,  que  la  plus  grande  ri- 
gueur géométrique ,  nous  commencerons  par  mesurer  un 
corps  dont  la  base  seroit  un  trapese  qui  a  deux  côtés  pa- 
rallèles,  et  nous  y  ramènerons  facilement  le  premier,^ 
dont  la  cubature  seroit  d'une  recherche  ui^  peu  trop 
dil&cile  pour  ces  éléments, 

ProblImbL 

'488.  Drouper  la  solidité  et  un  corps  inéguUer  dont  la 
"hn^e  est  un  trapèze  à  deux  côtés  parallèles  {fiç.  i5^  )• 

S  0  L  0  T  I  O  V» 

Soient  prolongées  les  deux  hauteurs  verticales  ka,  Dcf, 
3e  manière  que  ak  '  soit  égale  à  Ddy  et  que  dD  '  soit  égale 
à  ka  y  et  soit  fait  la  même  opération  aux  limes  Bb,  Ce; 
soient  de  plus  Urée«  les  droitesA'BSB'C',C'D', D'A', 
qui  formeront  un  quadrilatère  dont  les  quatre  côtés  se-: 
ront  essentiellement  dans  un  même  plan  a  cause  de  l'éga- 
lité des  lignes  AAJ ,  DD  ' ,  et  des  lignes  BB  ' ,  CC ,  Conce-^ 
vons  de  plus  qu'on  ait  fait  passer  un  plan  par  les  droites 
opposées  AA',  CC,  qui  partagera  le  solide  ABCD, 
A'B'C'D'  en  deux  troncs  de  prismes  triangulaires.  Il  est 
aisé  de  voir  que  par  notre  construction  le  solide  que  nous 
venons  de  former  est  double  du  solide  à  n^esurer  AB,CD 
dabc;  car  ces  solides  auront  même  nombre  d'éléments, 
et  chaque  élément  de  l'un  sera  égal  à  chaque  élément  de 
l'autre.  Reste  donc  à  mesurer  chaque  tronc  de  prismes  qui 
composent  lé  solide  total ,  et  à  prendre  la  moitié  du  pro- 
duit; pour  phis  de  facilité,  faisons  A<i  =0,  Bi  =  J, 
Cc=c,  Dit  1=1  d.  Cela  posé,  le  tronc  de  prisme  ABC 
G'B'A'  sera  égal  au  produit  de  sa  base  par  le  tiers  de^ 
îrois  hauteurs  ("n®  4^3  ).  Ainsi  ce  corps  sera  égal  à  ABC 

X  î 1 — i-P-rr ,  de  même  le  tronc  de  prisme  ADC 

C/D'A'  sera  ég^l  à  ADC  X  2JL±2^±i±f  ;  donc  lesi 
deux  solides  ensemble  feront  égaux  à  la  somme  de  ce^ 
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àevLX  produits ,  dont  la  moitië  sera  la  solidité  du  corps 
îrrëguiîer  dont  la  base  est  un  trapèze  à  deux  côtés 
parallèles;  on  aura  donc  ABCDabcd  r=  ABC  ...  •  • 

X r  4-  AJDL  X  r-g — — ^  y .  ce  qui 

fournit  la  règle  suivant^. 

489.  Partagez  la  base  du  solide  à  mesurer  en  deuoù 
triangles  par  une  diagonale  quelconque  ,  et  prenant 
pour  base  de  chaque  triangle  le  côté  sur  lequel  il  se 
trouve  une  hauteur  qui  n!ap))artient  qu^à  ce  triangle , 
ajoutez  ensemble  deux  fois  les  hauteurs  qui  se  troui^ent 
sur  cette  base,  et  une  fois  les  locuteurs  qui  sont  sur  la 
base  de  [autre  triangle;  prenez  le  sixième  du  tout, 
multipliez  par  ce  quotient  le  triangle  qui  sert  de  base^, 
et  vous  aurez  la  solidité  de  chaque  tronc  de  prisme 
triangulaire  ;  la  somme  des  solidités  de  ces  deux  pris* 
mes  sera  la  solidité  du  corps  à  mesurer. 

Corollaire   I. 

490«  La  base  étant  toujours  un  trapèze  à  deux  côtés  > 
parallèles  ,  s'il  n'y  a  aue  trois  hauteurs  Ka,  Dd,  Ce;  il . 
n'y  a  qu'à  faire  dans  la  formule  bz^o,  et  le  solide  sera. 
ABC  X  ii±^±i  +  ADC  X  ^^H-a^H-c  .  ^-y  ^^ aque 

deux  hauteurs  Aa ,  Dd  sur  un  même  triangle  ,  on  aura 
pour  la  sohdité  du  corps  ABC  X  Îi±i-+.ADCX  2fJ:^.  . 

S*ila  deux  hauteurs^  mais  opposées  diagonalement  comme 
Aa  y  Ce  y  il  n'y  a  qu'à  faire  dans  la  formule  betd,  cha-» 
ciine  égale  à  zéro ,  et  l'on  aura  pour  It^olidité  du  coips 

ABC  X  IdLîi.  H- ADC  X  VL^;  enfin  s'U  n'y  a  qu'une 
seule  hauteur  Aa ,  on.  aura  pour  le  solide  ABC  ^  7-  + 


sa 


ADCx^=ABÇx^  +  ADCx|., 

Corollairs.il 
•  i|^K  Si  la  basp  est  un  parallélogramme;  alors  les  deux 
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triangles  ABC  et  ÂDC  denennent  égaux ,  et  supposant 
d'abord  quatre  hauteurs  au  solide ,  on  aura  pour  Texpres* 
sîon  de  sa  soUdîté  ABC  X  5^H-5^-i-3c-4-3^  _  j^q 

o 

X        M    L  M      ,  ou  encore  ctAoKj  x  «   mais 

a  '  .  4         ^ 

3  ABC  est  la  surface  du  parallélogramme  qui  sert  de 

base  au  solide  ;  donc  la  solidité  de  ce  corps  sera  égala 

au  produit  de  sa  base  par  le  quart  des  quatre  hauteure^ 

ùupar  le  quart  des  trois  hauteurs,  s'il  n  y^  en  a  que  trois ^ 

ou  par  le  quart  des  deux  hauteurs ,  s'il  n'y  en  a  quo 

deux ,  soit  qu'elles  se  trouvent  sur  un  même  cAté ,  soit 

qu'elles  soient  opposées  diagonalement  ;  enfin ,  si  le  corps 

inëgulier  n*a  qu'une  seule  hauteur ,  il  faudra  muUiplur 

^a  base  par  le  quart  de  cette  même  hauteur. 

COROLLAIRB      IIL 

» 

'492.  Lorsque  le  solide  a  pour  base  un  trapese  dont 
aucims  côtés  ne  se  trouvent  parallèles,  alors,  pour  phisde 
facilité,  il  est  bonde  le  décomposer  en  deux  autres, 
dont  Tun  ait  pour  base  un  trapèze  ADFB  '{Jig*  i58), 
dont  les  cAtés  AB ,  DF  seront  parallèles,  qui  se  mesurera 
comme  celui  dont  on  vient  de  démontrer  la  cubature , 
et  dont  Tautre  ayant  pour  base  le  triangle  DEC ,  se  me« 
surera  comme  un  tronc  de  prisme  triangulaire ,  quoiqu'il 
en  diffère  tant  soit  peu  à  cause  que  kwsurface  dcjest  une 
surface  courbe. 

« 

Premier    Scholic. 

■  49^*  *^'^  ^u  quelques  personnes  mesurer  le  coxps  irré- 
golier  dont  la  base  est  un  trapèze  quelconque,  de  la 
inême  manière  que  celui  dont  la  base  a  deux  c6tés  paral- 
lèles; mais  la  règle  que  nous  avons  donnée  ne  peut 
s*appliquer  à  ce  corps  que  dans  le  cas  oà  la  sur£ice 
AB(JD  seroit  une  surface  plane ,  ce  qui  ne  peut  jamais' 
avoir  lieu  quand  le  trapèze  ABCD  n'a  pas  deux  côtés  paral- 
lèles. Ceux  qui  seroient  curieux  de  connoître  la  méthode 
x%oureuse  de  mesuxei:  ce  solide ,  n'oAt  qu'à  recoum  »u 
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mémoire  qui  se  trpuye  sur  les  propriétés  de  ces  corps  i^ 
dans  le  quatrième  volume  des  mémoires  présentés  à  l'aca^ 
demie  par  les  savants  étrangers ,  pag.  6^3.  On  y  trouvera 
^lombre  de  propriétés  de  cçs  sortes  de  solides  qui  peuvent 
mériter  l'attention  des  géomètres ,  et  que  nous  ne  pou« 
vons  démontrer  ici* 

Second    ,Schox.is« 

■ 

45^*  Si  le  solide  à  mesurer  a  pour  base  un  triangle^  il  ba* 
dra,  pour  en  avoir  le  cube^  multiplier  sa  base  par  le  tiers 
des  trois  hauteurs  j  s'il  a  trois  hauteurs ,  ou  par  le  tiers  des 
deux  hauteurs  f  s'ilena  deuxjouparletiers  de  sa  hauteur/^ 
s'il  n'en  a  qu'une  :  ce  qui  suit  des  no<4^9i  43^-  On  peut 
aussi  mettre  au  rang  de  ces  solides  le  tronc  de  pyramide  à 
bases  parallèles  du  n^  428.  On  a  vu  qu'il  é toit  égal  à  troia 
pyramides  dé  même  hauteur  que  le  tronc  y  dont  l'une  a 
pour  base  la  base  inférieure ,  l'autre  la  base  supérieure  ^ 
et  la  troisième  une  base  moyenne  géométrique.  Dans  la 
pratique ,  pour  avoir  cette  oase  moyenne  géométrique  ^ 
û  n'est  pas  nécessaire  d'avoir  recours  à  l'extraction  des 
racines  quarrées  :  il  suiHra  de  multiplier  la  base  de  l'un 
de  ces  triangles  par  la  moitié  de  la  perpendiculaire 
abaissée  sur  le  côté  homologue  de  l'autre  y  ce  qui  se 
déduit  de  ce  que  les  triangles  BAC ,  DEP  sont  semblables 
dans  un  tronc  de  pyramide  à  bases  parallèles.  En  effet  i 
supposant  que  l'on  prenne  les  côtés  AB ,  DE  {fig.  i43) 

{>our  les  bases  des  triangles  BAC ,  DEF,  les  perpendicu-* 
aires  CG ,  FL  en  seront  les  hauteurs.  On  aura  donq 

BAC=:^22iH,etDEF=2L>LFil,  dont  la  surfece 
moyenne  géométrique  entre  ces  deux  bases  = 

peut  transformer  cette  expression  en  un  quarré  parfait} 
or  il  est  évident  que  les  triangles  rectangles  CGA  ,  FLE 
■sont  semblables  a  cause  des  angles  en  A  et  en  E 1  qui 
sont  égaux.  Donc  on  aura  CG  :  FL  ::  AC  :  EF,  ou  :: 
AB  î  i5e  ;  donc  on  aura  CG  X  DE  =  FL  X  AB  ;  donc 
«A  substitua9t  cl^tte  valeur  dsma  le  radical  ...  ».  .    ' 


n 


j 
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^^ABXCGXDEXFL)^  il  vïendta  pour  l'aire  du 
triangle  moyen  géométrique  entre  BAC  et  DEF , 

V    V :: )  — CLliL.  n  en  seroit  de  même 

1>our  la  solidité  d*un  c6ne  tronqué  à  bases  parallèles  :  il 
âudfoît,  pour  avoir  le  cercle  moyen  géométrique  entre 
ses  deux  bases,  multiplier  la  circonférence  de  l'un  par  la 
moitié  du  rayon  de  l'autre. 

'  495.  Lorsque  la  base  est  un  polygone  irréguBer  qncl- 
conaue,  on  pourra  mesurer  la  solidité  du  corps  irrégulier 
Aabli  sur  cette  base ,  en  le  décomposant  en  autant  de 
troncs  de  prismes  triangulaires  que  Ton  pourra  trouver 
de  triangles  dans  sa  base  par  des  lignes  diagonales,  et 
thoifue  tronc  de  prisme  sera  égal  au  produit  de  sa  base 
par  le  tiers  des  trois  lututeurs. 

Après  avoir  donné  les  règles  générales  de  la  mesure  des 
surfaces  dans  le  second  livre  de  ces  éléments  «'  et  celles 
de  la  mesure  des  solides  dans  celui<i ,  il  est  à  propos  de 
donner  en  peu  de  mots  les  règles  particulières  relatives 
aux  mesures  établies  par  l'usage,  et  aux  subdivisions  de 
leurs  unités  principales.  Ces  règles  forment  une  partie 
de  la  géométrie  pratique,  que  l'on  nomme  le  toisé,  et 
c'est  ce  que  nous  ^allons  expliquer.  Mais  auparavant 
nous  joindrons  ici  une  table  des  racines  quarrées  et  eu* 
biques  des  nombres  depuis  un  jusqu'à  cent ,  calculées  à 
sept  décimales.  Ces  tables  font  connoître  par  quels  nom<* 
bres  il  faut  multiplier  lés  dimensions  d'une  surface  ou 
d'un  solide  pour  en  avoir  une  autre  qui  ait  avec  la  pre* 
mîere  un  rapport  donné.  Elles  peuvent  aussi  servir  à  vé- 
rifier les  lignes  des  plans  et  des  solides  du  compas  de 
proportion  en  considérant  la  ligne  comprise  deptiis  le 
centre  jusqu'au  point  marqué  1  sur  chacune  de  ces  lignes^ 
divisée  en  100,000  ou  même  10006  parties  égales.  Par 
exemple^  pour  trouver  un  solide  sept  fois  plus  grand 
qu'un  autre  ,  je  trouve  dans  les  racines  cubiques 
1,9129312;  ainsi  la  ligne  prise  pour  mesure  étant  de 
1000  parties  égales ,  celle  du  solide  sept  fois  plus  gran4 
sera  très  à-peu-près  de  2912, 9  ou  190. 
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CHAPITRE    VIL 
Du  toisé. 

496.  JLIaks  les  travaux  publics  et  particuliers^ 
presque  toutes  les  étendues  linéaires ,  superfi-^ 
délies  ou  solides ,  se  mesurent  à  la  toise^  qui  est 
une  mesure  fixe  et  déterminée,  censée  inva* 
liable  par  toute  Tétendue  du  royaume.  La  toise 
linéaire  sert  à  mesurer  les  longueurs  des  che* 
inins ,  les  distances  quelconques ,  en  un  mot 
tout  ce  qui  se  mesure  ou  s'estime  à  ùoise  cou- 
rante^ suivant  l'expression  générale  des  entre^ 
preneurs.  Les  surlaces  se  mesurent  à  la  toise 
quarrée ,  et  les  solides  à  la  toise  cube.  Comme 
ces  différentes  mesures^  quoique  toujours  subor- 
données à  la  toise  linéaire ,  sont  néanmoins  de 
différente  nature  ;  il  est  aisé  de  concevoir  que 
chaque  espèce  de  toisé  doit  avoir  ses  règles  par- 
ticulières. C'est  pourquoi,  avant  de  les  exposer^ 
et  de  les  appliquer  à  aes  exemples ,  nous  allons^ 
donner  ici  les  définitions  nécessaires  pour  les 
entendre. 

§,     I*'.     Définitions. 

• 
49*7.  La  toise,  comme  le  savent  tous  ceux  qm 

sont  cans  le  cas  d'en  faire  usage ,  se  divise  en  six 

Sarties  égales  qu'on  appelle  pieds;  le  pied  en 
ouze  autres  parties  égales  qu'on  nomme  pouces;; 
le  pouce  en  douze  ugnes;  la  ligne  en  douze 


points  ou  primes  ;  chaque  prime  en  douze  se- 
tondes ,  et  ainsi  de  suite ,  selon  une  progression 
^odécuple  décroissante.  Les  premières  subdivi* 
sions  ae  la  toise  s'expriment  par  les  lettres  ini- 
tiales des  sienes  qui  les  représentent  jusqu'aux 
lignes  ,  et  les  autres  par  de  petits  traits  au^ 
'dessus  du  nombre  qui  leur  convient:  ce  qui  fouiy 
nit  la  table  suivante. 

Les  ingénieurs  et  architectes  sont  aussi  dail3 
Tusage  de  désigner  les  pouces  par  un  petit  o^ 
placé  au-dessus  du  nomore  qui  leur  convient  t 
nous  suivrons  cette  méthode. 

Une  toise      vaut  6  pieds    •'    .     .  ou(î^*. 

XJn pied    •     •    •  i:^ pouces     .     .  ou  la^.i 

Un  pouce    .     •  i^  lignes    •     .     •  ou  la'. 

Une  ligne    .     ,  i  at  points  ou  primes  ou  i  a'. 

Une  prime    .     •  1 2  secondes    •     .  ou  1 2" J 

Une  seconde      .  in  tierces     .     .  ouia'^'w 

etc. 

Ainsi  pour  mesurer  tout  ce  qui  s^es time à  toise 
courante ,  il  n'y  a  qu'à  appliquer  la  toise  et  ses 
di^érentes  subdivisions  sur  la  longueur  à  mer 
surer;  le  nombre  de  toises,  pieds,  pouces  et 
lignes  que  l'on  trouvera ,  sera  l'expression  de 
l'étendue  linéaire  que  l'on  vouloit  cpnnoître.. 

§•     IL     Du  toisé  des  surfaces» 

498.  La  toise  quarrée^  étant  une  surface  qui  a 
une  toise  de  long  sur  une  toisfe  de  large^  vaut 
36  pieds  quarrés;  le  pied  quarré  vaut  144  pouces 
^uarrésfle  pouce  quarré  144  lignes  quarrées-f 
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la  ligne  quarrée  144  points  ou  primes  quarréefi 
Mais  comme  ces  nombres  forment  une  progrès^ 
sîon  qui  introduîroit  dans  le  calcul  des  expres- 
sions fort  compliquées ,  on  a  trouvé  plus  cohve- 
nable  de  ramener  les  subdivisions  de  la  toise 
<iuarrée  à  celles  delà  toise  linéaire.  On  a  donc 
divisé  la  toise  quarrée  en  six  rectangles  égaux 
d'une  toise  de  haut  sur  un  pied  de  large ,  et  Tûb 
appelle  ce  rectangle  un  pied  de  toise  quarrée  ou 
june  toise-pied.  Chaque  pied  de  toise  quarrée  sa 
divise  pareillement  en  douze  rectangles  d'une 
toise  de  haut  sur  un  pouce  de  large,  et  se  nomme 
pouce  de  toise  quarrée ,  ou  aussi  toise-pouce.  Le 
pouce  de  toise  quarrée  se  divise  en  douze  rec- 
tangles d'une  toise  de  haut  sur  .une  ligne  de  large,^ 
et  se  nomme  ligue  de  toise  quarrée  ou  toise-ligne. 
Il  en  est  de  même  des  subdivisions  au-dessous 
de  celles-ci  que  Ton  nomme  toi^e-prime,  toise- 
seconde,  toiser  tierce,  elc.  Ces  sortes  de  su  bdivi* 
sions  de  la  toise  quarrée  se  désignent  par  les 
lettres  initiales  de  leurs  dimensions  ;  ce  qui  four- 
nit'la  table  suivante  : 

A  TT.ovi  toise  quarrée  y 2^xt  liCpp  on  36 pieds  quarrés. 

X  Tpi.    ».  ; ôpPoa  86^  pouces  quartés, 

1  To é   .  •  .   «  .    \PPoM    ji pouces qiiarrés, 

\TU ô'^OM^ô^  lignes  quarréesi 

1  T* î??ou  y  1  lignes  quartées.\ 

1  T"..  • 6^ 0x1^64 primes quarrèes* 

iT'". J^ou    'j^primesquarrées. 

Ces  subdivisions  une  fois  connues  et  bien  dé- 
signées ,  on  n'aura  aucune  difEculté  à  entendre 
la  mesure  des  surfaces  dont  les  dimensions  sontC 
^données  eu  toises  et  subdivisions  de  la  toise  ^ 
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en  suivant  d'ailleurs  les  principes  de  la  inuUi* 
plicadon  par  les  parties  aliquotes. 

Exemple     premier. 

488.  Soit  proposé  de  trouver  la  surface  d'un 
rectangle  qui  auroit  ^Sj  toises  5  pieds  8  pouces 
9  lignes  6  points  de  long^  sur  8  toises  5  pieds 
7  pouces  lo  lignes  dé  haut.  Voici  comme  on  doit 
raisonner  dans  tous  les  cas  pour  trouver  la  sur- 
face de  ces  sortes  de  rectangles. .  La  base  d'un 
rectangle  quelconque  étant  .svpposée  toujours 
la  même;  s'il  n'avoit  qu'une  toise  de  hauteur, 
il  est  visible  que  le  même  nombre  qui  exprima 
cette  base  comme  étendue  linéaire  ,  expri- 
merôït  aussi  sa  surface  en  toise$  quarrées  ,- 
pieds,  pouces,  lignes  et  primes  de  toises  quar- 
rées^ à  cause  de  la  hauteur  du  rectangle  qui  est 
ici  l'unité  :  donc  le  rapport  abstrait  de  la  hau- 
teur du  rectangle  à  la  toise  exprime  par  quel 
nombre  il  faut  multiplier  la  base  ainsi  considérée 
pour  avoir  la  surface  à  piesurer  en  toises  quar- 
rées et  subdivisions  de  la  toise  quarrée. 

Ayant  donc  disposé  ,  comme  on  le  voit  ici,* 
le  nombre  de  toises  et  de  ses  subdivisions  qui 
font  la  hauteur  du  rectangle  à  mesurer  au-dessous 
de  celui  de  la  longueur  considérée  comme  multi- 
plicaftde;  je  commencerai  Topératioiî  par  les  der- 
nières unités  du  multiplicande,  à  cause  qu'il  n'y  a 
qu'un  seul  chifHe  aux  toises  du  multiplicateur; 
et  j'aurai  un  premier  produit  qui  sera  égal  au 
multiplicande  considéré  comme  toises  quarrées 
pris  huit  fois.  Passant  ensuite  aux  sub<livisîons 
de  la  loise  dans  ce  multiplicateur,  je  les  décom- 

Z 


354  LEÇONS  DE  oionimiz 

poserai  en  pardes  aliquotes  de  la  toise ,  et  en-» 
suite  en  parties  aliquotes  les  unes  des  autres  ;  ce 
qui  me  donnera  autant  de  produits  particuliers  y 
tels  qu'ils  sont  ici  désignés ,  et  leur  somme 
•4095*^-  o^-  6^^'  ii^'-  S^'  8^"  iQ^'"  exprimera 
le  produit  demandé  avec  la  dernière  précision. 
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Dans  la  pratique  on  négligeroit  tout  ce  qui 
est  au-dessous  des  T.  lignes.  Si  Ton  veut  expri- 
mer la  même  surface  en  toises  quarrées ,  pieds , 
pouces  et  lignes  quarrées  ;  rien  ne  sera  plus 
facile  d'après  la  table  donnée  ci-dessus.  On  mul- 
tipliera toutes  les  subdivisions  de  rang  pair  à 
compter  des  toises  par  6,  et  celles  de  rang  impair 
par  ;  ,  que  Ton  portera  au  rang  immédiatement 
au-dessus,  en  prenant  72  pour  chaque  unité  res- 
tante 9  dont  on  n'auroit  pas  pu  prendre  la  moitié  ; 
et  Ton  trouvera  que  le  même  rectangle  exprimé 
en  mesures  quarrées,  vaut  4095^^-  ?>pp'  jo'^-  53'^ 

489.  Lorsque  le  nombre  des  toises  du  multipli- 
cateur est  composé  de  plusieurs  chiffres ,  on  ne 
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peut  pas  commencer  la  mulliplication  pat  les 
dernières  unités  au  nraltii>1icande ,  mais  Topé- 
ration  s©  fait  toujours  d'après  ]e$  n^êmes  prin- 
cipes ;  c^est  pourquoi  nous  ajouterons  encore  un 
autre  exemple  pour  ce.dernier  cas ,  et  les  autres 
rentreront '.toujours  daoi:.I'un  de  ceux  que  nous 
avons  expliqués.    ..  :.< -'^.i  o;«     ; 

Exemple     IL' 

490.  Soit  proposé  de  trouver  la  surface  d'un 
rectangle  dont  la  base  est  de  5^8^  5^  j^  9^',  et  la 
hauteur  47^  4/^  1  o"*  1 1  ^ 

Ayant  disposé  le  multiplicateur  sous  le  multî- 

I)licande,  comme  on  le  voit  ici  y  de  manière  que 
es  subdivisions  de  même  espèce  soient  placées 
les  unes  au-'dessous  àes  autres  :  à  cause  que  le 
nombre  des  toises  du  multiplicateur  47  est  com- 
posé de  plus  d'un  chiffre  ;  je  le  considère  comme 
égale  à.  7  x.  6.-H  5 ,  afin  de  pouvoir  commencer 
Topération  par  les  dernières  unités  du  multipli- 
cande, et  je  fais  d'abord  un  faux  produit  du  même 
multiplicande  parle  noi[nbre  7 ,  ce  qui  me  donne 
4192^  ^^^  6^  3^^  à  multiplier  ensuite  par  6,  afin 
d'avoir  le  produit  du  multiplicande  entier  par 
42  toises,  au-dessous  duquel  on  placera  celui  du 
même  nombre  par  5,  dernière  partie  des  toises 
du  multiplicateur;  ainsi  il  n'y  a  plus  qu'à  déter- 
.miner  les  parties  du  produit  relatives  aux  subdivi- 
sions du  multiplicateur ,  ce  que  je  fais ,  commeon 
le  voit ,  en  prenant  pour  3  pieds  la  moitié  du  inul- 
^tiplicande,  considéré  comihe  toises  quarrées  et 
parties  de  toises  quarrées  ;  pour  1  pied  le  tiers  du 
dernier  produit;   pour  6  pouces  la  moitié  du 
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produit  d'un  pied  i' et  pour  4  pouces  \e  tiers -du 
même  produit^  pour  6^  lignes  le  huitième  du  pro- 
duit  de  4  pouces;  enfin  pour  3  lignes  et  peut  a 
lignes ,  la  moitié  et  le  tiers  de  ce  dernier.  Ajoutant 
ensemble  ti^us  ces  produits  particuliers^  excepté 
celui  que  nous  avons  dénommé  faux  produit,  on 
aura  pour  la  surface  demandée  ^8640'?  i'^  ii'* 
10''- S*'  2*"  6'"'.    . 


Produit  da 
multiplie  pu 
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$   '   6   i  6  •- 

28640*^  I  ipp  .  iSS^x'.  87'' 

Pour  réduire  cette  surface  en  mesures  quarrées^ 
on  multipliera  les  toises-pieds  par  6  et  les  toises- 
pouces  par  la  fraction  3  ^  ce  qui  donneta  des  pieds 
3 narrés;  pour  Tunité  restante  du  nombre  11, 
ont  on  n'a  pas  pu  prendre  la  moilîé,  on  comptera. 
7^ pouces  quarrés  ;  ce  qui  est  évident,  puisqu'un 
rectangle  d'une  toise  de  long  sur  un  pouce  de  haut 
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contient  ce  même  nombre  de  pouces  quarréa- 
On  multipliera  de  même  lô^  par  6  et  3*'  bar  ;,  ce 
<jui  donnera  encore  des  poupes  quarrés  a  joindre 
aux  72  déjà  trouvés;  et  Ton  comptera  72  lignes 
quarrées  pour  Tunité  de  3  dont  on  n'a  pas  poi 

S  rendre  la  moitié  ;  enfin  opérant  de  même  sur  les 
eux . dernières  subdivisions,  on  aura  pour  la 
surface  totale  de  notre  rectangle  2864C  1 1^^ 
133-87^^. 

Si  Ton  vouloit  faire  la  preuve  de  cette  opérai- 
lion  et  de  toutes  autres  semblables,  il  est  évident 
qu'il  faudroit  diviser  la  surface  totale  trouvée  par 
1  un  des  facteurs,  et  Ton  doit  retrouver  l'autre 
licteur  au  quotient;  mais  comme  celte  opération 
exige  des  préparations  pour  débarasserle  diviseur 
des  subdivisions  de  1  unité;  communément  on 
aime  mieux  prendre  une  partie  déterminée  du 
multiplicande,  comme  sa  moitié ,  son  tiers  ou  son 
quart,  que  l'on  la  multiplie  par  le  même  multipli- 
cateur; et  Ton  cherche  si,  en  multipliant  le  nou- 
veau produit  par  le  nombre  qui  a  servide  diviseur^ 
on  retrouve  une  quantité  superficielle  égale  au 
produit  premièrement  déterminé.  Comme  cepen* 
dant  il  importe  de  savoir  faire  la  preuve  âe  ces 
opérations  par  la  division ,  et  de  cônnoître  la  ma- 
nière de  préparer  le  diviseur  à  être  incomplexe, 
nous  l'appliquerons  à  l'exemple  que  l'on  vient 
de  donner.  Soit  donc  proposé  de  diviser  une 
surface  de  28640^^  iV»  1 1^^  10'^  3*'  2^"  6'"'  par  5^8' 
5^  7*^  9/,  longueur  de  notre  rectangle  à  mesurer.  A 
cause  que  les  9  lignes  du  diviseur  équivalent  à.trois 
quarts  de  |x>uce  j  on  multipliera  le  dividende  et 
la  diviseur  par  4  9  ce  qui  donnera  pour  nouveau 
(dividende  •,    ..  ^  X  iij 
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ii4î56r^'  1^  11^^  5'^  o*'  lo*",  et  pour  nouveatz 
diviseui^  aSpo^  4^^  7^   o'  ;  pour  se  dëbarasser 
des  pouces.du  diviseur  ,   on  multipliera  le  di- 
viseur et  le  dividende  par  12,  ce  qui  donnera 
pour  nouveau  dividende  préparé  1374735**  5^ 
S^o  o'^  1  o*' ,  et  pour  second   diviseur  préparé 
28749'  i^  ;  enfin  pour  chasser  le  pied  qui  reste 
encore  au  diviseur,  on  muldpliera  le  dividende  et 
le  diviseur  par  6 ,  ce  qui  donnera  pour  dernier 
dividende  réduit  8248415**  2*^  6*^  5*^;  et  pour 
dernier  diviseur  aussi  réduit  172495*;  Élisant  en 
effet  la  division  de  Tun  par  l'autre^  on  retrouvera 
au  quotient  47*  4^  10°  1 1'- 

M.  de  la  Londe,  ingénieur  du  roi,  a  publié  une 
méthode  de  toiser  les  surfaces  et  les  solides  qui 
abrège  assez  considérablement  le  calcul  ;  sur- tout 
lorsque  les  toises  du  multiplicateur  sont  expri- 
mées par  un  seul  diiffre  :  voici  à  quoi  se  réauil: 
cette  méthode. 

Ayant  écrit  les  dimensions  de  la  surface  à 

mesurer  l'une  au-dessous  de  l'autre,  la  première 

comme  multiplicarute  et  la  seconde  comme  muld- 

plicateur;  doublez  dans  x:hacune  les  subdivisions 

de  la  toise ,.  en  commençant  par  les  dernières,  et 

retenant  dans  chaque  produit  autant  d'unités 

qu'il  y  a  de  fois  12^  pour  les  joindre  aux  unités 

supérieures;  faites  ensuit^  autant  de  produits 

particuliers  que  vous  aurez  de  termes  dans  votre 

nouveau  multiplicateur,  en  commençant  l'opéra-- 

don  par  les  dernières  unités  du  multiplicande , 

et  plaçant  ces  produits  successifs  de  manière 

qu'ils  se  débordent  toujours  d'un  rang  vers  la 

droite  ;-  enfin  ayant  fait  la  somme  4p  ^^^^  f^ 


j 


produits  particuliers ,  prenez  la  moitié  de  tout  ce 
qui  sera  au-dessous  des  toises  quarrées^  et  vous 
aurez  la  surface  demandée. 

Exemple     premier. 

m 

491.  Soit  proposé  de  trouver  Taire  d'un  rec- 

.  tanele  qui  a  8  toises  5  pieds  7  pouces  o  lignes 

de*  long  sur  6  toises  3  pieds  8  pouces  1 1  lignes  de 

/      large  :  ayant  doublé  les  subdivisions  de  Ta  toise 

au  multiplicande  et  au  multiplicateur,  on  aura 

four  Fun  et  pour  Tautre  les  deux  facteurs  que 
on  voit  ici. 


8^  .    w?   . 

3»   ; 

61 

5    .      7    • 

5    . 

10 

44    .     8    . 

5    . 

6 

5     .     n   . 

7    • 

0    '.'    6 

3   . 

8     . 

S    .    5    .    6 

7    • 

5.4     .11 

0 

5o    .    3    . 

4    . 

8.4     .5 

5o«    .      \tp . 

8^  . 

4^.    a«'  .    2«* 

.    6*"' 

Ainsi  la  sur&ce  totale  est  de  5o  toises  quarrées 
1  pied  de  toise  quarré  8  pouces  4  lîg  .  2'  a"  é"' 
de  toise  quarrée. 

E   X   E    M    P    1   B      lit 

s 

i^^n  Soit  le  nombre  9  toises  5  pieds  4  pouces 
8  lignes,  à  multh)lierpar 5  toises 3 pieds -8  pouces 
<9  lignes  ;  ayant  aoublé  les  subdivisions  du  multi-. 

^iv 
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plicande  et  du  multiplicaieur,  on  aura  les  deux 
nom  hxes  ci-  dessous. 


9*  •     lop  .     9** 

• 
• 

4' 

5     •      y    ^    5 

i 

6 

• 

• 

49     •     5    .    lo 

• 

8 

5    .     9   .    3 

• 

5    ,    4 

' 

• 

4  ■     i 

• 

5    .  10     . 

.    8 

4 

« 

Il    ;     4 

.     8 

.    o 

55    •     7,8,     6.7,4 
5Su  ,    SV'.   io«  .     3^1  .    3i'\    61". 

Cette  pratique  pourra  servir  de  preuve  pour 
vérifier  les ,  toisés  superficiels  calculés  par  les 

méthodes  ordinaires. 

•  •  • 

§.    I L   Du  toisé- des  solides. . 

493*  De  même  que  Toh  a  divisé  la  toise  quarrée 
en  parties  analogues  à  celle  de  la  toise  linéaire, 
on  a  aussi  partagé  la  toise  cube  en  différentes 
parties  qui  diminuent  absolument  suivant  la 
même  loi.  On  conçoit  donc  la  toise  cube  ou  le 
solide  qui  a  une  toise  en  tous  sens ,  divisé  d'abord 
€n  six  solides  égaux ,  qui  ont  une  toise  quarrée 
de  base  sur  un  pied  de  haut.  Ce  solide  se  npmm^ 
un  pied  de  toise  cube;  on  le  désigne  aussi  par  les 
lettres  initiales^  de  ses  dimensions  ttp^  de  même 
on  a  divisé  le  pied  de  toise  cube  en  aouze  solides 
égaux  d'une  toise  quarrée  da  base  sur  un  pouce 
de  haut,  et  on  Fa  nommé  police  de  toise  cube^ 
;que  Ton  désigne  de  mêm£  par  tipo  ou  ttçi  chaqûQ 
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pouce  de  toise  cube  est  encore  partagé  en  douze 
solides  égaux  toujours  d'une  toise  quarrée  de 
base  sur  une  ligne  de  hauteur  ;  on  la  «omme 
Jigne  de  toise^cube  Ou  ùùl;  il  faut  concevoir  aue 
la  même  loi  subsiste  toujours  pour  les  subdivi- 
sions au-delà^e  lignes  de  toise-cube ,  en  admet- 
tant des  primes^  secondes,  et  tierces  de  toiser 
cube^  et  \es  représentant  pareillement  par  les 
lettres  initiales  de  leurs  dimensions  respectives. 
Cohnoissant  la  loi  des  subdivisions  de  la  toise- 
cube  ,  telle  que  nous  venons  de  l'établir ,  il  est 
facile  d'exprimer  un  solide  quelconque  en  pieds, 
pouces  et  lignes  cubiques;  car  il  est  visible  qtiç 
le  pied  de  toise-cube ,  tel  que  nous  l'avons  défini, 
vaut  06  pieds-cubes;  pareillement  un  pouce  de 
toise-cube  étant  la  douzième  partie  d'un  pied 
•  de  toise-cube ,  et  celui-ci  valant  36  pieds-cubes  ^  • 
comme  on  vient  de  le  dire ,  chaque  pouce  de  toise- 
cube  vaudra  3  pieds-cubes*  La  ligne  de  toise-cube 
étant  encore  la  douzième  partie, du  pouce  de 
toise-cube ,  et  ce  dernier  valant  trois  pieds-cubes  ^ 
une  ligne  de  toise-cube  vaudra  trois  douzièmes  dôr 
pied-cube  ou  un  quart  de  pied-cube ,  et  k  cause 
Gue  Celui-ci  contient  1728  pouces-cubes,  chaque 
Lgne  de  toise-cube  vaudra  43^  pouces-cubes; 
ainsi  on  divisera  les  lignes  de  toise-cube  par  4  9 
on  portera  le  quotient  aux  pieds-cubes,  et  pour 
chaque  unité  restante  on  comptera  4 Sa  pouces- 
cubes.  Les  secondes  primes ,  et  tierces  de  toise- 
cube  se  multiplieront  encore  par  36,  3,  ^  pour 
donner  au  produit  des  pouces-cubes  ;  car  chaque 
prime  de  toise-cube  étant  la  douzième  partie 
d'une  ligne  du  rang*  au-dessus,  et  celle-ci  valant 


/^ 
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432  pouces-cubes  dont  le  douzième  est  3(î,  il  est 
évident  qu'il  faudra  multiplier  chaque  ligne  de 
toise-cube  par  36^  cl  par  conséquent  chaque 
seconde  vaudra  3  pouces-cubes ,  et  chaque  tierce 
;  de  pouce-cube  ou  482  lignes-cubes,  et  ainsi  de 
suite  ^  ce  qui  donnera  la  taole  suivante  des  subdi- 
visions de  la  toise-cube. 

i  toise  cube     .     .     vaut     6^^    on  iiôPPF 

i  pied  de  toise-cube       .  la^^o    on  36PPP 

i  pouce i2«^    ou    3ppp 

1  ligne 1 2tt'     ou     \PPP  ou  432?<^ 

i  prime     .     •     .     ^     .  law"  ou  36^o 

1  seconde       ....  ia'^"'ou    3<^<w> 

1  (ierce  de  toise-cube      .  1 2^^^^  ou     l^^^  ou  482^ 

Cela  posé ,  le  toisé-cubîque  n'aura  plus  aucune 
•dixnculté ,  et  se  traitera  comme  celui  des  surfaces. 

Exemple     premier. 

,  494*  Soit  proposé  de  trousser  la  solidité  d'un 
massif  de  maçonnerie  dont  la  longueur  est  de 
df  5p  2,''6^  y  la  largeur  de  3^  ?>p  îS°  9'  et  la  hau- 
teur de  2^  4^^  7*"  8'- 

Ayant -trouvé  d^abord  la  surface  de  la  base 
<  d'après  les  règles  données  pour  les  mesures 
superficielles»  et  l'ayant  déterminée  de  i36^'  i^ 
1  **^  d^^  ô**  9^'  ;  on  multipliera  ce  produit  par  la 
hauteur ,  comme  on  le  voit  ci-dessous ,  en  considé* 
Tant  que  si  cette  surface  avoit  sur  toute  son 
étendue  une  toise  de  hauteur ,  le  même  nombre 
augmenté  d'une  dimension  en  toise  exprimeroit 
le  solide  cherché  \  dpoc  le  rapport  de  la  hauteur 


> 
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^  la  toise  nous  donne  le  rapport  abstrait  par  lequel 
il  faut  multiplier  le  prodmt  déjà  trouvé  pour  aVoîr. 
la  solidité  requise. 


i36^'    . 

1^  . 

i»  . 

6'^  .  6*'    . 
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a^  . 

4^  • 
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3  . 
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45  . 

2  . 

4  . 

6.2. 
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4  . 

6.2. 
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11    . 

2  . 

1  . 

4 

1.6. 

6    . 

9 

1    . 
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4  . 

2  .     3   . 

1    • 

1  ;    < 

0    . 

3  . 

9  • 

4  •     9    • 

0    • 

4.  <s 

0    . 

3  . 

9  • 

4.9. 

0.    . 

4  .    6 

.  377''^  . 

4"/' . 

2"' .  ç'**  . 

8«" 

.  7**"' .  6««™' 
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Comme  le  nombre  de  toises  du  multiplicateur 
est  exprimé  par  un  seul  chiffre ,  on  commencera 
la  multiplication  par  les  dernières  unités  du 
multiplicande ,  ce  qui  formera  un  premier  prof 
duit  Pour  4  pieds ,  on  prendra  deux  ibis  le  tiers 
du  multiplicande  considéré  comme  exprimant 
des  toises-cubes  et  parties  de  toises-cubes.  Paaj 
sant  aux  pouces  du  multiplicateur ,  on  prendra 
pour  6  pouces  le  quart  du  produit  de  2  pieds, 
pour  un  pouce  le  sixième  de  ce  dernier,  et  enfin 
pour  huit  lignes  deux  fois  le  tiers  de  ce  que  f  on 
a  trouvé  pour  un  pouce  ;  et  la  isoiûme  de  tous  ces 
produits  particuliers  sera  le  cube  demandé. 

Si  Ton  veut  avoir  le  mêm^  solide  en  pieds, 
pouces  et  lignes  cubiques ,  ayant  écrit  au-dessous 
des  nombres  trouvés,  la  série  des  nombres  '66, 
3 ,  ^ ,  comme  on  le  voit  ici;  on  aura,  après  avoir 
fait  les  différents  produits  particuliers,   et  les 

y 


^ 


3^4  LEÇOKS    #S    GjioMlSTAll 

somçi^es  de  ces  produis  pour  le  solide  cherché  ; 
e^ppriméen  mesures  cubiques  377^^'  1 44''''''  121 3^*^ 
•1 620'^',  comme  il  résulte  évidejnment  de  l'opéra- 
tion ci-jointe, 

377'''  .    ^itp  .    o^.  2«*'.    9'*'.  8«".  j^\    9^^ 
36       .    3     .  :    .  36    •  3    .  .^     .    36 


324       •       324 

24 

1 

■     ■'  ■■■■  I  ■— — ill  ■— —  ■ 

377'^^  •      i^ppp  .  i^i3o^  *      1620''' 

EXEJUPLE       II. 

'495.   Soit  proposé  de  cuber  un  solide  gui  a 
'Sy^  èf  8^  de  long  sur  ^^  B^  ^"^  de  large,  et  y  ^ 
ilO^^^  de  hauteur. 

Je  cherche  d'abord  par  les  règles  du  toisé 
superficiel  Taire  de  la  base  du  solide  à  mesurer; 
et  je  la  trouve  de  286^*2'?'  10'*'  8'^  à  multiplier 
par  la  hauteur  donnée,  comme  on  le  voit  détaillé 
ci-dssous. 

286'^  :    2^  ;    lo'o  .    8*' 
3      .3     .10     .0 
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Si  Ton  veut  réduire  ce  solide  en  toises^  pieds, 
pouces  et  lignes  cubiaues ,  on  le  fera  aisément 
en  multipliant  les  subaivisîons  de  la  toise-cube  à 
commencer  aux  toises-pieds  par  36,  3,  ;  et 
répétant  la  même  multiplication  périodique;  ea 
prenant  des  pieds-cubes  pour  les  trois  premiers 
produits  j  et  des  pouces  cubœ  pour  les  trois  pro- 
duits suivants ,  et  enfin  des  lignes  cubes  pour  les 
trois  qui  pourroient  se  trouver  ensuite  ;  ooservant 
de  compter  autant  de  fois  432  pouces  cubes  oa 
lignes  cubes  qu'il  seroît  resté  d'unités  aux  nom- 
bres à  multiplier  par  ta  fraction  \  :  d  après  cette 
opération,  on  trouvera  que  notre  solide  vaut 

Soit  encore  proposé  de  trouve^  la  solidité  .d'un 
cube  de  maçonnerie  qui  auroit  47» ,  5^p  8^^  p'^do 
base  sur  9'  5^  1 1*'  8'  de  haut. 

Ayant  disposé  les  deux  facteurs  de  la  multî- 

{)lication  comme  oh  les  voit  ci-dessous. et  formé 
es  diflfôrents  produits  particuliers ,  ou  trouvera 
pour  leur  somme  ou  produit  total  470^''  y^ 
11'^  gw/  ^'''2''" ,  et  en  mesures  cubiques  470"* 
jqppp  942'^''^ 


,09P 


V  troàvùt  dt 


47" 

.  5*P   . 

Sio 

.9" 

/ 

9  • 

5     . 

ti  . 

8 

F 

43i  . 

3  . 

6  . 

9 

■^ 

- 

3p 

.  a3  . 

5  . 

10  . 

4  • 

6 

2P 

.  i5  . 

5   . 

10  . 

11  . 

0 

60 

.   3  . 

5    . 

11  • 

8  . 

9 

3» 

1  . 

5   . 

11  . 

10  • 

4  • 

6 

2» 

1  . 

1  . 

11  . 

lO  . 

II  . 

0 

6^ 

0  . 

1  . 

11  . 

11  . 

8  . 

9 

2' 

0  . 

«  . 

7  • 

11  • 

10  . 

11 

•  479"' 

.  l^^    . 

n^ 

.  6'^^ 

.  2'''- 

2'*" 

36  . 

3  . 

1 
<  • 

36  . 

3 

366  LEÇONS  i)i    GiovLirKit 

Cki  pourra  applique  au  toisé  cubique  la  même 
règle  que  nous  avons  donnée  pour  le  toisé  des 
surfaces  planes.  Une  application  sur  cet  exemple 
suffira  pour  en  montrer  fusage. 

Soit  donc  repris  le  dernier  exemple;  ayant 
doublé  les  subdivisions  de  la  toise  quarrée  et  de 
la  toise  linéaire,  ^n  aura  les  deux  nouveaux 
Éicteurs  tels  qu'ils  sont  écrits  ci-dessous* 

9.11      .     11      -4 


43i  :      7     .        1.6 

43  •     11      .        6    ,      o    .  6 

3.      7.       11.      6.  o.      6 

1      .,3.11.  9    .     10 
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Et  prenant  la  moitié  des  subdivisions  de  la 
toise ,  on  aura  exactement  le  même  produit  que 
celui  trouvé  ci -dessus.     .  . 

Cette  méthode  est  d^un  usage  très  commode, 
lorsque  le  nombre  des  toises  du  multiplicateur 
est  exprimé  par  un  seul  chifre,  ce  qui  arrive  le 

I)lus  souvent;  elle  est  encore  plus  expéditive» 
orsqu'il  n'y  a  aussi  qu'un  seul  chifEre  pour,  les 
toises  du  multiplicande;  quant  à  la  démonstra- 
tion de  cette  pratique ,  elle  sera  facile  à  saisir 
d'après  les  réflexions  suivantes. 

1  .  La  loi.  des  subdivisions  ordinaires  de  la 
loise  à  l'égard  de  cette  même  longueur  prise 
pour  unité ,  peut  évidemment  être  exprimée  par. 
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cette  suite  de  fractions  »  dont  la  première  désigne 
le  rapport  du  pied  à  la  toise  "^y^^,  ^~ ,  êTT?  • 

2^  On  peut  donner  à  cette  même  loi  une 
autre  forme  sans  en  changer  la  valeur,  en  mul- 
tipliant les  deux  termes  de  chaque  fraction  par 
a;  et  alors  les  pieds >  pouces,  lignes,  primes^ 
secondes ,  etc.  de  toise  linéaire  ou  superficielle^ 
seront  exprimés  par  cette  nouvelle  suite  de  frac- 
tions —  ,  A  ♦  -^  »  -r  V  —5" .   "fetc.    Cela  posé  ^ 

en  reprenant  l'exemple  secçnd  du  toisé  des  sur- 
faces où  il  s'agissoît  de  trouver  Taire  d'un  rec- 
tangle qui  avoit  9^  5f  4''  8^  de  long  sur  5'  3^  8*" 
9'  de  large ,  il  est  visible  que  les  deux  iacteurs 
de  notre  produit  à  détermmer  peuvent  s'écrire 
chacun  respectivement  sous  les   deux  formes 

suivantes  9^,  11,  -2,,  -1.  et  5^  -^,  -^,  -^3  V 
dans  lesquelles  les  fractions  au-dessous  de  la  toise 
expriment  les  rapports  des  pieds ,  pouces  et  Iknes 
du  multiplicande  et  du  multiplicateur  avec  leur 
unité  principale.  Or,  il  est  évident  que  dans  le 
produit  du  multiplicande  par  une  fraction  quel- 
conque du  multiplicateur ,  chaque  fraction  résul- 
tante de  cette  multiplication  acquiert  un  12  de 
plus  pour  facteur  dans  son  dénominateur;  donc 
il  faut  reculer  tous  ces  produits  particuliers  d'un, 
rang  vers  la  droite.  De  plus  i  parceque  12  unités 
d'un  rang  quelconque  font  toujours  une  unité  de 
l'ordre  immédiatement  supérieur,  on  voît  qu'il 
&udra  reitenir  autant  d'unités  qu'on  aura  de  fois 
la  jusques  et  compris  le  rang  des  demi-pieds  qui 
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se  trouve  après  les  toises  tant  au  multîplicâhde 
ou  au  multiplicateur.  Enfin,  lorsque  Ton  aura 
fait  la  somme  de  tous  les  produits  particuliers,  les 
subdivisions  de  la  toise  quarrée  ou  cubique  seront 
■soumises  à  la  forme  de  la  loi  que  nous  venons 
d'exposer;  ainsi  pour  les  ramener  à  Texpressiott 
ordinaire  des  subdivisions  de  la  toise  superfi- 
cielle ou  cubique ,  il  n'y  aura-  qu'à  diviser  par  2 
tous  les  termes  au-dessous  des  unités  principales 
du  produit  assigné;  et  c'est  ce  que  prescrit  la 
dernière  partie  w  la  règle. 

§.     1 1 L  Du  toisé  des  bois* 

'49^.  Comme  les  ouvrages  de  charpente  à  vo- 
lume égal  sont  beaucoup  plus  chers  que  ceux  de 
maçonnerie,  les  ingénieurs,  architectes  et  entre- 
preneurs sont' tous  convenus  de  prendre  pour 
unité  de  mesure  une  portion  déterminée  de  la 
tbîse-cube,  qu'ils  ont  fixé  à  trois  pieds  cubes 
ou  à  la  72'"*  partie  de  la  même  toise-cube.  Cette 
unité  s'appelle  solide,  et  aussi ,  en  terme  de  char- 
pente, une  pièce  de  bois.  Les  bois  de  charpente 
se  paient  sur  le  pied  de  tant  pour  le  cent  de 
pîeces'de  bois,  ou  le  cent  dé  solives;  et  ce  prix 
doit  varier  suivant  la  qualité  et  les  dimensions 
des  morceaux  de  charpente  ;  mais  dans  les  devis , 
il  faut  toujours  faire  le  prix  du  cent  de  solives 
d'après  leurs  qualités  et  dimensions ,  comme  on 
vient  de  le  dire. 

Comme  un  solide  qui  auroit  72  pouces  quarrés 
dti%un  *demi-pied  quarré  de  base  sur  une  toise  de 
longcontîendroît  trois  pieds'cubes ,  on  voit  qu'une 
pièce  de  bois  qui  auroit  six  pieds  de  long  sur  8  à  9 

^  '    d'équarricsage , 


d^équarrisage ,  contiendroit  trois  pieds  cubes  ou 
Une  solive.  On  voit  aussi  que  deux  toises  de  long 
sur  36  pouces  quarrés  de  base ,  ou  sur  6  et  o 
d*équarrisage ,  donneroient  encore  une  solive.  Il 
faut  de  plus  observer  que  la  forme  ne  fait  rien  à  la 
dénomination ,  et  qu'une  pièce  de  bois  de  forme 
pyramidale  Y  ou  même  sphérique,  seroit  appellée 
solive  ou  pièce  de  bois  ^  pourvu  que  son  volume 
fiit  de  trois  pieds  cubes. 

Pour  ramener  le  toisé  des  bois  aux  mêmes 
relies  que  celui  de  la  maçonnerie  y  on  divise  la 
souve  telle  que  nous  l'avons  premièrement  définie 
en  six  parties  égales  de  72  pouces  quarrés  de 
base^  sur  un  pied  de  haut,  et  ce  solide  a  été 

t^mé  pied  de  solive.  Le  pied  de  solive  se 
se,  comme  le  pied  de  toise  cube,  en  douze 
solides  égaux,  d'un  demi -pied  quarré  de  base, 
sur  un  ponce  de  haut,  et  se  nomme  pouce  de 
solive.  Le  pouce  se  divise  delà  même  manière  en 
1 2  lignes ,  la  ligne  en  1 2  primes;  et  ainsi  de  suite , 
suivant  la  même  loi  des  subdivisions  de  la  toise 
cube. 

Il  y  a  un  grand  nombre  de  méthodes  différentes 
pour  trouver  le  cube  des  bois  en  solives ,  pieds  ^ 
pouces  et  lignes  de  solive.  Nous  croyons  pou- 
voir nous  dispenser  de  les  enseigner  toutes  ici  ^ 
en  nous  arrêtant  à  celles  qui  nous  ont  paru  les  plus 
simples,  comme  les  plus  généralement  adoptées; 
on  en  pourra  tiouver  quelques  autres  dans  les 
auteurs  qui  ont  traité  du  toisé  de  la  maçonnesrie 
et  de  la  charpente  :  avant  de  les  développer  ici,  il 
est  bon  d'être  prévenu  que  Von  entend  par 
dimensions  de  [équarrisage,  les  deux  plus  petitei^ 

Ail 
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qui  se  trouvent  à  Textrémité  des  poutres  ot| 
solives,  et  qui  sont  ordinairement  d'équerre 
Tuneirautre. 

Règle  géfiérale  pour  le  toisé  des  bois. 

497.  Pour  trouver  le  nombre  de  solives  ,  pieds , 
pouces  et  lignes  de  solive  contenus  dans  une 
pièce  de  bois ,  dont  les  dimensions  sont  données; 
piettez  une  des  dimensions  de  réquarrisage  expri- 
mée en  pouces  au  rang  des  toises  ;  et  après  avoir 
cherché  y  suivant  les  règles  données  ci-dessus  pour 
le  toisé  des  solides,  le  cube  des  trois  dimensions, 
regardez  le  produit  trouvé  comme  exprimant 
des  solives,  pieds ^  pouces  et  lignes  de  soj^g, 
et  Topération  est  adievée.  ^9 

Démonstration  de  Icf  règle. 

498.  En  mettant  une  des  dimensions  de  Téquar- 
jrissage  exprimée  en  pouces  au  rang  des  toises^ 
on  rend  un  des  facteufs  du  produit  à  déterminer 
soixante-douze  fob  plus  grand  qu'il  n'est;  mais 
aussi,  au  lieu  décompter  oes  toises  cubes^  pieds, 
pouces  et  lignes  de  toise  cube,  on  ne  compte  que 
des  solives  et  subdivisions  correspondantes  de 
)a  solive,  qui  est  la  soixante -douzième  partie 
d'une  pièce  de  bois  ;  donc  le  produit  est  tel  qu'il 
auroit  dû  être  sans  ce  changement  fait  à  l'un  de 
ses  facteurs;  donc  il  exprime  réellement  des 
solives ,  pieds ,  pouces  et  lignes  de  solive.  C  Q. 
F.  T.  etD. 

Jlj  a  des  toiseurs  qui  mettent  une  des  dimea-- 
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*  iions  de  Féquarrissage  exprimée  en  pouces  au 
rang  des  pieds,  et  qui  comptent  pour  demi-pieds 
le  nombre  de  pouces  de  l'autre  dimension  de 
l'équarrissage;  et  après  avoir  cherché  le  produit  de 
ces  deux /acteurs  j  ils  multiplient  par  la  longueur 
de  la  pièce;  ce  qui  donne  le  nombre  de  solives , 
pieds,  pouces  et  lignes  de  solive  que  Von  demande.  I 

Cette  règle  rentre  évidemment  dans  la  pre- 
mière; puisque  rendant  un  des  facteurs  douze 
fois  et  1  autre  six  fois  plus  grand ,  c'est  comme  4 

si  Ton  rendoit  le  produit  soixante- douze  fois  4 

plus  grand;  donc,  en  comptant  des  solives  et 
parties  de  solive  au  lieu  de  toises  cubes  et  parties 
de  toise  cube,  on  remet  le  produit  trouvé  à  sa 
juste  valeur. 

Enfin  d autres  toiseurs,  après  avoir  multiplié 
Vune  par  l'autre  les  dimensions  de  l'équarrissage 
exprimées  en  pouces,  multiplient  le  produit  par 
la  longueur  de  la  pièce,  et  divisent  ensuite  par 

Cette  pratique  est  encore  évidente,  car  k  solive 
peut  être  considérée  comme  un  faisceau  de  7a 
oaguettes  qui    ont  une  toise  de  long  sur  un 

Îouce  quarré  de  base ,  dont  la  somme  est  égale 
trois  pieds  cubes.  Donc ,  puisque  le  produit 
trouvé  exprime  le  nombre  de  baguettes  de  cette 
espèce,  contenues  dans  la  pièce ,  ainsi  que  leurs 
suodi visions  respectives  en  pieds,  pouces  et 
lignes;  en  divisant  par  72 ,  on  aura  le  nombre  de 
solives,  pieds,  pouces  et  lignes  de  solive  que 
Ton  demande.  Appliquons  la  première  règle  à 
quelques  exemples,  en  laissant  aux  commençants 
[  de  trouver  les  mêmes  résultats  par  les  dettx 
autres  règles.         '"  A  ai] 
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Exemple     premier. 

'499«  On  demande  le  nombre  de  so litres,  pieds ^ 
pouces  et  lignes  de  solive ,  contenus  dans  une 
pièce  de  bois  qui  aV  5^  ^^  6^  de  long  sur  iS  et 
1 2  pouces  d'équarrissage. 

Ayant  disposé  la  plus  grande  dimension  de 
Téquarrissage  sous  la  longueur  de  la  pièce  et 
déterminé  le  produit  comme  on  le  voit  ci-dessous 
de  o^^  4^  1 1*^  5''  9** ,  on  mettra  les  12  pouces  de 
réquaFiissage  au  rang  des  toises,  et  après  avoir 
multiplié  par  ce  nouveau  facteur  le  produit  déjà 
trouvé^  on  aura  pour  le  solide  de  la  pièce 
proposée  9^**'  ^'  5^  9^- 

o'  .  1     .    3 
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Exemple    IL 


5oo.  On  demande  le  nombre  de  solives  d^un 
pieu  de  38^  9^  6'  de  long  sur  un  diamètre  réduit 
de  22**  9'- 

Je  commence  par  chercher  la  circonférence 
d'un  cercle  dont  le  diamètre  est  de  22*"  9'  ,  je  la 
trouve  de  71**  6'  ,  suivant  le  rapport  aÂrchi" 
mede.  La  moitié  de  cette  circonférence  multi*^ 


plîée  par  le  rayon ,  donnera  la  surface  du  cercle 
qui  doit  servir  de  base  au  solide  à  mesurer,  et 

]>ar  conséauent  celle  qu'il  faut  multiplier  par  la 
ongueur  au  pieu  pour  avoir  sa  solidité.  Cette 
demi-circonférence  est  de  35""  9'  qui ,  réduits  ea 
toises  )  ou  cqmptés  pour  autant  de  toises ,  don- 
nent 35^  4^  6**;  je  commence  donc  par  chercher 
le  produit  de  ce  nouveau  facteur  par  le  rayoa^, 
comme  on  le  voit  ci-dessous. 


Vour 
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Multipliant  ce  produit  par  ïa  longueur  de  la  pièce, 
comme  on  le  v<>it  ci-dessous ,  .on  aura  pour  la 
valeur  de  l^  pièce  de  bois  à  mesurer,  k  Vcdeuf 
telle  qu'elle  Ky  trouve  déterminée. 
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On  trouvcroît  absolument  le  même  résultai 

par  les  autres  méthodes»  Âailj 


y. 
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LIVRE    QUATRIEME. 

Des  Eléments  de  Géométrie. 

Daîïs  lequel  on  expose  les  principes  de 
la  trigonométrie  rectiligne  et  sphé- 
rique  ;  son  usage  dans  la  levée  des 
plans  par  les  triangles ,  et  les  diffé- 
rentes méthodes  relatives  aux  divers 
instruments  qu  on  y  emploie. 


CHAPITRE    PREMIER. 

Notions  préliminaires  et  définitions  des  lignes 
par  le  moyen  desquelles  on  calcule  toute  espèce 
de  triangle* 


Définitions. 


HP 


5oK  1  oxjT  triangle  rectiligne  étant  essentielle- 
ment composé  de  trois  angles  et  de  troiscAtés,  Vart 
dévaluer  toutes,  les  parties  inconnues  dun  trian- 
gle quelconque  par  la  connoissanee  des  trois 
autres  se  nomme  trigonométrie.  Il  faut  pourtant 
-excepter  le  cas  où  les  trois  parties  connues  sont 
,  les  trois  angles;  parcequ'il  y  a  une  infinité  de 
triangles  (|ui  peuvent  avoir  leurs  angles  égaux  ^ 
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chacun  â  chacun  ;  et  qu'aînsi  la  valeur  des  artgles* 
ne  donne  point  celle  des  côtés  ^  maïs  simplement 
leurs  rapports  ,  comme  cela  suit  d'ailleurs  de  ce 
que  tous  [es  triangles  équi-angles  sont  semblables. 

502,  Outre  les  triangles  composés  par  des 
lignes  droites,  on  considère  aussi  des  triangles 
jfbrmés  par  des  arc?  de  grands  cercles  qui  ap- 
partiennent à  une  même  sphère  sur  la  surface 
ae  laquelle  ils  sont  décrits.  Ces  sortes  de  trian- 
gles sont  nommés  sphérîques  ;  Fart  d'en  dé-' 
terminer  les  différentes  parties  f  lorsque  trois 
sont  connues ,  constitue  une  autre  branche  de  la 
trigonométrie  que  Ton  a  nommée  trigonométrie 
sphérique^  dont  nous  dbnnerons  ici  un  traité 
assez  complet,  quoique  très  abrégé.  Avant  de 
j^asser  aux  autres  dénnitions,  donnons  une  idée 
de  la  liianiere  dont  on  a  pu  établir  la  théorie  de 
de  toute  espèce  de  trigonométrie,  et  réduire  la 
résolution  ae  tous  les  cas  possibles  î  des  tables 
dans  lesquelles  tous  les  tnangles  possibles  sont 
en  quelque  sotte  résolus  d'avance ,  et  la  déter- 
mination de  leurs  parties  inconnues  réduite  à 
de  simples  règles  de  trois. 

503.  Atec  trois  lignes  données,  on  rie  peut 
former  qu*un^eul  triangle  qui  se  trouve  donné 
d'espèce.  Il  y  a  donc  un  rapport  nécessaire  entre 
les  côtés  d'un  triangle  et  les  angles  qui  leur  sont 
opposés  ,  quoique  les  uns  ne  croissent  pas  darîj 
la  même  Maison  que  les  autres  ;  de  plus  il  n'y  a 
pas  de  triangle  que  Ton  ne  puisse  concevoir- 
inscrit  danis  un  cercle  dont  le  rayon  dépend  de 
la  valeur  absolue  des  trois  côtés  de  fee  même 
firiaiigle*,  et  si  l'on  imâ^e  un  aub^e  cerclé  don^ 

AaÎY 


le  rayon  soit  fixe  et  invariable ,  on  pourra  toujouni 
assigner  dans  ce  même  cercle  un  triangle  sem- 
blable à  tel  triangle  donné  que  Ton' voudra  ;  donc 
la  Y^né^^  infinie  des  triangles  quant  à  leurs 
espèces,  dépend  des  combinaisons  trois  à  trois 
de  toutes  les  cordes  possibles  d'un  seul  et  même 
cercle,  dont  le  rayon  est  pris  pour  unité;  sauf 
à  diviser  ce  même  rayon  en  looo,  ou  looco, 
ou  1  ooooo  parties  égales,  pour  calculer  toutes  les 
cordes  avec  plus  de  précision.  Enfin  parceque 
les  moitiés  sont  entre  elles  comme  les  tous ,  on 
voit  encore  que  le  travail  du  calcul  des  tables  de 
toutes  les  cordes  peut  se»réduire  à  celui  de  toutes 
les  demi-cordes  depuis  o,  etc.  degrés  jusqu'à. 
90°. 

604.  En  effet  soit  un  triangle  quelconque  BAD 
(Jig.  1 60 ,  planche  XI  )  inscrit  dans  tm  cercle  f 
et  soient  tirés  les  rayons  CA,  CB ,  CD,  ainsi  que 
les  droites  CF ,  CG  CI ,  perpendiculaires  à 
chacun  des  trois  côtés  du  même  triangle  ;  il  est 
évident  que  l'angle  BCF  ayant  son  sommet  au 
centre.,  a  pour  mesuré  l'arc  BF  moitié  de  l'arc 
soutenu  par  la  corde,  ou  le  côté  BD;  donc  ce 
même  angle  est  égal  à  l'angle  BAD  qui  a  son 
sommet  à  la  circonférence ,  et  qui  a  aussi  pour 
mesure  le  même  arc  BF.  On  voit  de  même  que 
les  angles  ACG ,  ACI  sont  respectivement  égaux 
aux  angles  ABD  et  ADB  par  les  mêmes  raisons. 
On  voil.donc  que  les  valeurs  des  demi-cordes  BL, 
AK  et  AH  sont  déterminées  par  les  valeurs 
absolues  des  angles  qui  leur  sont  opposés,  ainsi 
que  les  valeurs  des  cordes  entières  ou  côtés  BD^ 
AD  I  AB  opposés  à  ces  côtés }  si  donc  on  a  le 
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nipport  de  deux  côtés  AB ,  AD  par  le  moyen  des 
angles  D  et  B  et  qui  leur  sont  opposés ,  avec 
l'expression  de  Tun  de  ces  côtés  comme  AB  en 
mesures  connues  et  déterminées,  rien  ne» sera 
plus  facile  que  d'avoir  la  valeur  de  l'autre  côté 
AD  en  mêmes  mesures  ;  puisque  ce^  .côtés  gar* 
dent  toujours  entre  eux  le  rapport  donné  par  les 
angles  qui  leur  sont  opposés,  soit  qu'on  les 
considère  comme  côtés  du  triangle  auquel  ils 
appartiennent)  soit  qu'on  les  regarde  comme 
cordes  du  cercle  auquel  le  même  triangle  est 
supposé  inscrit. 

5o5.  Supposons,  par  exemple,  que  l'angle  ea 
D  étant  de  5^°  24'  on  ait  trouvé  par  une  table 
des  demi*cordes  que  la  ligne  AH  soit  de  79228 
parties  dont  le  rayon  AC  en  contient  100000;  et 
que  l'angle  B  étant  pareillement  connu  de  49''  ^^^^ 
on  ait  trouvé  par  la  même  table  la  valeur  de  la 
demi-corde  AKde  761 53  parties  du  même  rayon; 
il  est  évident  que  si  l'on  connoît  de  plus  la  valeur, 
de  la  ligne  ou  côté  AB  en  mesures  déterminées , 
comme  de  4782  toises;  on  n'aura  qu'à  faire  cette 
proportion  pour  déterminer  aussi  en  toises  la. 
valeur  du  côté  AD;  AH  :  AK  ou  792281  :  76155 
!  :  AB  ou  4782  :  AD  que  l'on  trouvera  de  4596* 
2^  à  très  peu  près.   On  voit  encore  qu'à  cause 

aue  les  trois  angles  d'un  triangle  valent  deux 
roits,  les  angles  B  et  D  étant  connus,  l'angle  en. 
A  l'est  aussi  nécessairement ,  et  par  conséquent, 
dans  la  table  des  demi- cordes  inscrites  au  cercle^': 
on  trouvera  le  rapport  de  la  ligne  DL  moitié  de 
BD  avec  le  rayon  CD;  donc  par  une  proportiou^ 
semblable  à  celle  que  nous  venons  de  voir»  on 


S;^  xï^tf*f /DB  GiôTkiriiit 

aura  la  valeur  du  côté  Bt)  en  toises ,  pieds ,  poncée 
comme  on  a  trouvé  celle  du  côté  AD, 

5o6.  Réciproquement  si  Yoû  connoît  en  me- 
ures données  les  côtés  AB  et  AD  au  triangle 
BAD,  avec  Tun  des  angles  oppcfeés  à  Tun  de 
ces  côtés,  coriimeTangleD,'  par  exemple,  de  5a* 
d4\  on  pourra  trouver  les  autres  angles  au  moyen' 
de  la  même  table  des  demi-cordes,  ainsi  que  le 
troisième  côté  BD  du  mê^e  triangle;  supposant 
donc  que  les  côtés  AB  et  AD  sont  réciproque- 
ment de  478a'  et  de  4596^  2^  4**  ;  a  cause 
qu'il  y  a  même  rapport  entre  ces  côtés  exprimés^ 
en  toises  et  leurs  moitiés  considérées  comme  les 
demi-cordes  des  arcs  doubles  de  la  mesure  des 
angles  opposés,  on  aura  la  proportion  4782'  : 
45^6^  a'^  4^  :  :  AH  oû  79288  :  AR,  que  Ton  trou- 
vera de  76153  parties  du  rayon,  divisé  comme 
lious  le  supposons  en   160000  parties  égales. 
Cherchant  donc  ce  quatrième   terme  dans  la 
table  des  demi-cordes ,  on  trouvera  qu'il  répond 
à  un  arc  de  49^^ '^6'  mesure  de  l'angle  ABD. 
Fangle  B  une  fois  connu ,  on  auroit  l'angle  en  A, 
en  retranchant  la  somme  des  angles  B  et  D  de 
f8o^,  et  par  une  nouvelle  proportion  semblable 
au:t   précédentes*,   on   trouveroit   en  toises  élf 
^bdivîsions  de  la  toise  la  valeur  du  côté  BD. 
B  en  seroit  de  même  pour  tout  autre  triangle 
dans  lequel  on  connfoîtroit  deux  angles  et  l'un 
des  côtés  opposés,  ou  deux  côtés  et  Fun  des 
angles  opposés, 

'  007.  On  voit  donc  qu'avant  d'aller  plus  loin 
lious  devons  nous  occuper  dès  lignes  dont  on 
Mt  usage  pour  la  résolution  des  triangles  ;  de$^ 
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principes  nécessaires  pour  h  construction  de'â 
tables  qui  les  expriment;  après  quoi  nous  passe- 
rons à  la  démonstration  des  analogies  convena- 
bles aux  différents  cas  de  la  trigonométrie ,  soif 
pour  tes  triangles  rectangles  soit  pour  les  triangles 
dbliquangles  :  enfin  nous  ferons  Tapplicâtioi)  de 
ces  règles  à  différents  exemples  et  a  différentes 
questions  qui  se  présentent  le  plus  fréquem- 
ment dans  les  opérations  trigonométriques.  Quant 
à  la  théorie  de  la  construction  des  tables  que 
nous  allons  donner,  nous  n'entrerons  point  dans 
un  trop  grand  détail  de  toutes  les  adresses  des 
géomètres  qui  les  ont  construites;  parcequ'il 
n'est  plus  question  de  reprendre  ce  travail  ;  mais 
seulement  d'en  connoître  assez  la  nature  pour 
s'en  servir  avec  connoissance  de  causé  y  et  pour 
éviter  les  erreurs  dans  lesquelles  on  pourroir 
tomber,  faute  de  connoître  les  rapports  que  ces 
lignes  ont  entre  elles  ainsi  Qu'avec  les  angle* 
qu'elles  déterminent. 


) 


f. 


1 
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CHAPITRE    il 

^Des  différentes  lignes  dont  on  fait  usage  dans  la 
trigonométrie,  et  dés  propositions  les  plus  géné\ 
raies  qui  ont  servi  à  la  construction  des  tables 
de  ces  mêmes  lignes;  applications  de  ces  mê- 
mes tables  à  la  division  des  arcs  de  cercle  en 
tant  de  parties  égales  que  Von  voudra  et  à 
la  description  des  polygones  réguliers. 

Définitions. 

• 

5o8.  I"*  OoiT  une  circonférence  de  cercle  AB  ah 
(Jîg.  i6i  pi.  11  )  et  deux  diamètres  Aa,  Bfi 
perpendiculaires  Tun  à  l'autre  ;  soit  pris  sur 
cette  même  circonférence  différents  arcs  AM, 
ABm^  ABam' ;  si  des  extrémités  de  ces  arcs  qui 
ont  tous  une  même  origine  commune  en  A,  on 
abaisse  sur  le  rayon  CA  qui  passe  cette  même 
origine  des  perpendiculaires  MP ,  mp,  mP;  ces 
lianes  seront  nommées  sinus  des  arcs  auxquels 
eDes  appartiennent. 

II.  Si  un  arc  BM  est  complément  d'un  arc 
AM  ;  et  si  Ton  abaisse  du  point  M  une  perpen- 
diculaire MQ  au  rayon  CB  qui  passe  par  Textré- 
mité  B  de  Tare  MB,  cette  ligne  sera  appellée 
cosinus  /de  l'arc  AM ,  en  mêmç  temps  qu  elle  est 
le  sinus  de  Tare  MB  auquel  elle  appartient 

m  Si  par  le  même  point  A ,  oxigme  communft 


3i  tous  ces  différents  arcs,  on  mené  une  tangente 
AD  terminée  au  rayon  CM  qui  passe  par  l'autre 
extrémité  de  Tare  AM;  cette  ligne  sera  nommée 
ia  tangente  de  Tare  AM  auquel  elle  répond  ;  et 
si 'par  le  point  B  extrémité  de  Tare  BM  complé- 
ment de  ÂM^  on  élevé  une  autre  perpendiculaire 
BF  au  rayon  CB  terminée  au  rayon  CM  prolongé 
indéfiniment  jusqu'à  ce  qu'elle  le  coupe  en  F^ 
cette  ligne  sera  nommée  co-tangente  de  l'arc  AM 
et  tangente  de  l'arc  BM  complément.du  premier.! 

IV,  La  partie  du  rayon  Cm  comprise  entre  le 
centre  et  le  point  D  où  ce  rayon  est  coupé  par  la 
tangente  AD  ou  la  co-tangente  BF  se  nomme  sé^ 
cànie  de  l'arc  AM  et  co-sécante  du  même  arc; 
ainsi  CD  est  la  sécante  de  l'arc  AM  et  CF  en  est 
la  co-sécante. 

V.  La  portion  du  rayon  comprise  entre  l'ori- 
gine d'un  arc  et  l'extrémité  du  sinus  de  cet  arc 
se  nomme  le  sinus  verse  du  même  arc;  ainsi 
AP  est  le  sinus  verse  de  l'arc  AM  et  BQ  en  est 
le  cosinus  verse;  en  tant  qu'il  est  le  sinus  verse 
de  l'arc  BM  complément  de  AM;  aP  est  aussi 
le  sinus  verse  de  l'arc  aM.  Ces  lignes  sont- les 
principales  dont  on  fait  \jsage  dans  la  trigono- 
métrie, et  celles  dont  on  a  dressé  des  tables  pour 
tous  les  arcs  depuis  0""  o'  jusqu'à  90^ 

COROLLAIRB      L 

509.  Il  suit  des  définitions  des  sinus  que  le 

sinus  d'un  arc  quelconque  est  la  moitié  de  la 

,  corde  qui  soutient  un  arc  double.  C'est  ainsi  que 

MP  sinus  de  l'arc  AM  est  moitié  de  la  corde 

Mm  qui  soutient  Tare  MAm  double  de  l'arc 
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AM  ;  il  faut  entendre  la  même  chose  des  co-sinus;» 

Corollaire     IL 

5io.  U  suit  encore  des  mêmes  définitions  que 
les  arcs  suppléments  Tun  de  l'autre  ont  le  même 
sinus  et  le  même  co-sinus  ;  car  de  l'extrémité  M 
commune  aux  deux  arcs  AM ,  aBM ,  Ton  ne  peut 
abaisser  sur  le  diamètre  Aa  que  la  seule  perpen- 
diculaire MP  à  laquelle  répond  la  seule  liene  CP 
qui  est  le  co-sinus  de  l'arc  AM  comme  oe  l'arc 
a  BM;  d'où  l'on  voit  que  si  un  angle  donné  est 
obtus ,  on  ne  trouvera  son  sîiiws  et  son  co-sinus 
dans  les  tables  qu'en  cherchant  le  sinus  et  le 
ço-sinus  de  son  supplément.  Il  en  sera  de  même 
pour  les  tangentes  et  Jçs  oo^tangentes  de  deux  arcs  ^ 
suppléments  l'un  de  l'autre  ;  ils  auront  Jes  mêmes 
Jignes  pour  tangentes,  excepté  que  celle  qui  appar- 
tient à  l'angle  moindre  que  ,90*  étant  positive  ou 
âu-de^sus  ou  diamètre,  celle  qui  appartient  à  l'an* 
gle  plus  grand  que  90°  sera  négative  ou  au-dessous 
du  même  diamètre;  pareillement  la  co-tangente 
du  premier  étant  positive  ou  d'un  côté  du  rayon 
CB,  la  co-tangente  du  second  sera  de  Taùtre  côté 
du  même  rayon. 

Pour  concevoir  les  différents  changements  qui 
arrivent  à  toutes  les  lignes  dont  nous  venons  de 

{)arler  tant  pour  leurs  valeurs  absolues  que  pour 
eurs  positions,  il  n'y  a  qu'à  imaginer  un  rayon 
ynobil^  CM  origînaire«ient  confondu  avec  le 
rayon  fixe  et  invariable  CA  qui  fait  une  révolu- 
tion entière  autour  du  centre  C  d'un  cercle 
quelconque  dont  le  rayon  est  pris  pour  unité ,  et 
figiivre  avec  attention  ce  que.devieoaent  les  sinus, 
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ço-sînus,  tangentes  et  co-tangentes  des  différents 
arcs  parcourus  par  le  poînt  M  dans  sa  révolution 
entière.  Ces  considérations  fourniront  la  table 
suivante,  dans  laquelle  nous  n'avons  rien  dit  des 
sécantes  ,ni  des  co-sécautes  des  mêmes  arcs, 
parcequ'il  sera  facile  de  connoître  leurs  différentes 
valeurs  et  positions ,  et  que  de  plus  on  fait  peu 
d'usage  de  ces  lignes  dans  la  trigonométrie;  par 
ce,  tout  angle  se  trouve  également  déterminé  par 
le  rapport  de  la  sécante  au  rayon  ou  par  celui  du 
jayon  au  co-sinus;  et  encore  par  celui  du  rayon 
au  sinus  qiii  fait  le  même  eflet  que  celui  de  1^ 
sécante  à  la  tangente.  Le  signe  oo  signifie  rinfini* 

Valeur 'des  arcs.     Sinus.     Co-sinus.    Tang.  Co-iang. 

à   o®ài8o°età36Q®          o      -h  i                o  +00 

3o«»etài5o^      .      +J      -+-7^3      zkÇ^  ±\/3 

45«etài35*      .     +y/^      «-Hn/t  +1  ±1 

6o^etài2o«       .   +iv/3    •+.!  +1/3  rb^ 

90°  et  à  290**       .    ±1             o  ±00  o 

aio°età33o*       .   — ^      ±iv/3  ±^  ±v/3 

a25°età3i5^      .   ^v/7         dts/^  ;t  i  ±^ 

a4o*'et3oo*»        .    — |  \/3      =^  ±  1/3  ztç^ 
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CHAPITRE    IIL 
De  la  construction  des  tables: 

P  R  O  B^L  ÂME.       L 

Si  1 .  ^  oNNOissANT  lô  sinus  d^urioTC  quelconquje 
AM  ;  trousser  \^  son  co-sînus;  2^  sa  tangente;  3* 
sa  co-tangente;  ^  sa  sécante  et  sa  co-sécantù 

Solution. 

Soit  Tare  AM  dont  le  sinus  MP  est  supposé 
connu ,  c'est-à-dire  exprimé  en  parties  du  rayon 
pris  pour  unité  et  divisé  en  10000000  parties 
égales;  il  est  visible  que  son  co-sinus  MQ  est 
égal  àCP  ;  ôrà  causé  du  triangle  rectangle  CPM^ 


■a         2 


on  a  CP  =  CM  —  PM;  donc  CP  ou  MQ  == 


'3 


y/  (CM— PM)  ;  ainsi  pour  avoir  le  co-sinus  d'un 
arc  dont  le  sinus  est  connu  ,  du  quarré  du  rayon 
étez  le  quarré  de  ce  même  sinus,  et  du  reste  prenez 
la  racine  quarrée,  qui  sera  le  co-sinus  cherché^ 
ou  ce  qui  renentau  même  le  sinus  de  son  complé- 
ment. 

a**  ayant  calculé  le  co-sinus  comme  on  vient 
de  le  dire;  à'*cause  des  triangles  semblables 
CPM  et  CAD,  on  aura  CP  :  PM  ::  CA  ;  AD; 
donc  en  désignant  le  sinus  d'un  arc  AM  quel- 
conque que  nous  nommerons  A  par  sin.  A  son 


to-sînus  par  cos.  A  ;  sa  tangente  par  tang.  A  ;  sa 
co-tangehte    par  eut.   A  ,   on  aura  cang.  A  =es 

"  cosA  '  •  ^^fij"^  ^  cause  des  triangles  semblables 
CBF  et  CQM ,  on  aura  pareillement  CQ  :  QM:  :• 
CB  :  BE  ,  ou  ^i/z.  A  :  cos.  A  :  :  R  :  cot.  A  ;  d'où  il 

Suit  que  cot.  A  =-~^^;  ce  qui  fait  voir  que 

la  tangente  dun  arc  quelconque ,  est  égale  aw 
produit  du  rayon  par  le  sinus  du  même  arc  divisé, 
par  le  co-sinus  ;  et  que  sa  co- tangente  est  égale  au 
produit  dumêfn^  rayon  par  le  Co-sinus  dimé  par 
de  sinus  C.q.F.T.  etD.'[ 

C  O  R  O  L  L  A  1  R  B      L 

5i  2.  Il  suit  de  là  que  les  co-tangentès  des  dif^ 
lërents  arcs  sont  ^n  raisoii  inverse  des  tangentes 
des  mêmes  arcs  ;  car  il  est  visible  que  la  frac- 
tion "^^i^\   »  quiexprimelaco-tangente,'estrin-' 

verse  de  la  fraction    ^y.  -»  qui  est  la  valeur  de' 

la  tangente.  On  trouveroit  avec  la  même  facilité) 
la  sécante  et  la  co-sécante  de  Tare  AM  ;  car  à^ 
cause  des  triangles  semblables  CPM  et  CAD  ,.on 
aura  CP  :  QA  :  :  CM  :  CD ,  ou  eos.  A  :  R.  :  ;  R  :  ^ 

séc.  A  =  -S2u  ;etCQ  ; CB:îCMs  CF  .oasini  A: 
R  :  :  R  *  co  -  séc.  A  =:     .    r.  ' 

stn.  A 
CoROLIiAIRfi       ÎL 

5i3-  On  voit  de  plus ,  que  la  valeur  d'un  angle 
se  détérmineégalement  par  le  rapport  du  co-sînus 
^^  sinus  de  cet  angle  > .  comme  par  celui  du 
rayon  à  la  tangente  ,  ou  par  celui  de  la  co-tan- 
geate  au  rayon  j  puisqup  ces  trois  rapports  sgnt 
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'égaux.  On  voit  aussi  pourquoi  on  fait  peu  d*a* 
sage  des  sécantes  et  des  co-sécantes  dans  la  tri* 
gonométrie  ^  parceque  les  angles  ou  les  arc9 
qui  en  sont  la  mesure ,  sont  également  déter- 
minés par  le  rapport  du  rayon  au  ço-sinus  ,  ou 
de  la  sécante  au  rayon  ;  ou  enfin  par  ceux  du 
rayon  au  sinus  ,  et  de  la  co-sécante  au  rayon , 
puisque  ces  rapports  sont  égaux  'deux  à  deux  , 
comme  on  Ta  dfémontré  au  problême  dernier. 

Problêi^e    il 

'5i4«  Connoissant  le  sinus  et  le  cosinus  ctun- 
"arc,  trouver  lesiaus  et  le  co-sinus  desa  moitié^ 

Solution. 

SoitÂMTarc  donné ,  dontle  sinus MP  et  le  co- 
sinus CP  sont  aussi  donnés  :  ayan(  tiré  la  corde 
AM  ;  si  on  lui  mené  la  perpendiculaire  CQM  » 
il  est  visible  que  ÀQ  et  MQ  seront  le  sinus ,  et 
CQ  le  co-sinus  de  la  moitié  de  cet  arc  Soit  encore 
menée  la  corde  BM  qui  sera  double  de  CQ ,  puis- 
que AB  est  double  ce  AC  ,  et  que  les  triangles 
ACQ,  ABM  sont  aussi  semblables.  Or  à  cause 
des  triangles  rectan^es  AMB  ,  APM  aussi  sem- 
blables ,  on  aura  AP  :  AM  :  :  AM  :  AB  ;  donc 


a 


'AM  =  APxAB  ;  dqnc  AM  =  y/ABxAP  ,  et 
I^Q  ou  jm.  i  Ae=i  y^ÂBxAP  =  v/;ACxAP.i 
Demêmeetà  causedes  triaagles  rectangles  sem- 
blables AMB  et  MPB ,  on  aura  AB  :  BM  :  :  BM  : 


BPidoncBM=:ABxBP,  et  BM=VABxBP  ; 


TIlioRiQtJE    ET    PRXTIQUI.  S8<^ 

donc    C  Q   ou  cos.iA  =  '-  y/AB  x  BP  = 

y/ jACxBP  ;  donc  le  sinus  de  la  moitié  d'un  arc 

quelconque  est  moyen  proportionel  entre  la 
moitié  du  rayon  et  la  différence  du  rayon  au  co* 
sinus  de  cet  arc  :  et  de  même  le  cosinus  de  la 
moitié  du  même  arc ,  est  aussi  moyen  proportion 
nel  entre  le  demi  rayon  et  la  somme  du  même 
rayon  et  du  cosinus  de  cet  arc* 

PEOBLâME      IIL 

5i5.  Connoissant  le  sinus  et  le  co-sinus  d'un 
arc ,  trouver  le  sinus  et  le  cosinus  de  tare  double  ^ 
ifig.  162), 

Solution. 

Soît  AN  Tare  sîmple ,  que  nous  désignons  tou- 
jours par  A  y  dont  AQ  est  le  sinus  et  CQ  le  co- 
sinus :  il  est  visible  que  toutes  choses  restantes 
comme  au  problême  précédent,  MP  et  CP  seront 
Ip  sinus  et  le  co-sinus  de  Tare  double.  Cela  posé  ^ 
les  triangles  rectangles  ACQ ,  APM  ^  ayant  un  an- 
gle commun  en  A  ^  sont  semblables  ,  et  donnent 
CA  :  CQ  :  :  AM  :  MP  ôu  R  :  cos.  A  :  :  2  sin.  A  : 
sin^  2  A  ;  donc,  pour  trouver  le  sinus  d'un  arc 
double  ,  il  faut  faire  cette  proportion  ,  le  rayon 
est  au  cosinus  ,  comme  le  double  du  sinus  est  au 
sinus  de  tare  double.  C.  Q.  F,  ^^  T.  et  D. 

Lesmêmes  triangles  donnent  encore  CA  :  AQ:  : 
AM:AP;  ouR:  jm.  A:  :  2  sin.  A  :  R — cos^^A; 

ou  1  orf  tire   cos.  2  A  = g -.    Les 

triangles  rectangles  ACQ  et  BPM  aussi  sem* 

blables  %  donnent  encore  AC  ;  CQ  :  :  BM  :  Bf ,  ou 

Bb  ij 


\ 


;  » 


v_ 
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R  :  COS.  A  :  :  2  cos.  A  :  R  H-  cos.  2  A  ;  d'oùroii 
lire  œs.  2  A  =  ^^^^    f^"^.    î  ^'^^  îl  suit  que  Ton 

cura  le  cosinus  d'un  arc  double  ,  en  retranchant 
'du  quarré  du  rayon  le  double  du  quarré  du  sinus 
de  tare  simple ,  et  divisant  le  reste  par  le  rayon  ; 
ou  en  o tant  Je  quarré  du  rayon  de  deux  fois  le 
quarré  du  co-sinus  de  F  arc  simple,  et  divisant  par 
U  même  rayon,  C.  Q  F.  2\  T.  et  D. 

PnOBLâME      IV. 

Bï6.  Connoissant  le  sinus  et  le  co  *  sinus  ds 
^deux  arcs  inégaux  quelconques  ,  trouver  les  sinus 
et  cosinus  de  leur  somme  et  de  leur  différence , 

Solution» 

Soient  AM  et  DM  ou  FM  lés  arcs  dont  les  sinus' 
et  co-sinus  sont  donnés  ,  et  dont  il  faut  trouver 
]es  sinus  et  co-sinus  de  leur  somme  ou  de  leur  dii- 
férence.  Ayant  tiré  la  corde  FD  perpendiculaire 
lau  rayon  CM ,  et  abaissé  des  points  D ,  F,  M  et 
G  ,  les  perpendiculaires  DQ ,  FP  ,  MlSTet  GI  au 
rayon  CA ,  il  est  visible  que  DQ  sera  le  sinus  de 
la  somme  ,  etFP  le  sinus  de  la  différence  des  arcs 
donnés  ;  que  CQ  et  CP  seront  le  co-sinus  de  la 
somme  et  de  la  différence  des  mêmes  arcs.  Soient 
encore  menés  par  les  points  F  et  G  les  lignes  FL 
et  GK  parallèles  au  rayon  CA.  Désignons  le  plus 
grand  arc  AM  par  A>  et  le  plus  petit  DM  ou  MF 
par  B,  liest  visibleque  DQ ,  sinus  de  la  spmme  de 
ces  arcs ,  est  égal  à  QK  ou  GIh-DK  ,  et  que  FP , 
sinus  de  la  différence  des  mêmes  arcs ,  est  égal  à 
QK  ou  GI — KL = GI—  DK  î  de  même  CQ ,  co: 
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^înusde  la  somme  des  arcs  donnés ,  est  égal  à  CI 
• — 1Q=:CI  —  GK,  et  que  CP,  co-sinusdeladifr 
férence  des  mêmes  arcs ,  est  égalàCI-f-  IP  =iCI-+- 
GK  :  il  ne  s'agit  donc  plus  que  de  trouver  les  y% 
leurs  des  lignes  GI ,  CI ,  DK  et  GR  en  fonctions 
des  sinus  et  co-sinus  des  arcs  donnés  ;  ce  qui  n'au- 
ra aucune  difficulté» 

EnefFetles  triangles  CMN  et  CGI  donnent  CM  : 
CG  i^:  MN  :  GI ,  ou  R  :  cos.  B  :  :  sin.  A  :  GI  == 
,sn, A xcos, B  ^^  etCM:CN:  :CG:  CloubienR: 

COS.  A  :  :  cos.  B  :  CI = — — ^^S2±^ .  Les  triangles 

CMN  et  DGK  sont  aussi  semblables  ,  puisqu'ils 
ont  les  côtés  perpendiculaires  les  uns  sur  Içs 
autres  ;  ces  tiiangles  donnent  CM  :  CN  :  :  DG  : 

DK  ou  R  :  cos.  A  :  :  sin.  B  :  DK=:^Î^^^^ — ^^^'»  ;  et 

CM  :  MN  :  :  DG  :  GK  ou  R  :  sin.  A  :  'Jsin.  B  : 

GK=*'"'   ^  ''"'    j  donc ,  en  ajoutant  DK  à  GI 

ou   Tôtant    de   cette   même   ligne  ,    on    aur^i 

,in.  ( A±B)=^""  ^  ^  ^^'  ^^7""  ^  ^  ^^"  ^  ;et  pareil- 

lement  ôlantGKde  CIouFajoutant  à  cette  ligne/ 

/  A      I    -n  \         cos,  A  X  COS.  B  zr:  sin.  A  X  J'/ï.B    . 

on  aura  cos.  (  A  rtB )  =— ^ i^ 

d'où  Ton  voit  que  nous  avons  la  valeur  des  sinus 
et  co-sinus  de  la  somme  et  de  la  diflférence  des 
arcs  donnés ,  sans  y  employer  d'autres  expres- 
sions que  celles  des  sinus  et  co-sinus  des  mêmes 
arcs  ,  C.  Q.  F.  T.  etD. 

Corollaire    L 

517.  Puisque  nous  avons  démontré  que  Uing.  A 

=:  "  ^^2^^  ^  »  ^  s'ensuit     que    Ton   calcnieroit 

B  b  iij 


^*i 
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•  aîsément  les  tangentes  et  co  -  tangenées  de  h 
somme  et  de  la  différence  des  mêmes  arcs  ;. 
car  on  aura  d'abord  tang.  (  A  ±  B  )  = 

j/«.  Ax  co*.  Bit  stn.  BX  cos.  A     -i^'    •         ^     i 

cos.Axcos.Bzfsin.Axmi.B'  ^ivisant  chaquc  terme 
par  COS.  A  x  cos.Bj  et  substituant  les  tangentes 
de  A  et  de  B  ,  au  lieu  des  expressions  ^^^  et 

.îîî!i|  onauraw/7^.(A±B)==e^^^^i=^il2S5«.' 

â 

CoROLLAIRB      IL 

5iS.  Si  Ton  divise  les  deux  termes  de  la  va- 
leur dé  sin.  (  A±B  )  par  cos.  A  x  cos.  B  ,  et  sî 
Ton  met  les  valeurs  qui  en  résultent  en  propor- 
tion, on  aura^/Az.(A-+-B)  isln.  (A — B)  :  :  tang.  A 
-f  tang.  B  :  tang.  A — tang.  B.  De  même  si  Ton 
<liviseles  mêmes  expressions  par  sin.  A  x  siruh^ 
et  si  l'on  met  les  valeurs  en  proportion  »  on 
aura  encore  sin.  (A-hB)  :  sin.  (A — B)  :  :  cot.  B-f* 
COL  A  :  co^  B —  cot.  A  ;  oa  trouveroit  par  une 
opération  semblable  ,  sur  Texpression  cos. 
(  A±B)  =  COS.  A  X  cos.  zp  sin.  A  x  sin.  B ,  que 
^  cos.  (A-+-B)  :  COS.  (A — B  )  :  :  cot.  A  —  tang.  B  : 
co^  Ah-  tang.  B  :  :  cot.  B  —  ,  cot.  A  :  cot.  B  -H 
cot.  A. 

Corollaire    IIL 

519.  Puisque  Ton  a  DQh-FP  =  2  GI  ,  et  que 
nous  avons  trouvé  au  dernier  théorème  GI  = 
sin.Axcos,B ^  ^^  ^^  conclura  sur  le  champ  que 

DQ  .=  ldJ.^±^  —  F  P  ,  et   que  FP  === 
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îf2L5|j±iA_pQ  .  j^  ^^^^^^  puisque  DQ  — 

FP  =  a  DK  ou  2  KL ,  et  que  nous  avons  pareille- 
ment trouvé  DK  ou  KL  —.*j2lJSJ!±^  .  on  en  con* 
dura  encore  que  DQ  ^^^^'^-^xco..  a^  pp  ^  ^^ 
que  FP  =  DQ  —  ^^^'"- ^ g  co..  a  .  ^nfinà  cause  que 

les  lignes  CQ  ,  CI,  CP  se  surpassent  de  la  même 
quantité  IQ  ou  GK  ,  on  aura  CQ  H-  CP  =  2  CI 
_  !,cos.Axcos.B  ^  ^^  mettant  pour  CI  sa  valeur 

trouvée  au  dernier  théorème  ;   donc  CQ  ==: 

^cos,  Ax  COS.  B        r^p      -   f^-0      '  aco^«  Ax  coj»B PO 

R  R  ^ 

OnaaussiCP— CQ=2lQ=2  GK=''*'''-^g''''-^  ; 
cIoncCP=  i±iA>L±^H-  CQ  ;  etCQ  =  CP. 

— ^ .  Ces  expressions  f ourmssen  t  qua- 
tre théorèmes  ,  qui  ont  servi  singulièrement  à  fa- 
ciliter le  travail  du  calcul  des  tables  des  sinus  et 
cosinus.  Pour  en  connoître  la  vérité,  il  suffira  de 
comparer  l'énoncé  de  chacun  avec  Texpressioa 
dont  il  a  été  dédiiit. 

TnisoRiME    L 

520.  Supposant  toutes  choses  comme  au  der- 
nier problème  ;  soient  trois  arcs  de  cercle  AF  ^ 
AM,  AD  en  progression  arithmétique  (fig,  i63  ). 
Si  Ton  connoîtle  sinus  et  le  co-sinus  d'un  des  arcs 
extrêmes  ,  et  de  Tare  moyen  ,  ainsi  que  le  sinus 
et  le  co  -  sinus  de  la  difFéfence  commune  ;  pour 

Bb  iv 
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ijiyoir  le  sinus  de  l'autre  extrême  ;  on  multipliera 
le  double  du  cosinus  de  la  différence  commune 
par  le  sinus  de  l'arc  moyen  ;  et  si  du  produit  (Uvisé 
par  le  rayon  ,  on  ote  le  sinus  de  l'un  des  arcs  ex- 
trêmes f  le  reste  sera  le  sinus  de  Vautre  extrêmcx 
.  Ce  théorème  suit  évidemment  de  ce  que  DQ* 

= Tv — ■ *^^  »  ^^  4^^  ™  = R — 

TnéoRiME    IL  » 

521.  Supposant  toujours  \t%  mêmes  construc- 
tions et  les  mêmes  données.  Si  on  multiptl^  le 
co-sinus  de  l'arc  moyen  ,  par  le  double  du  sinus 
de  la  différence  commune  ,  on  aura  le  sinus  du 
plus  grand ,  en  ajoutant  ce  produit  dimé  par  le 
rayon  au  sinus  du  plus  petit;  et  si  on  retranche 
Je  même  produit  toujours  divisé  par  le  rayon  du 
sinus  du  plus  grand  arc  j  on  aura  le^inus  duplus 
petit.  Ce  qui  suit  nécessairement  ^  de  ce  que  DQ 

_.^..Bxco..A^Pp^^^^^  ce<iueFP=:DQ 

A  jin.B  X  cas,  A. 


^w^"^'^"»'^-^'»??-*— *^^— »« 
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52a.  Supposant  toujours  les  mêmes  conditions 
qu'aux  théorèmes  précédents  ;  si  on  multiplie  le 
double  du  cosinus  de  F  arc  moyen  par  le  cosinus 
{fe  la  différence  commune  de  trois  arcs  AF, 
AM,  AD  supposés  en  progression  arithmétique^ 
on  aura  le  cosinus  de  lun  des  arcs  extrêmes ,  en 
retranchant  de  ce  produit  divisé^  par  le  rayon 
b  Qo-sinus  de  T autre  extrême.  Celle  vérité  n'est 


bulre  chose  que  Texpression  de  la  formule  CP. 


—  R 

3  coj.  A  X  COS.  B  ^T> 

K ^^* 

TnioRÊME    IV. 

525.  Toutes  choses  restantes  encore  commecî-i 
devant  ;  si  on  multiplie  le  double  du  sinus  d'un  arc 
moyen  par  le  sinus  de  la  différence  commune  2e 
trois  arcs  toujours  en  progression  arithmétique j  et 
si  Ton  ajoute  le  produit  divisé  par  le  rayon  au 
cosinus  du  plus  grand  des  trois  arcs  ,  on  aura  le 
cosinus  du  plus  petit  ;  et  si  F  on  retranche  ce 
même  produit  toujours  divisé  par  le  rayon  du  co^ 
sinus  du  plus  petit  arc ,  on  aura  le  cosinus  du 
plus  grand.  Ce  dernier  théorème  n'est  autre  chose 
que  la  traduction  Uttérale  des  expressions  CP  =: 

3  sin  A  X  "«•  B  r^r\        ■.  /^r\         r^T%        ^  *'"•  A  X  '»'*•  ®  i 

Premier     Scholib, 

524.  n  est  facile  de  voir  l'usage  qu^on  a  put 
faire  des  propositions  précédentes  dans  la  con- 
struction des  tables  des  sinus*  En  effet,  parle  se- 
cond problême  ,  on  peut  trouver  les  sinus  et  co- 
sinus de  tous  les  arcs  qui  décroissent  suivant  une 
Î>rogression  double  ;  par  exemple  ,  sachant  qu« 
e  sinus  de  30""  est  égal  à  la  moitié  du  rayon  ,  et 
cjue  son  co-sinus  a  pour  expression  ;v/3 ,  on  peut 
trouver  les  sinus  et  co-sinus  des  arcs  continuelle- 
ment sous-doubles  de  3o^  Le  douzième  terme  de 
cette  suite  ,  donnera  le  sinus  d'un  arc  de  0""  o^ 
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Sf  44^"  3'"^45'''".  Le  calcul  pour  y  amvern'apaf 
d'autre  difHculté  aue  la  longueur  des  opérations  : 
on  en  trouve  le  aétail  dans  la  trigonométrie  de 
M.  Camus ,  qui  a  poussé  jusqu'à  Parc  de  i"  38"' 
52"".  Nous  ne  croyons .  pas  devoir  donner  ici 
toutes  ces  opérations ,  parceque  nous  ne  traitons 
de  la  construction  des  tables  qu^autant  qu'il 
est  nécessaire  pour  en  connoître  la  nature  et  Tu- 
sage  ;  et  qu'il  seroit  inutile  dans  le  fond  de  re- 
commencer des  calculs  qui  ont  été  faits  avec  k 
plus  grande  précision  ,  et  suffisamment  vérifiés 
par  ceux  qui  se  sont  consacrés  à  ces  travaux  aussi 
utiles  qu'ils  ont  été  pénibles  et  rebutants. 

Second    Scholie. 

57.5.  Le  problème  troisième  sert  à  remonler 
des  sinus  et  co-sinus  connus  d'un  arc  quelconque , 
à  ceux  des  arcs  qui  croissent  par  rapport  à  celui-ci 
dans  une  progression  double.  Le  quatrième  pro- 
blême et  les  tnéorêmesque  nous  en  avons  déduits 
ont  singulièrement  contribué  à  faciliter  la  constnic- 
lîon  des  tables  des  sinus.  Supposons  en  effet ,  que 
l'on  soit  arrivé ,  par  quelque  méthode  que  ce  soit, 
à  déterminer  avec  la  plus  giande  précision  le 
^us  et  le  cosinus  de  l'arc  d'une  minute  ,  que 
nous  désignerons  par  un.  l'etcoj.  1'  ;  le  dernier  i 
problême  fera  connoître  le  sinus  et  le  co-sinus 
d'un  arc  de  2'  ;  ensuite  (  par  le  n^  620) ,  on  trou- 
vera que  sin.  3'=  7.C0S.  1'  x  sin.  2'  — sin.  i'  » 
ou  encore  (  par  le  n^  62 1  )  sin.  3'  =  2.  sin.  1  x 
ços.  2'  -+-sîn.  1'.  On  trouvera  de  la  même  ma- 
nière le  sinus  de  4  ,  5  ,  6  ,  7,  etc.  minutes,  puis-r 
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i^ue  ces  arcs  sont  tous  enprogressîon arithmé tique  i; 
en  faisant  usage  des  deux  premiers  théorèmes.^ 

Troisième     Scholie. 

526.  Si  Ton  suppose  le  rayon  égal  à  Tunîté  ^ 
et  Tare  moyen  de  45°;  ses  sinus  et  co-sinus  auront; 
chacun  pour  expression  ^/;  ;  donc ,  par  le  se- 
cond théorème^  si  on  multiplie  le  sînus'de  la  di& 
fërence  d'un  arc  plus  grand  que  45"*  à  45  degrés 
par  2  \/;  ou ,  ce  qui  revient  au  même ,  par  \/  a  , 
on  aura  la  différence  du  sinus  de  ce  même  arc 
à  celui  d'un  autre  arc  autant  au-dessus  de  4^^  9 
que  le  plus  grand  arc  est  au-dessus  de  ce  même 
arc  moyen.  Si ,  par  exemple  ,  la  différence  com- 
mune des  trois  arcs  en  progression  arithmétique 
est  de  10®  ,  on  aura  sin.  lo""  x  \/2=  sin.  55**« 
—  sin.  35"^  ;  et  par  conséquent ,  sin.  55^  =  sîn^ 
10**  X  v/2  -^sin.  35^  Si  la  différence  commune 
est  i5°onaura  sin.  i&''^\/i:=zsin.6d' — sin^ 
Zd"  ;  ou  sin.  60°  =  sin.  iS''  x  y/^  "H  ^^'^^  3o^, 

Si  l'arc  moyen  est  de  60"" ,  son  sinus  est  \  v/3  ,* 
et  son  co  -  sinus  =  ^  ,  et  la  formulé  DQ  = 

x^cos. — f,  FP ,  en  supposant  Tare  désigné  par, 

B  de  10*"  et  l'arc  moyen  AM  de  60"" ,  donnera  ji>z.i 
jd"  =  sin.  1  d'-^-sin.  5o°  ;  si  l'arc  B  est  de  1 5° ,  la 
même  formule  donnera  sin.  'j5''  =  sin.  iS^'-hi///.! 
45°,  et  ainsi  de  tous  les  autres.  On  voit  donc  que 
sil'ona  calculé  les  sinus  de  tous  les  arcs  au-dessous 
,de  60"^ ,  onaurales  sinus  de  tous  lesarcs  au-dessus 
de  60°  par  une  seule  addition.  On  peut  employer 


I    ^ 
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à  des  abréviations  semblables  ,  les  troisième  et 
quatrième  théorèmes.  Mais  un  desusages  les  plus 
întéressantsde  toutes  les  propositions  démontrées 
ci-dessus ,  seroit  de  donner  un  moyen  facile  de 
trouver  les  sinus  et  co- sinus  des  arcs  multiples 
d'un  arc  donné  ,  et  aussi  ceux  des  arcs  sous-mul- 
liples  >  dans  tel  rapport  que  ce  puisse  être ,  pour- 
vu qu'il  soit  exprimé  par  un  nombre  entîef . 

Pour  faciliter  encore  davantage  cette  théorie 

•Traiment  intéressante  ,  nous  allons  joindre  ici  ua 

problême  ,  qui  réduit  la  détermination  des  sinus 

€t  co-sinus  aes  arcs  multiples  à  une  loi  toujours 

constante  et  invariable. 

Problêms     V. 

'527.  Supposant  Une  suite  d'arcs  AB  /  BD  / 
!D£,  EF,  GH,  tous  égaux  entre  eux.^etaa 
'premier pris  pour  un  arc  simple  que  nous  désigne- 
rons  par  A ,  trousser  les  sinus  et  co-sinus  des  arcs 
"AB,AD,  AF,  AG ,  etc.  tous  multiples  du  pre- 
mier ,  selon  la  suite  des  nombres  naturels  1,2^ 
3^  4,  etc.  ( fig.  16^ planche  VIII ,  n-  2  ). 

Préparation  à  la  solution  duProblêpie^ 

Ayant  pris  les  arcs  Ab ,  Ad ,  Ae ,  Af ,  Ag ,  etc. 
respectivement  égaux  aux  arcs  AB  ,  AD  ,  AE, 
AF ,  AG  ,  etc.  et  tiré  les  cordes  Bb  ,  Dd  ,  Ee , 
Ff ,  Gg,  Hh,  ainsi  que  les  cordes  AD  ,  bE  ,  dF , 
eG ,  f H ,  etc.  avec  le  rayon  CB  terminé  à  l'extré- 
mité du  premier  arc  AB ,'  et  encore  les  cordesA'D, 
B'E  ,  DT  ,  E'G  ,  etc.  auxquelles  soit  abaissé  du 
centre  G  le  rayon  CY  qui  leur  soit  perpendicu- 
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laîre,  et  qui,  par  conséquent  les  coupera  toutes 
aux  points  S,  T ,  V,  X  ea  deux  parties  égales; 
enfin  par  les  b  ,  d  ,  e  ,  f ,  soient  menées  les 
droites  bj8 ,  d J^ ,  ee ,  fcp  parallèles  au  rayon  CA*' 
Cette  construction  bien  entendue  ,  il  est*  visible 
que  les  lignes  BL  ,  DI ,  EK,  FM  ,  GN  ,  HO  ,  ou 
leurs  égales  Kj8  ,  McT  ,  N«  ,  0(p,  seront  respec- 
tivement égales  aux  sinus  dès  arcs  A  ,  2 A  ,  o A  ^' 
4A  ,  etc.  Tandis  que  les  lignes  CL  ^  CI ,  CK , 
CM,  CN,  CO,  ou  leurs  égales  DS,  ET,  FV,  GX' 
sont  les  co-sinus  des  mêmes  arcs.  Cela  posé,  il  n'y  ' 
aura  plus  aucune  difficulté  à  trouver  1  expression 
de  ces  mêmes  lignes ,  comme  on  va  le  voir. 

Solution. 

Les  triangles  CLB  ,  DAI ,  Ebi3 ,  Và^ ,  Gef  ;; 
Hf<psont  tous  évidemment  semblables ,  puisqu'ils 
ont  un  angle  droit  et  un  angle  égal  ;  comparant 
leurs  côtés  homologues  ,  les  deux  premiers  don- 
nent CB  :  CL  :  :  AD  :  DI ,  ouR  :  cos^  A  :  :  2  sin.\ 
!Atsin.  2A.  Comparant  le  premief'aiî  troisième  y^ 
on  aura  CB  :  CL  :  :  Eb  :  Ejô  oii  R  :  cqs.  A  :  :  ixsbi. 
2 A  :  s^in.  3A  -4-  sin.  A.  De  même  les  triangles 
CLB  etFdJ'donnentCB  :  CL  :  :  Fd  :  F<r,  ou  R  :  cos.\ 
A  :  :  7.  sin.  3 A  :  sin.  4  A  '+-sin.  2  A.  On  trouvera 
pareillement  que  les  triangles  CBL  et  Gee  don- 
nent CB  :  CL  :  :  Ge  :  G« ,  ou  que  R  :  cos.  A  :  : 
a  sin.  4  A  :  sin.  5  A  -H  sin.  3  A  ,  et  ainsi  des 
autres  ;  ce  qui  folirnit  cette  table  pour  Texpres^ 
^on  des  sinus  des  arcs  multiples. 
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R  :  œs.  A  :  :  a  sin.     A  :  sin.  a  A  -H^i/i.  o  A.1 
R  :  COS.  A  :  :  2  ji>ï.  a  A  :  sin.  3  A  -f-  ^//i.  1  A.' 
R  :  coj.  A  :  :  a  sin.  3  A  :  sin.  4  A  -+-  sin.  2  A. 
R  :  cw.  A  :  :  2  ^z/z.  4  A  :  j/«,  5  A  -H  ùin.  3  A; 
R  :  COS.  A  :  :  a  sin.  5  A  :  sin.  6  A.-H  ^ih.  4  A« 


Four  trouver  les  co-sinus  des  mêmes  arcs  mal- 
lÉples  I  on  se  servira  des  trianales  CLB  ,  A'ID  , 
BtE  »  D'QF ,  EKG  aussi  semblables ,  à  cause 
qu'ils  ont  leurs  côtés  parallèles  chacun  à  cha- 
cun. Les  deux  premiers  donnent  CB  :  CL  :  :  A'D  : 
AI,  ouWenRtcoj.  Ai  :ado^.  A:co^.  2  A-hR= 
COS.  2  A  -H  COS.  G  A.  Comparant  de  même  CLB, 
avec  le  triangle  B'PE ,  on  aura  CB  :  CL  :  :  B'E  : 
B'P  ou  R  :  COS.  A  :  :  2  car.  2  A  :  cos.  3  A-H  coj. 
;i  A.  On  a  aussi  CL  :  CB  :  :  D'F  :  D'Q  ou  R  :  cos. 
A  :  :  2  COS.  3  A  :  cos.  4  A  H-  cos.  2  A ,  et  ainsi  des 
autres  j  ce  qui  fournit  une  nouvelle  table. 


R  :  cos.  A  :  :  2  cos.  A  :  cos.  2  A  ^*  cos.  o  A; 
.  R  :  COS.  A  :  :  2  cos.  2  A  :  cos.  3  A  -+-  cos.  i  A. 

R  :  COS.  A  :  :  2  cos.  3  A  :  cos.  4  A  -+-  cos.  2  A. 

R  :  COS.  A  :  :  2  cos.  4  A  :  cos.  5  A  -H  cos.  3  A. 

R  :  cos.  A  :  :  2  cos.  5  A  :  cos.  (S  A  -+-  cos.  4  A.  ' 

• 

On  voit  donc  que  les  différentes  expressions 
des  s^nus  et  co  sinus  des  arcs  multiples  sont  sou* 
mises  à  une  loi  qu'il  est  facile  de  saisir  ,  puisque 
chaque  terme  est  égal  à  deux  fois  le  terme  précé- 
dent multiplié  parle  rapport  du  co-sinusde  Tare 
simple  au  rayon  moins  le  terme  qui  est  de  deux 
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rangs  au  -  dessous  du  terme  dont  on  veut  avou 
Texpression ,  C.  Q.  F.  T.  et  D. 

N.  Les  géomètres  ont  nommé  suites  reeun» 
rentes ,  celles  de  la  forme  des  deux  Gue  nous  ve^ 
nous  de  donner  ^  parcequ'en  effet ,  il  Êiut  recou^ 
rîr  aux  termes  précédents  pour  déterminer  ua 
terme  quelconque* 

5a8.  Les  formules  que  nous  venons  de  dé-* 
montrer  ont  donné  lieu  à  d'autres  expression$  de^ 
sinus  et  co-sinus  des  arcs  multiples  d  un  arc  donné 
pris  pour  unité  ,  en  n'y  employant  d'autres  quan- 
tités que  les  sinus  et  co  -sinus  de  l'arc  primitif;' 
nousfes  joindrons  ici  pour  compléter  cette  théorie* 
Afin  d'abréger  et  simplifier,  autant  qu'il  est  pos^ 


sîn.      A:=is. 

sûi.  2  A  =  2  j  \/  i-^-w, 
sin.  3  A  =  5  —  4  A 

sin^  5  A:zz5s  —  ^os^+  i6s^. 

sût.  6A={6s  —  32s^  +  32s^)  X  V/  i—ss. 

^*»- 7  A  =  7  j  —  56  j  5  «j^  1 12  j  5  ~  64  ^  7, 

*m.9A  =  9j  — 120^3^432  j«-^ 576^^  +  256 5>. 
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coj.  2  A  r=:  2  ce  — -  i; 

col.  3A  =  4^*^3^* 

co^:  4A=8c*— 8c'4-i. 

COS.  5A  =  i6c*  —  2oc^  +  5c; 

coj.  6  A=:32c<^— 48c*.+  iBc^  — ï^ 

coj.  7A=64c^  —  ii2c^  +  56c^  —  7c.^ 

«;oj.  8  Azi;  128c  ®  —  256c^  +i6oc*  — 32c*+  iv 

COS.  9 A=256c'  —  5760^  +  432 c^  —  1200^  +  9 c^ 

520.  Ces  tables  peuven tsecontinuer  aussi  loin 

3ue  1  on  voudra  avec  la  plus  grande  facilité  ;  car 
suffit  de  multiplier  un  terme  quelconque  par 

|\/ 1  —  s  s  dans  la  première ,  et  par  c  dans  la  se- 
conde ;  puis  de  retrancher  du  produit  le  terme 
qui  précède  de  deux  rangs  celui  dont  il  s'agit.  En 
observant  la  loi  des  nombres  de  ces  deux  tables  9 
il  seroit  facile  de  trouver  pour  chacune  une  ou. 
plusieurs  formules  générales  ;  mais  cela  nous  me- 
neroit  trop  loin ,  etsupposetoitdesconnoîssances 
de  calcul  algébrique  que  nous  n'exigeons  point 
dans  ces  leçons  élémentaires.  Nous  observerons 
seulement  que  les  mêmes  expressions  serviront 
non  seulement  à  trouver  les  sinus  et  co-sinus  des 
"arcs  multiples  ,  mais  aussi  à  diviser  un  arc  donné* 
en  tant  de  parties  égales  que  l'on  voudra.  On  re^ 
marquera  encore  que  les  mêmes  formules  peu- 
vent servir  à  inscrire  dans  un  cercle  un  polygone 
régulier  quelconque  ;  ainsi ,  pour  trouver  le  côté 
de  l'eptagone  ,  il  n'y  a  qu'à  supppser  l'arc 
•  que  nous  nommons  7  A  égal  à  la  demi  -  circonfé- 
rence }  et  parceque  le  smus  de  iSd"  est  zéro , 

on 


ton  aura  l'équation  7  ^  —  56  ^^-+- 1  la^  *  —  64  ^^ 
t=o,  ou  64^^ —  ii^s^'+'56s^  —  75=20,  OH 
en  divisant  tout  par  s,  6^s^  —  11a  f  ♦  -H  56^* 
—  7  sas  o ,  équation  en  sixième  degré  réductlWe 
au  troisième  ,  et  qm  fait  conaoitre  la  nature  du. 
problème ,  d'oùdépend  la  construction  géométri* 
quede  l'eptagone;  onlrouverort  que  le  problême 
est  du  même  degré  pour  le  co-sinus.  Comme  ces 
sortes  de  questions  demandent  desconnoîssanceB 
sur  la  résolution  des  équations  des  différents  de* 
grés ,  nous  n'y  insisterons  pas  davantage.  Ceux 
qui  seroient  curieux  de  prendre  des  connoissaa- 
ces  plus  étendues  sur  la  construction  des  tables 
et  sur  la  théorie  dessectionsangulaires  ,  pourront 
recourir  aux  ouvrages  de  J^iete^  aux  Sections  co 
niques  du  marquis  de  V Hôpital,  aux  ouvrages  de 
Mm.  Bernouilli ,  Ealer  et  Simpson  ;  et  même 
aux  Principes  d'astronomie  sphérique  que  j'ai 
publiés  il  y  a  plusieurs  années.  Passons  à  ce  qui 
constitue  la  trigonométrie  proprement  dite.  . 
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CHAPITRE   IV. 

'De  la  résolution  des  triangles  par  les  Tables  des 

Sinus  et  Tangentes. 

53o.  JLiES  Géomètres  ont  encore  cherché  i  sîra- 
pliHer  les  calculs  de  la  trigonométrie ,  en  joignant 
aux  tables  des  sinus  et  des  tangentes  les  logarith- 
mes des  nombres  qui  expriment  les  rapports  de 
ces  mêmes  lignes  au  rayoïï  ;  et  parce  moyen  toutes 
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les  opérations  de  trigonométrie  se  réduisent  près* 
que  toujours  à  une  addition  et  une  soustractions 
Les  logarithmes  des  sinus ,  co-sinus ,  tangentes  et 
co-tangentes  ont  été  nommés  «^mii^  artificiels  ou 
tangen  tes  artificielles  ;  pour  les  distinguer  des  sinus 
et  tangentes  véritables  qui  appartiennent  à  dia- 
que  arc  depuis  o  de  degrés  jusqu'à  90^  On  a 
même  poussé  l'attention  jusqu'à  cnanger  la  sous- 
traction en  une  addition  qui  fît  trouver  le  même 
résultat ,  et  cela  par  le  moyen  de  certains  nom- 
bres que  l'on  appelle  compléments  arithmétiéfifes 
des  logarithmes  qui  doivent  être  soustraits.  Avant 
de  passer  à  la  résolution  des  triangles  »  soit  rec- 
tangles ,  soit  obliquangles  ;  il  est  à  propos  de  fixer 
ici  comment  ces  nombres  se  forment ,  et  peuvent 
se  prendre  à  vue  dans  les  tables  à  la  place  de  c^us 
qu  il  faudroit  soustraire. 

DEFINITIONS. 

53 1.  J'appelle  complément  arithmétique  d*uxï 
nombre ,  celui  dont  tous  les  chiffres  joints  avec 
ceux  du  nombre  proposé  font  des  9  ,  excepté  le 
dernier  qui  doit  faire  10  avec  le  dernier  chiUredu 
nombre  donné.  Par  exemple ,  si  le  nombre  donné 
est  78064  ,  son  complément  arithmétique  sera 
26936.  Pour  mieux  concevoir  la  nature  et  l'usage 
du  complément  arithmétique  ,  soit  le  nombre 
7843àôter  du  nombre9564;  je  remarque  que  si 
j'ôtois  ce  même  nombre  de  10000 ,  et  qu'ensuitd 
j'ajoutasse  le  reste  avec  le  nombre 9504,  cese- 
roit  comme  si  Je  I  avoîs  retranché  de  19564.  Donc 
pour  avoir  ce  qui  doit  rester  en  le  retranchant  de 
9564  seulement,  il  faut  retiancherFunité  qui  est 


Htï  râîîgdes  dixaines  de  mille.  Il  en  seroit  de  mêma 
de  tout  autre  nombre  ;  mais  pour  retrancher  la 
nombre  7843  de  10000  »  il  est  visible  qu'il  n'y  a 
^u'à  prendre  tous  les  chifFres  qui ,  joints  avec 
Ceux  du  nombre  à  soustraire ,  fotitdesp  ,  excepta 
le  dernier  qui  doit  faire  lo.  On  voit  donc  corn* 
ment ,  au  moyen  du  complément  arithmétique ,  la' 
soustraction  se  change  en  une  addition  ;  et  pour, 
ouelle  raison  on  doit  retrancher  de  la  somme  la 
clîxaine  qui  vient  pour  le  chiffre  du  rang  le  plus 
élevé.  Dans  notre  exemple  j'ajoute  ^lÔj  avec 
o564  ,  et  j'ai  pour  somme  11721  ,  d'où  ôtant 
rnnîté  du  plus  haut  rang  ,  il  vient  1721  pour  la 
différence  des  deux  nombres  9564  et  784a  •  1:* 
même  qu'on  eût  trouvée  en  ôtant  le  plus  petit  du 
plus  grand  ,  comme  à  l'ordinaire. 

On  voit  de  plus ,  comment  on  doit  s'y  prendre 
lorsqu'il  y  a  plusieurs  compléments  arithmétiques  j' 
car  dans  ce  cas  ,  il  faut  soustraire  autant  d'u-> 
lûtes  au  chifire  du  rang  le  plus  élevé  ,  qu'on 
auroit  eu  de  soustractions  à  làire  ;  ou  »  ce  qui  re-» 
vient  au  même ,  qu'on  a  ajouté  ensemble  de  com* 
pléments  arithmétiques.  Ceci  supposé  ,  passons 
aux  théorèmes  qui  renferment  les  principes  delà 
résolution  des  tnangles  quelconques  t  soit  rectaux 
files  /  soit  obliquangles» 
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Teboeâmb    L 

532.  Dans  un  triangle  quelconque  BAD,  les 
cotés  sont  entre  eux  comme  les  sinus  des  angles 
ijui  leur  sont  opposés. 

D^MONSJRATIOK. 

Soît  circonscrit  un  cercle  au  triangle  BAD  ^ 
(Jig*  1 60 ),  et  du  centre  C  soient  abaissées  les  per- 

Sendiculàires  CF  ^  CG ,  CI  à  chacun  des  trois  côtés 
u  même  triangle  ;  soient  cle  plus  tirés  les  rayons 
CÀ ,  CB ,  CD  ;  il  est  visible ,  comme  nous  Tavons 
déjà  observé  ,  *  que  les  angles  au  centre  ACG , 
AGI  5  BCF  ,  sont  respectivement  égaux  aux  an- 
gles ABD  ,  ADB  et  BAD  du  triangle  ;  il  n'est  pas 
moins  visible  que  les  lignes  AK  ^  AH  et  BL  sont 
les  sinus  des  mêmes  angles ,  par  la  définition  des 
sinus  (  n^  5o8  ).  Enfin  ,  ces  sinus  sont  aussi  moi- 
tié des  côtés  AD  ,  AB  et  BD  opposés  aux  mêmes 
angles  ;.donc,  puisaue  les  moitiés  sont  entre  elles 
comme  les  tous  ;  il  y  aura  même  rapport  entre 
les  côtés  du  triangle ,  qu^ entre  les  sinus  des  an*^ 
gles  opposés  C.  Q.  F*  !)• 

COROLLAIAJE. 

533.  Donc  sHl  y  a  un  angle  droit  dans  unf 
triangle  quelconque  ,  le  sinus  de  cet  angle  sera 
égalau  rayon  ou  sinus  total;  puisque ,  dans  cette 
supposition ,  Tangle  droit  ayant  son  sommet  dans 
la  circonférence  ,  et  le  côté  opposé  étant  égalau 
diamètre  ^  sa  moitié  sera  égale  au  rayon  y  quo 
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nous  avons  démontré  être  le  sinus  de  90° ,  ou  le 
plus  grand  de  tous  les  sinus. 

De  la  résolution  des  Triangles  rectangles. 

Dansïa  plupart  des  traités  de  trigonométrie ,  oh 
trouve  des  taoles  particulières  pour  la  résolution 
de  touslescasdes  triangles rectilignes  rectangles; 
mais  il  est  aisé  de  voir  que  ces  cas  doivent  être 
éssentiéllemeilt  renfermés  dans  la  résolution  de 
tous  ceux  des  triangles  obliquangles  ;  c'est  pour- 
quoi on  pourroit  supprimer  cette  partie  de  la  tri- 
gonométrie ,  et  déduire  les  solutions  propres  aux 
triangles  rectangles  de  celles  des  triangles  recti- 
lignes Quelconques.  Sans  nous  astreindre  à  cette 
xnéthoae  ,  nous  traiterons  d'abord  de  la  résolu- 
tion des  triangles  rectangles  ;  ensuite  nous  expo- 
serons les  analogies  qui  peuvent  servir  à  les  ré-  ^ 
soudre  plus  facilement  et  plus  directement. 

534.  Soit  donc  un  triangle  rectangle  BAC , 
(^fig*  1^4)  »  d^ins  lequel  on  connoît  toujours  es- 
sentiellement l'angle  droit  de  90**  \  et  dans  lequel 
chacun  des  angles  aigus  surThypoténuse,  est  né- 
cessairement complément  de  l'autre.  Cela  posé , 
il  est  visible  que  l'on  ne  peut  faire  d'autres  combi- 
naisons''que  les  suivantes  pour  les  données  de  ce 
triangle;  savoir  »  1^  ou  bien  un  angle  quelconque 
4ur  V hypoténuse  m^ec  r hypoténuse,  2^  l'hy* 
poténuse  et  un  côté,  3^  ou  bien  un  angle  aigu 
quelconque  avec  un  des  côtés  de  F  angle  droit ,  ou 
enfin ,  4''.  les  deux  cotés  de  l'angle  droit.  De  plus , 
il  est  encore  visible  que  Ton  peut  prendre  pour 
rayon,  i^  F  hypoténuse  ^  t,"".  Tua  ou  l'autre  des 
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côtés  de  T angle  droit  ;  dans  le  premier  cas  ;  cha- 
que côté  est  le  sinus  de  l'angle  qui  lui  est  opposé. 
Ainsi ,  prenant  BC  pour  rayon ,  et  le  point  B  pour 
centre ,  AC  sera  le  sinus  ae  Tare  Cr  terminé  au 
côté  AB  prolongé  autant  qu'il  est  nécessaire  ,  ou 
de  Tangle  ABC  ;  et  dans  la  même  supposition,  le 
côté  AB  sera  le  sinus  de  Tangle  ACJ3  mesuré  par 
Tare  BG ,  terminé  au  côté  CA ,  en  prenant  lepoinl 
*C  pour  centre. 

Dans  le  second  cas ,  c'est-à-dire  lorsque  Von 
prend  un  côté  quelconque  pour  rayon,  Tautre 
côté  devient  la  tangente  de  Tangle  compris  entre 
le  côté  que  l'on  prend  pour  rayon  et  Thypoté- 
xiuse.  Ainsi  AB  étant  pris  pour  rayon  ,  AC  sera 
taneente  de  l'arc  AD  qui  mesure  l'angle  ABC;  et 
si  c  est  la  ligne  AC  que  l'on  prend  pour  rayon , 
la  ligne  AB  sera  la  tangente  de  l'arc  AE  décrit  du 
pointe  comme  centre ,  ou  de  Tangle  ACB  mesuré 
par  cet  arc. 

Corollaire. 

535.  Donc  la  résolution  de  tous  les  cas  des 
triangles  rectUignes  rectangles ,  se  réduira  aux 
analogies  suivantes. 

Première  analogie  >  pour  le  cas  où  Ton  connoît 
outre  l'angle  droit,  l'hypoténuse  et  un  des  an- 
gles ;  ou  bien  l'hypoténuse  et  un  côté. 

Le  sinus  total ,  est  à  F  hypoténuse  ;  comme  le 
sinus  de  l'angle  donné  est  au  côté  opposé  ^  o\â 
comme  le  co- sinus  de  F  angle  donné  est  au  coté 
adjacent  à  F  angle  donné. 

La  même  analogie  servira ,  si  Ton  connoît  Fhy- 
poténvise  et  un  des  côtés  de  rangte  droit  \  lors; 
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i^u'on  voudra  trouver  l'angle  opposé  à  ce  côté , 
en  faisant  cette  proportion  qui  n'est  que  Tinverse 
de  la  première  :  V hypoténuse  est  au  sinus  total , 
comme, le  côté  donné  est  au  sinus  de  F  angle  op-- 
posé  à  ce  cdtéj  ou  au  co-sinus  de  F  angle  compris 
entre  F  hypoténuse  et  le  côté  donné. 

Seconae  analogie ,  pour  le  cas  où  Ton  connoît 
un  côté  quelconque  avec  l'angle  adjacent,  ou 
l'angle  opposé  qui  en  est  toujours  le  compIémenLr 
Le  rayon  est  à  la  tangente  ou  à  la  co- tangente  de 
T angle  donnée  comme  le  côté  donné  est  à  Vautre 
càté. 

536.  La  même  analogie  sert  aussi  pour  le  cas 
où  l'on  connoît  les  deux  côtés  de  l'angle  droit 
avec  Tangle  droit  ;  en  la  prenant  inverse  de  la 
précédente.  C'est-à-dire  F  un  des  côtés  donnés  , 
est  à  F  autre  aussi  donné  ,  comme  le  rayon  est  à 
la  tangente  de  F  angle  adjacent  au  côté  pris  pour 
rayon  ,  ou  à  la  co-tangente  de  F  angle  adjacent 
au  côté  que  F  on  prend  pour  tangente.  Ces  deux 
analogies  renferment  donc  la  résolution  complette 
de  tous  les  cas  des  triangles  rectilignes  rectangles». 
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'JEocempleiS  de  la  résolution  des  Triangle^ 

rectangles. 

PltOBLÂMS      L' 

537.  Connoissant  Thypoténuse  BC  de  480^  ,- 
'(  fig.  164)»  cLvec  r angle  Bde  38"*  47';  trouver cka^ 
can  des  deux  cotés  AB  et  AC. 

Solution. 

UangleB  étant  de  38''  47',  Tangle  C  qui  en  est 
le  complément,  sera  de  5i°  i3';  celaposé^onfera 
Tanalogie  suivante. 

Le  sinus  total  est  au  sinus  de  Sangle  B  ou  de 
'V  angle  C  ,  comme  F  hypoténuse  est  au  coté  AC 
au  au  côté  AB  ;  ou  bien  ,  R  :  sin.  B  :  sin.  C  :  ; 
BC  :  AC  :  AB. 

Opération  par  Logarithmes. 

m 

9,796©^ sa  lôff,  si».  38?*.  47'.         ç.ffçi  737  ss  loff,  mM,  5o*  iZt 
A,6d  1  a4 1=  ^g'   A  ^^'  \ay68 1 34 1  =  log.  480. 

91,478077=: /o^.  ÂCs=: 3oo^,  661  2,57305^  =  /o^.  AB  =  374# ,  16& 

l^*.  B.  Lorsque  Ton  t  trouvé ,  comme  on  vient  de  faire ,  le  loga- 
yîtlime  <l*un  nombre  de  toises  ou  de  mesures  quelconques  d'un  coté 
incoanu  ;  pour  trouver  ce  nombre  a^ec  le  plus  de  précision  qu*il 
est  possible  ,  il  est  bon  de  chercher  par  une  caraciéristâque  plùsibrte 
d*unB  ou  de  deux  unités  ,  et  alors  on  détermine  le  nombre  quoTM» 
cherche  à  ua  dixième  ou  un  centième  d*unité  prés. 
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538.  Connaissant  Vhypoténuse  BC  de  j5s 
pieds  ,  avec  le  côté  AB  de  645  pieds  ;  trouver 
i\  l'angle  C,  2^  t angle  B,  3^  k  troisième  coté.^ 

Solution. 

On  fera  celte  proportion  ,  F  hypoténuse  BO 
est  au  côté  AB ,  comme  le  rayon  est  du  sinus  dék 
V  angle  C ,  ou  au  co-sinus  de  F  angle  B  ;  ou  BC  : 
AB  :  :  R:  sin.  C,  ou  cos.  B;  et  ensaite  on  trou- 
vera le  côté  AC  comme  au  problême  précédenU 

Opération  par  Logarithmes., 

2,8095^0  =  Zog;  6^5  pieds. 

7, 124939  ==co/yL  arit.  log.  fSo pieds* 

9,934499  ==  tog.  sin.  G  ou  COS.  B  log.  sin.  de 

5^^  ^9''  o\xhg.  cousin.  3b'' 4 1' 

Donc  1^  langle  C  est  de  5o°  ^9' ,  et  Fangle 
B  est  de  30""  41'.  Pour  avoir  le  côté  AC ,  on  fera 
R  :  Sin.  3o''4 1'  :  :  BC  :  AC ,  ou  pat*  logaritb«aes , 

9,707819  =  log.  sin.  3o®  4^'- 

2  ^87506 1  =  log  BC  ou  de  75o  pieds. 

a,5&2b8o  3=  foj;  AG  «  382,71-9  pieds, 

PaOBLiMB      III. 

539.  Connaissant  un  angle  et  lé  côté ad/acent 
ou  opposé ,  par  exemple  F  angle  B  de  39""  Sa' ,  et 
ife  cdré  AB  de  584  parties  ;  trouver  i"*.  Fautre 
côté ,  2^  r  hypoténuse. 


1. 
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Solution, 

,  Puisque  les  angles  aigus  d*un  triangle  rectangle 
sont  compléments  Fun  de  l'autre^  Tangle  B  étant 
àe  39''  52',  l'angle  C  sera  de  5o°  8'  ;  on  fera  donc 
cette  analogie  ,  le  sinus  de  5o°  8'  est  à  celui  de 
39°  Sa',  comme  le  coté  AB  est  au  côté  AC.  En* 
suite  le  sinus  de  l'angle  C  est  au  cdtéAB  ,  comme 
le  rayon  est  à  V hypoténuse  BC. 

.Opération  par  Logarithmes. 

|^^  2,7664 1 3  =  log.  584  pieds. 
9,806860  =  log.  sin.  ?>(f  52^ 
0,1 14900  =::com/7.  arit.  leg.  sin.  de  5o^  8'-! 

2,688173  =  /oo^,  AC  =  487,723  p/W^. 

a^  2,766413  =  /og-.  584. 

o,  1 14900  =  corn.  arit.  du  log.  sin.  de  5d^%\\ 

2,88i3i3  =  log.  BC  ,  =  760,873. 

On^auroit  pu  résoudre  le  même  problême  en 

} prenant  la  ligne  donnée  AB  pour  rayon,  et  alors 
e  côté  AC  eût  été  ia  tangente  de  l-angle  donné , 
et  la  proportion  seroit  devenue  celle-ci  : 

R  \,lang.  39°  52'  :  ;  AB  :  AC  ,  et  par  logar 
ritbmes , 

2,766413  =:::/og'.  584' 

p^92i76o  =  /p^.  tang.  6<f  52^ 

2,-688173  =  log.  AC=  log.  de  487,722  pieds. 


pROBLêME      IV. 

540.  Connoissant  les  deux  côtés  de  l'angle 
^droit,  Fun  AB  de  SpS'  et  Vautre  AC  de  'j6()  ; 
irous/er  i°.  les  angles  aigus  en  B  et  en  C^  a% 
l'hypoténuse. 

Solution. 

En  prenant  Fun  des  côtés  donnés  pour  rayon  , 
Tautre  côté  donné  sera  la  tangente  de  Tangle  op- 
posé ,  ou  la  co- tangente  de  l'angle  opposé  au 
côté  qui  est  pris  pour  rayon.  On  aura  donc  cette 
proportion  895  :  769  :  :  R  :  tang.  B  ou  cot.  Cj 
et  par  logarithmes. 

2,885926  =  log.  769. 

7,048177  =  comp.  arit.  log.  de  895. 

9,934103  =  log.  tang.  B  =  40°  40'  1 1^'. 

Pour  avoir  ensuite  l'hypoténuse  ,  on  fera  cette 
flinalogie  qui  est  celle  du  premier  problème  ,  le 
sinus  de  40"  40'  11"  :  AC  (  896  )  ;  :  R  :  BC  ,  et 
par  logarithmes*, 

2,885926  =  Zog^.  7^9-' 

o,  185954  =  corn,  an  t.  log.  sin.  40°  40'  1 1".; 

3,071880  =;/o^.  BCpu  log.  de  ii8o'. 

» 

S  C  H  O  L  I  £• 

^  541.  (Jig.  1 65  )•  On  peut  trouver  dans  la  pra- 
tique nombre  de  cas  où  la  résolution  des*  triangles 
rectangles  sert  à  déterminer  ce  que  Toncherche.! 
Si,  par  exemple ,  Uligne  AB  exprime  la  distance 
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horizontale  d'un  point  A  au  pied  d'une  tour  dont 
on  veut  mesurer  la  hauteur  ^  par  le  moyen  de 
l'angle  B  observé  avec  un  Instrument  propre  à  cet 
«sage  ;  il  est  visible  que  celte  hauteur  sera  déter- 
minée par  le  problême  troisième.  Ce  même  pro- 
felême  sc^viroit  encore  à  mesurer  la  largeur  d'ime 
rivière,  en  supposant  que  la  ligne  AC  soit  per- 
pendiculaire à  la  direction  de  la  rivière,  et  termi- 
née à  un  objet  G  qui  est  sur  le  bord  Opposé  à  la  rive 
qui  est  du  côté  du  point  A  ;  et  qu  ayant  mesuré 
la  ligne  AB  perpendiculaire  à  AC ,  on  ait  aussi 
observé  du  point  B  Tangle  que  fait  le  rayon  AB 
avec  BC.  On  se  sert  encore  très  souvent  des 
triangles  rectangles  pour  mesurer  les  hauteurs  du 
soleil  sur  l'horizon ,  parla  longueur  d'un  style  ou 
gnomon  AC  élevé  perpendiculairement  à  l'hori- 
zon ,  et  par  celle  de  son  ombre  mesurée  sur  la 
même  échelle  de  parties  égales.  Nous  ne  pou- 
vons faire  ici  le  détail  de  toutes  les  questions  où 
Fon  peut  appliquer  la  résolution  des  tî*iangles  rec- 
tangles ;  c'est  à  celui  qui  prati<fue  d'examiner  les 
cas  où  chaque  problême  peut  être  employé  plus 
heureusement.  Passons  à  la  résolution  des  trian- 
gles obliquangles. 

^  De  la  résolution  des  Trianghs  obliquangles. 

542.  Tous  les  cas  des  triangles  obliquangles 
se  réduisent  aux  quatre  suivants,  l^  Deux  côtés 
connus ,  et  tua  des  angles  opposés;  2°.  deux  an- 
gles ai^ec-  l'un  des  cotés  opposés  à  ces  angles  ;  3^ 
deux  cotés  connus  avec  l'angle  compris  ;  4"^.  les 
trois  côtés  donnés.  Les  deux  premiers  cas  se  ré- 


J 
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Suivent  parle  théorème  général  des  cô tés  propox-i 
lîonnels  aux  sinus  des  angles  opposés ,  (  n°.  5oa  ).i 
Voyons  d'abord  des  exemples  de  ces  deux-cî  ,■ 
ensuite  nous  passerons  à  la  résolution  des  deux 
derniers ,  et  aux  applications  qu  ils  peuvent  avoir* 

Problème    I. 

543.  Connoissant  le  côté  AB  (fig!  166)  duri 
triangle  ACB  de  285o' ,  a^ec  les  deux  angles  en 
A  etenBj  Tun  de  38"*  iV  F  autre  de  49°  Sa'  ;^ 
trouver  le^s  côtés  BC  et  AC  opposé^  à  ces  angles.], 

S  O  L  U  T  I  O,  N. 

Puisque  les 'trois  angles  d'un  triangle  quelcon- 
que ne  valent  que  deux  droits  ;  il  est  évîaent  que 
la  connoissance  des  deux  angles  en  A  et  en  B  ,  ■ 
donne  essentiellement  la  valeur  de  langle  C  op- 
posé au  côté  connu  AB  ;  ainsi  ce  cas  est  précisé-; 
ment  celui  où  Ton  connoît  deux  angles  avec  l'un 
des  côtés  opposés  à  ces  angles.  On  fera  doncies 
proportions  suivantes  pour  déterminer  chaque 
côté^  $in.  C  :  AB  :  :  sin.  A  :  BC^  et  sin.  C  :  AB  :  : 
sin.  B  :  AC.  A  cause  que  l'angle  C  est  dans  les 
suppositions  actuelles  de  ^i""  44  ^  ^  ^^  f^ut  cher- 
cher le  sinus  par  celui  de  son  çupplément  /  qui 
est  88^  16'  ;  sin.  91°  44'  :  2860  :  :  sin.  38"  24'  : 
BC  ,  %tsin.  91°  44'  :  285o  :  :  sin.  49°  62'  ;  AC.j 

Opération  par  Logarithmes. 

3,455845^/0^.2860       *        3,454846 

9»793i95=/o^.  «71. 355*  24'  9,883404  =:fo^.  liîi.  49*5a'w 

•,oooi99=s:C  onV.  hg.  sin,  88*  16'  0,000199 

a,348239s=fo^.BG  s:  1771,1*        3,33844»  =cA>f.AGssai79,96lt< 


\ 
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S  C  H  O  L  I  £•' 

Ce  prbolême  sert  à  fixer  la  position  des  prîn* 
*cîpaux  objets  d'une  grande  carte  ,  par  le  moyen 
d'une  base  AB  mesurée  avec  le  plus  de  précision 
qu'il  est  possible  ,  et  des  angles  observés  en  A  et 
enB ,  formés  avec  cette  même  base  par  des  rayons 
,  visuels  dirigés  de  ses  extrémités  au  point  C,  dont 
on  veut  avoir  la  position.  Il  fdut  avoir  attention,^ 
en  mesurant  les  angles  surlabase  AB ,  de  ne  pren- 
dre que  ceux  qui  ne  sont  pas  trop  obtus  ni  trop 
aigus  ;  parceque  les  lignes  se  coupent  alors  trop 
obliquement,  et  ne  peuvent  donner  avec  assez  de 
précision  la  position  exacte  du  point  que  l'on  veut 
£xer  sur  la  carte. 

PaOBLâMI.      IL 

544^  Connoissant  deux  côtés  AC  (  fig.  166  ) 
et  BCdun  triangle  BAC  wec  F  un  des  angles  A 
opposés  à  ces  côtés  ;  sachant  de  plus  de  quelle  es^ 
pece  est  l'angle  opposé  à  l'autre  càté,  c'est-à-dire 
s'il  est  obtus  ou  aigu  ;  trower  toutes  les  autres, 
parties  du  triangle» 

Solution. 

On  voit  aisément  pourquoi  nous  supposons  que 
Ton  sait  de  quelle  espèce  est  l'angle  mconiîu  B  ^ 
opposé  au  côté  connu  AC.  Car  si  l'on  décrit  du 
sommet  C  cpmme  centre  ,  un  arc  de  cercle  qui 
coupe  le  côté  AB  en  B' ,  on  fera  un  autre  triangle 
ACd'  qui  auroit  précisément  les  mêmes  données 
ig[ue  le  triangle  ACB  \  savoir^  les  côtés  AC  et  CB'  ^ 
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ëgaux  aux  côtés  AC  et  CB  du  dernier  ;  et  l'angle 
A  supposé  connu ,  est  également  opposé  à  uncôtê 
connu  dans  chaque  triangle.  Le  problême  seroif: 
tlonc  susceptible  de  deux  solutions ,  si  Ton  nV 


que  I  on  a  raites  sur  le  terrain ,  ront  touji 
jioitre  quelle  est  la  condition  quia  lieu.  Soit  donc 
Tangle  en  A  observé  de  38**  46',  le  côté  AC  dd 
12640^ ,  et  le  côté  CB  opposé  à  l'angle  donné  de 
a48^'*  sachant  de  plus  que  Fangle  B  doit  être 
aigu  ,  on  déterminera  cet  angle  B  par  Fanalogie 
suivante  CB  :  sin.  38"*  45'  :  :  AC  :  dru  B ,  etpai; 
logarithmes , 

3,4^1^04 
9,796521 

0,004499 
9,822624 

Donc  l'angle  C  serade  99°  35'  27" ,  ce  aue  l'onl 
trouve  en  retranchant  la  somme  des  angles  B  et 
C  de  i8o^  Avec  cet  angle  on  calculera  le  côté 
AB  par  l'analogie  commune  comme  il  suit  : 

Sin.  38^  45^  :  BC  :  :  sin.  99°  35'  27"  :  AB  ,  el; 
par  logarithmes , 


log.  2640  ou /og:  AC. 

log.  sin.  38**  45'. 

com.  arit.  log.  2486  ou  CB»' 

log.  j//2.B  =  41^39' 33". 


3,395501 
^,993887 
o,2o3479 


log.  BC. 

log.  sin.  99*"  35'  27". 

com.  arit.  sin.  38°  45^" 


3,592867  = /o^.  de  3916,21*=  AB.J 


^1<?  LEÇONS    DE    GEOMiSt&II 

V 

Problème.     III. 

545.  Connoissant  dans  un  triangle  quelconque 
'BAC{  fig.  i6j),  deux  côtés  AB  et  AC  ^  etFangle 
compris  ;  trousser  i^.  chacun  des  deux  autres  en-, 
gles  ,  2°.  le  troisième  côté. 

Premiers  Solution* 

Comme  je  ne  connoîs  dans  les  données  du  pro- 
^  blême  aucun  côté  qui  solt  opposé  à  un  an^Ie 
donné  ,  il  est  visible  que  je  ne  puis  arriver  à  dé- 
couvrir les  angles  sur  le  côté  inconnu  BC  par 
Panalogîe  ordinaire  ,  ou  par  la  proportion  entre 
les  côtés  et  les  sinus  des  angles  opposés.  Je  cher- 
cherai donc  à  former  quelque  triangle  où  je  puisse 
£iire  usage  de  cette  analogie  ,  et  dont  la  connois* 
cance  de  s^  parties  me  conduise  à  celle  des  par- 
lies  du  triangle  proposé.  Pour  cet  effet,  j^abaisse 
la  perpendiculaire  CD  d'un  angle  inconnu  quel- 
conque C  sur  le  côté  AB  ;  et  je  vois  sur  le  champ 
qu'au  triangle  ADC  je  connois  trois  ciioscs  ;  sa* 
voir  ,  1^  Fangle  droit  D  que  je  viens  de  former 
par  la  perpendiculaire  ,  2°.  le  côté  AC  qui  est 
connu  ,  comme  on  le  suppose  ,  3°.  Tangle  en  A 
qui  est  pareillement  supposé  donné.  J'aurai  donc 
la  valeur  de  Tangle  ACD ,  complément  de  Tangle 
A ,  et  par  conséquent  je  trouverai  le  segment  4D 
par  cette  proportion  ;  le  sinus  total  est  à  [un  des 
côtés  donnés  AC  ,  comme  le  co-sinus  de  t angle 
donné  est  au  segment  PiD.  Si  je  retranche  ce  seg- 
ment AD  du  côté  AB  qui  est  pareillement  connu, 
j'auiai  Tautre  segment  BD.  Je  remarque  encore 

que 
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^ue  si  jejbrends  la  ligne  CD  pour  rayon ,  les  lignes 
AD  etBE)  seront  les  tangentes  des  angles,  ACL)  et 
BCD  ;  onauradonccetle nouvelle  proportion  AD  ; 
BD  :  :  tang.  ACD  :  tang.  DCB  ;  tnais  on  connoît 
déjaranglé  ACDpartie  deFangle  ACB  ;  on  connot- 
(ra  donc  Tangle  DCB ,  et  par  conséquent  Tangle 
total  ACB;  d  où  Ton  conclura  la  valeur  du  troi- 
sième angle  B ,  et  par  l'analo^e  ordinaire ,  le  troi- 
sième côté.  C.  Q.  F.  T.  et  D. 

Lemme  par  la  solution  suivante. 

B^6.  Si  Voh  connoU  la  somme  et  la  différence 
de  deux  quantités  quelconques  ;  je  dis  que  la  plus 
grande  vaut  la  moitié  de  la  somme  plus  la  moitié 
de  la  différence.  ;  et  la  plus  petite  vaut  la  moitié 
de  la  somme  moins  la  moitié  de  leur  différence., 

DiMOKSTRATIOK. 

» 

Soient  A  et  B  les  deux  quantités  dont  S  soit  k 
somme ,  et  D  la  différence.  Il  est  ^âsible  que  j'au^ 
rai  ,1a  plus  grande  ,  en  ôtant  la  plus  petite  de  la 
somme quicontientlaplusgrande  et  la  plus  petite  ; 
c  est-à-du-e  que  A  =  d  —  B.  Pareillement  j'aurai 
encorelaplus  grande  en  ajoutante  la  plus  petite  la: 
différence  ou  Fexcès  de  la  plus  grande  sur  cette 
plus  petite  ;  c'est-à-dire  que  Ton  a  encore  A  s=s  D 
•-H  B  ;  donc  en  ajoutant  ces  deux  valeurs  de  la 
plus  grande  ^  on  aura  2  A  =  S  -f*  D  ,  et  par  con- 
séquent A  =5  5  S  -f<  ^  D.  C'est-à-dire  que  la  plus 
-grande  de  deux  quantités  vaut  la  moitié  de  leur 
somme  plus  la  moitié  de  leur  différence  ;  et  si 
i\é  cette  valeur  de  la  plus  grande  on  en  itetranche 
Texcès  D  de  c^tte  plus  grande  sur  la  plus  petite^ 
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on  aura  la  plus  petite  ou  B  =  5  S  -+•  5  D — D=5 
|S  •*-«  I D  ;  c'est-à-dire  que  la  plus  petite  vaudra 
la  moitié  de  la  somme  moins  ta  moitié  de  la  dif- 
férence. C.  Q.  F.  D. 

Cela  posé  ^  il  sera  Êiciled^entendre  l'analyse  de 
la  seconde  solution  suivante  du  dernier  problème 

Secokdb    Solutxok.' 

547.  Soit  toujours  le  triangle  BAC  (/?£•  1^8), 
dans  lequel  on  suppose  les  côtés  AB  ,  AC  connus 
avec  Tangle  en  A  renfermé  par  ces  côtés.  Je  vob 
que  quoique  je  ne  connoisseaans  ce  même  triangle 
aucun  des  deux  angles  en  B  et  en  C  ,  néanmoms 
à  cause  que  les  trois  angles  d'un  triangle  pris  en- 
semble valent  deux  droits ,  je  connois  la  somme 
de  ces  deux  angles,  en  ôtantl  'angle  donné  de  1 8o^ 
Si  donc  je  pouvoîs  arriver  à  connoître  leur  di£Fé- 
¥âqce>  je  viendrais  à  fixer  chacun  en  particu- 
lier I  p^  1^  lemme  précédent.  Dans  cette  vue  » 
^u  ppint  A  comme  cenJtre  avec  le  rayon  AC ,  je 
décris  une  circonférence  qui  coupe  le  côté  AB  en 
P ,  et  son  prolongement  en  F,  et  jetire  les  cordes 
CD  ,  CF  ;  cela  tait  j'apperçois  que  chacun  des 
aryglçs  ACD  et  ADC  étant  la  moitié  du  supdé* 
ineat^  de  l'angle  donné  A  sera  connu ,  et  qu  il  est 
çgal^  la  demi  somme  des  angles  inconnus  B  etC; 
de  plus ,  pqisque  l'angle  ACB  est  le  plus  grand 
des  deux  angles ,  il  vaut  la  moitié  de  leur  somme 
plus  làj))oitié  de  leun  différence ,  par  le  dernier 
ijemme.  .Ponc  puisque  ACD  est  la  demî^sommei 
PG3;@çrit:  la  dÊml-diffêrence.  Donc  si  je  tire  DG 
para;Ù^Q  àÇC,  l'angle CDG sçra&nooreégal  àb 
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même  demi-diflférence  des  angles  C  et  B.  Enfin  ^ 
à  cause  de  l'ai^gle  DGF  qui  est  droit ,  par  construc- 
tion >  si  je  décris  du  point  Dx:omme  centre^  avec 
le  rayon  DC  une  portion  de  cercle  terminée  au 
côté  DF  ;  je  vois  ou'en  prenant  cette  même  ligne 
t)C  pour  rayon  f  la  ligne  CF  séra^la  tangente  de 
l'angle  CDF  égal  à  la  demi-somme  des  andes  B 
et  C  ^  et  la  ligne  CG  sera  la:  tangente  de  1  angle 
ÇDG  égal  à  la  demî-dîfFérënce  des  mêmes  angles  ; 
mais  à  cause  des  parallèles  BC  ,  DG  les  lignes 
BF,  CB  sont  coupées  proportionnellement ,  et 
donnent  BF  ou  AB-f- AC  :  BD  ou  AB  — AC  :  : 
CF  :  CG  ;  c'est-à-dire  que  dans  tout  triangle  où 
l'on  connoît  deux  côtés  et  l'angle  compris  ;  on 
aura  l'analogie  suivante ,  pour  déterminer  la  demî- 
difFérence  des  angles  inconnus  B  et  C.  La  sommo 
des  deux' côtés  donnés  estj  à  leur  différence;  comr 
me  la  tangente  de  la  demi-somme  des  angles  op- 
posés à  ces  côtés  ,  est  à  la  txingente  de  la  demi- 
'différence  des  mêmes  angles.  C.  Q.  F.  T.  et  D. 

Cette  dernière  solution  a  l'avantage  dé  faire 
trouver  par  une  seule  analogie  les  deux  angles  in- 
connus B  et  C  ;  c'est  aussi  celle  que  l'on  emploie 
le  plus  communément  :  appliquons  ces  deux  so^ 
lutions  à  quelque  exemple  en  nombre. 

£   X  E,M   P  L   B.  • 

548.  Supposons  donc  que  Tangue  A  soit  de, 
4a^  26'  î  le  côté  AB  de  2586^  et  le  côté  AC  de 
2354  ;  et  qu'il  faille  trouver  les  angles  B  et  C  avec 
le  côté  opposé  à  l'angledonné  A.  £n  faisant  usage 
^e  la  première  solution  ,  et  supposant  que  l'oa 
ait  abaissé  de  l'un  des  angles  inconnus  comme  C 

Ddij 
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la  perpendiculaire  CD  ;  on  déterminera  le  pre- 
mier segment  AD  par  Tanalogie  qui  suit  : 

R  ^  AC  ou  2354  *  :  :  cas.  A  ou  cas.  'é^i^  a(?  : 
AD  I  et  par  logarithmes. 

9,868093  =?fog^.  COS.  42*"  26'* 
3,37i8o6=;=:/o^.  2354- 

3,239899  =  705;  AD  =  1737,  4/. 

Donc  lesegmentBD  sera  de  848,6CPour  avoir 
ensuite  Tangle  DCB ,  on  fera  la  proportion  AD  ; 
BD  :  ;  tang.  ^f  34'  :  ^ng.  DCè  ,  et  par  logari- 
thmes : 

10,038962  =  /oo^.  tang.  47°  34'. 
2,928703= Zogi  de848,of. 
6,760101  =Ç,  aritn  log.  l737,4^ 

9,727766  =  log.  tang.  28'' 6'  52''. 

Donc  Fansle  total  ACB  sera  de  jSP  40'  S%^  ^ 
etFangjle  B  de  61*^  53'  8".  Avec  l'un  des  angles 
jconnus  B  et  C  ,  et  l'un  des  côtés  connus  AB , 
AC  ,  et  l'angle  A ,  on  trouvera  la  valeur  du  côté 
3C  ,  par  l'analogie  ordinaire. 

549.  Si  Ton  veut  résoudre  le  même  problême 
par  la  seconde  méthode  ,  on  fera  cette  propor- 
tion ABh-AC  :  AB—  AC  :  :  Utng.  i (Ch-B)  : 
lang.  5(C— B)  ou  4940  :  232  :  :  tang.  68'*  47'  : 
tang.  \{C — B  )  ,  et  par  logarithmes  : 

10,4 1 0934  =>U}g.  tang.  68*  47, 
2,365488=%.  232. 
6yZo6i'j'iz=zC.  ant.  log.  494^* 
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de 

devant;  d'où  Ton  conduroit  de  même  la  valeur 
du  côté  BC  s'il  en  étoit  bescTin.  Nous  verrons  par 
la  suite  Fusage  de  ce  problême  pour  mesurer  des 
distances  inaccessibles. 

PaOBLiMB      IV. 

55o.  Connoissant  les  irais  coiés  dun  triangle 
PAC  y  trouver  celui  au  on  voudra  des  trois  an- 
gles du  même  triangle.: 

Premibre     Solution. 

Comme  je  ne  connoîs  aucun  des  angles  du  . 
triangle  BAC  {Jig.  169)  ,  il  est  évident  que  je 
n'en  puis  découvrir  un  seul  par  U  proportioç 
entre  les  sinus  des  angles  et  les  côtés  opposés  ; 
je  chercherai  donc  à  former  quelque  triangle  rec- 
tangle comme  BDC,  en  abaissant  une  perpen. 
diculaire  d'un  des  angles  inconnus  comme  A  suf 
le  côté  opposé  AC  ;  et  je  vois  que  dans  le  trian. 
gle  ADCJ  je  connoîtrai  Fangle  droit  D  avec  le 
côté  opposé  AC  :  mais  j'ignore  encore  toutes  les 
autres  parties  de  ce  même  triangle.  Je  vois  de 
même  qu'au  triangle  ADB  je  ne  connois  que  l'an . 

le  droit  en  D  avec  le  côté  AB  qui  lui  est  opposé . 

'apperçois  cependant  que  quoique  je  ne  con. 
noisse  aucun  des  segments  formés  par  la  perpen. 
diculaire  AD  ,  néanmoins  je  connois  leur  som. 
me^;  je  par viendrois  donc  à  déterminer  chacun 
d'eux  exactement  ,  si  je  pouvois  connoître  leu  r 
différence  BF  ;  dans  cette  vue  du  point  A  com* 

Ddiij 


! 


j 
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me  centre  avec  le  rayon  AC ,  je  décris  une  cir- 
conférence entière  qui  coupe  la  ligne  BC  en  F  , 
et  le  côté  AB  en  G  ,  ainsi  que  son'prolongement 
en  L  ;  et  alors  les  lignes  sécantes  extérieures  BC , 
BL  me  donnent  BC  :  BL  :  :  BG  :  BF  ;  ou  BC  î 
AB-t-  AC  :  :  AB  —  AC  i  BD^DC,  Or  dans 
cette  proportion  les  trois  premiers  termes  sont 
connus ,  et  le  quatrième  terme  est  la  différence 
des  se^ents  BD  et  DC ,  dont  je  connois  la  som* 
me  ;  donc  cette  différence  sera  connue  ,  et  par        | 
conséquent  chacun  des  segments  BD  et  DC  ;  aiv 
moyen  desquels  on  pourra  trouver  l'angle  B  et 
l'angle  C  dans  le  triangle  rectangle  ADB ,  et  dans 
le  triangle  aussi  rectangle  ADC. 

55x.  Si  Tundes  angles  du  triangle  BAC  est 
obtus  comme  Ysn^eC{Jig.  170  )  ,  et  que  Ton 
abaisse  la  perpendiculaire  AD  de  Tun  quelconque 
des  angles  aigus,  cette  ligné  tombera  au  dehors  du 
triangle  ,  et  dans  ce  cas  les  segments  formés  par 
la  perpendiculaire  seront  BD  et  CD  ;  dont  dC 
sera  la  différence ,  au  lieu  d'être  la  somme  ;  mais 
on  aura  toujours  BC  :  AB-hAC  :  :  AB  —  AC  : 
5F=BD  -+-  CD  :  ainsi  le  quatrième  de  la  pro* 
portion  sera  la  somme  des  segments  BD  et  CD, 

Donc  en  général  dans  un  triangle  quelconque 
dont  les  trois  côtés  sont  connus  ,  si  d'un  angle 
quelconque  on  abaisse  une  perpendiculaire  sur 
le  côté  opposé  ;  ou  aura  toujours  cette  proportion 
pour  déterminer  les  segments  formés  par  cette 
perpendiculaire. 

Un  CQté  quelconque  est  à  la  somme  des  deux 
autres  ;  comme  la  différence  des  mêmes  cotés  est 
à  la  différence  ou  à  la  somme  des  segments  de  c4 
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premier  côté  ,  formés  par  une  perpendiculaire 
abaissée  de  l'angle  opposé  sur  ce  coté  ;  savoir  ^ 
la  différence  des  segments  ,  lorsque  la  perpen- 
diculaire tombe  au-oedans  du  triangle  ;  et  la  som- 
me des  mêmes  segments  ,  lorsque  la  perpendi- 
culaire tombe  au- dehors. 

£   X   £    M   P   L   B. 

BB'x.  Soient  les  trois  côtés  BC,  AB  et  AC  doii- 
nés  du  triangle  BAC  chacun  respectivement  de 
58oo' ,  47^0^  et  4a3o*  :  on  aura  donc  cette  pro- 
portion pour  déterminer  la  différence  des  seg- 
ments BD  et  DC,  58oo  :  8990  :  :  53o  :  BF  que  1 
Ton  trouvera  de  821^5.  PoncBDserade33io,7, 
etDC  de  2489,3 ,  ainsi  pour avoirl'angle Bon  fera 
cette  proportion  AB  (  4760'  )  :  R  :  ;  BD  (33 10,7  )  : 
COS.  B  ;  et  pour  avoir  l'angle  C  on  fera  de  même 
AC  (423o^)  :R:  :  DC  (2489,3)  :  cos.  C,  et 
par  logarithmes  pour  Tune  et  l'autre  analogie  on 
aura: 

13,519919  =  /og".  de  33 10,7 -h /o^.  R. 
3*^77007  :?=/og^.  de  47^0  à  soustraire. 

9,842312  =iZog-.  sin.  cos.  B  =  45''55'  ôt!'. 


13,396077  =  log.  de  2480,3  -H  log.  R. 
3,626340  ==  log.  de  4240  »  à  soustraire, 

^',j6^yi'j  =  log.  COS.  C=  5y  57'  i'\ 

Doncle  troisième  angle  en  A  sera  de  80*  7'  7", 

Ddiv 
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se  rappelle  lasoludon  du  problê- 
7   (  Jig.   1 22 ,  planche  8  )  où  il 


553.  Si  Ton 
xne  du  n^  827 

s'agissoît  de  trouver  le  centre  d'un  cercle  qui 
louchât  les  trois  côtés  d'un  triangle  donné  BAC  , 
on  verra  aisément  que  chacune  des  lignes  AG , 
BG  j  CG  divisant  langle  par  lequel  elle  est 
menée  eu  deux  également ,  si  Ton  prend  cha- 
cune de  ces  lignes  pour  rayon  ;  celui  FG  ou  GD 
du  cercle  inscrit  au  triangle  ,  sera  le  sinus  de  la 
moitié  de  Fangle  auquel  il  est  opposé  \  on  aura 
idonc  celle  analogie  pour  déterminer  un  angle 
quelconque  ;  Tangle  A ,  par  exemple ,  AG  :  FG  :  : 
tt  :  sin.  ;  BAC  ;  ainsi  voyons  comment  on  pour- 
roit  exprimer  la  ligne  AG  en  n'y  employant  que 
les  valeurs  des  trois  côlés  du  triangle  ;  car  nous 
avons  déjà  vu  au  n^  334  ^  ^^^  V expression  de  la 

FG  est à/AFxBFxy  q^\^  ^^^  4  cause  du 
triangle  rectangle  AFG ,  on  aura  AG*  = 

y/ AF^--kFG*  ,  et  en  mettant  pour  FS^sa  valeur 
AFxBFxB/-^  puis  réduisant  ÂF*  au  même  déno- 
minateur ,  on  aura  cette  nouvelle  proportion  au 
lieu  de  la  première  \/  -^x  AZ+a-f  x  bf«x  b/. 

^A/^°^-  ••  ^'Sin.'-  BAC.  Divisant  l'an  té- 


cèdent  et  le  conséquent  du  premier  rapport  p« 


i 

j 


^tineAe  J^.  paé^e  ^24. 


l'i 
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Y^  ;  cette  proportion  se  réduit  à  celle-cL 

V/AF  X  A/+-BF  X  B/:  y/  BF  x  B/*  :  :  R  :  ^//2; 

i  BAC.  Présentement  si  Ton  met  dans  le  premier 
antécédent  pour  A/  et  AF ,  pour  BF  etbfhurs 

I  ,.  AB-hBC-4-AC      AB-f-BC-f-AC 

valeurs  respectives ,  —  —  , — — 


BC, 


AB-j-AC-f-BC 


AC,  et 


AB+AC  -4.BC 


AB ,  on  verra  en  foisant  les  multiplications  in* 
diquées ,  que  le  premier  terme  se  réduit  à 

V/AB  X  AC.  Donc  la  proportion  devient  enfin 

celle-ci v/ABxÂC7  v/BFxB/::R  : sin.  ^ BAC 

C'est-à-dire  que  dans  un  triangle  rectilîgne  quel- 
conque dont  on  connoit  les  trois  côtés  ,  on  aura 
la  proportion  suivante  pour  déterminer  un  angle 
quelconque  par  le  sinus  de  sa  moitié  ;  le  produU 
des  deux  côtés  qui  renferment  T angle  cherché  > 
est  au  produit  des  différences  de  ces  côtés  à  la 
demi-somme  des  trois  côtés  ;  comme  le  quarré 
du  rayon  est  au  quarré  du  sinus  de  la  moitié  de 
r  angle  cherché.  C.  Q.  F.  T.  et  D, 

Pour  employer  cette  analogie  en  opérant  par 
leslogarithmfes,  voici  à  quoi  se  réduit  le  procéaé  ; 
on  ajoutera  ensemble  les  logarithmes  des  diffé- 
rences de  chacun  des  côtés  qui  renferment  Fangh 
]  à  la  demi-somme  des  trois  côtés  ^  et  les  complé-^ 
.=;  ments  arithmétiques  des  logarithmes  de  ces  mê- 
mes côtés  qui  renferment  V angle  demandé  ;  la 
i  moitié  de  cette  somme  sera  le  logarithme  du  si- 
!  nus  de  là  moitié  de  tangU  cherchée  Car  on  sait 


4 
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que  pour  prendre  les  racines  des  quantités  par 
les  logarithmes;  il  faut  prendre  la  moitié  de  leurs 
loganthmes  ,  et  comme  il  y  a  deux  dixaines  à 
retrancher  pour  les  deux  compléments  arithmé- 
tiques j  il  n  est  point  question  du  logarithme  du 
quarré  du  rayon  qui  seroit  toujours  ao,oooooo. 
Appliquons  tout  ceci  à  un  exemple. 

Exemple 

554-  Soit  repris  le  triangle  de  la  ligure  1 6^ 
dont  nous  avons  supposé  les  côtés  BC ,  ABet  AC 
chacun  respectivement  de  58oo  ,  ^^60  et  42^0 
toises  :  et  soit  A  Tangle  dont  on  demande  la  va« 
leur  :  on  opérera  comme  il  suit  : 

58oo,  7395.  7895. 

47^0.  4760.  42^3o, 

4280*  a635.  5x65. 

1479- 


73^5  _  AD-^ACH-BC  ^  ^^^^  Yes  différences  de 

chacun  des  côtés  qui  renferment  l'angle  ,  seront 
Tune  de  2635,  et  1  autre  de  3 1 65 ,  on  aura  donc: 

3>42078i  =lQg*  ^635. 
3,5oo374=/o^.  3i65, 
6^32^393==  com.  orit.  log.  4760. 
6^3j?^6oo=com.  arû.  log.  4^30. 


19,617208. 
9,8o86o4=/og^.  sin.  l  BAC=4o*  3'  34". 

Donc  Tangle  BAC  sera  de  .  • .  80^  7'  8'^ 


4 
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S  C  H  O  L  I  E. 

555.  Le  problème  IX  du  n^  336 ,  (  plan.  S.  , 
Jlg.  123  )  pourroit  encore  servir  à  foire  connoître 
un  angle  quelconque  d'un  triangle  BAC  dont  les 
trois  côtés  sont  donnés  ;  car  il  est  évident  que 
l'on  aura  cette  proportion  AG:  AF  :  :  R  :  sin.  ABC. 
Or  on  a  démontré  au  même  problême  que  la 
ligne  AG  ou  le  rayon  du  cercle  circonscrit  au 
triangle  ,  est  égal  au  produit  des  trois  côtés  di* 
visé  par  quatre  fois  l'aire  du  triangle  ;  on  aura 
donc  en  se  servant  de  l'expression  de  la  surface 

du  triangle  du  n^  336  ,  àJ^^^>Lj^:  i  AC:  :R: 

sin.  ABC,  ou  multipliant  par  4  BAC  ,  l'antécé- 
dent et  le  conséquent  du  premier  rapport ,  et  di- 
visant ces  deux  termes  par  AC  ;  AB  x  BC  :  a 

\/A/xAFxBFxB/:  :  R  :  sin.  ABC  ;  mais , 

comme  on  le  voit  aisément  ,  cette  formule  don- 
ne l'angle  demandé  sous  une  forme  plus  compG* 
quée  qu'aucune  des  deux  solutions  précédentes  ; 
ainsi  1  on  s'en  tient  dans  la  pratique  aux  deux 
premières  solutions  que  nous  avons  données. 

Les  problêmes  que  l'on  vient  de  résoudre  suP* 
£sent  pour  tous  les  cas  de  la  résolution  des  trian^ 
gles  ;  il  faut  voir  présentement  quelles  sont  les 
applications  les  plus  heureuses  qu'on  en  puisse 
faire  ,  et  comment  on  doit  s'y  prendre  dans  la 
pratique  pour  déterminer  et  mesurer  les  angles 
avec  le  plus  de  précision  qu'il  est  possible  ;  mais 
avant  de  passer  aux  différents  exemples  que  nous 
nous  proposons  d'ajouter }  nous  joindrons  en^ 
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core  le  chapitre  suivant ,  dans  lequel  on  traitera 
des  triangles  sphériques  ,  parccque  Ton  ne  peu 
faire  certaines  opérations  relatives  à  la  réduction 
des  angles  au  plan  de  l'horizon  ,  sans  cette  con- 
noissance. 


•«■ii«i 


C  H  A  P  I  T  R  E    V. 

De  la  trigonométrie  sphérique  ,  oà  Fan  donne 
des  règles  générales  pour  la  résolution  de  tous 
les  cas  possibles  ,  des  triangles  sphériques , 
rectangles  obliquangles, 

ÇI^D^FINITIOHS, 

556.  Un  triangle  sphérîque  nest  autre  chose 
qiiune  portion  de  la  surface  d'une  sphère  ter- 
minée  par  trois  arcs  ,  de  grands  cercles  appar- 
tenants à  la  même  sphère ,  et  décrits^  sur  cette 
même  surface  :  ainsi  les  trois  arcs  AB  ,  AC  j  et 
BC  (fig.  i'''^  j  planche XI  ^  n°  a  )  forment  parleur 
intersections  le  triangle  sphérique  BAC. 

On  voit  par  cette  définition  que  tout  triangle 
sphérique ,  comme  touttrianglerectiligneaessen- 
tiellemen  t  trois  côtés  et  trois  angles.  Les  côtés  AB  » 
AC  et  BC  sont ,  comme  on  vient  de  le  dire , .  les 
arcs  de  grands  cercles  tracés  sur  la  surface  d*une 
même  sphère  ,  et  qui  se  coupent  aux  points  A  ^ 
B,  C.  Les  angles  du  même  triangle  senties  mê- 
mes que  ceux  formés  par  les  plans  AGB ,  AGC  ^ 
BGC  des  grands  cercles  qui  passent  tous  par  le 
centre  G  de  la  sphère.  D'après  ce  quia  été  dit 


i 
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n**  38o  ,  on  voit  que  ces  angles  doivent  se  misu* 
rer  par  des  lignes  perpendiculaires  au  même 
point  de  leur  coramunesection.  On  voit  donc  que 
si  par  le  point  A  on  mené  les  lignes  AF  ,  ÀK 
tangentesdes  arcs  AC ,  AB ,  et  par  conséquentper- 

pendiculaires  au  même  point  A ,  de  leur  commu*- 
ne  section  AG  ,  l'angle  FAK  sera  le  même  que 
Tangle  sphéricjue  BAC.  Si  cet  angle  est  droit ,  le 
Iriangle  sphénque  est  rectangle  ;  et  le  côté  BC 
qui  lui  est  opposé  se  nomme  hypoténuse.  Si  au- 
cun des.  angles  du  triangle  sphénque  n'est  droit ^ 
le  triangle  sphérique  ,  est  nommé  simplement 
triangle  sphérique ,  ou  triangle  sphérique  obli- 
quangle.  On  voit  encore  que  tout  triangle  sphé- 
rique forme  une  espèce  de  pyramide  AGBC,  ter- 
mmée  par  trois  secteurs  AÔB  ,  AGC  ^  BGC  ;  et 
par  la  portion  de  la  surface  de*  la  sphère  qui 
îconstitue  ce  même  triangle  sphérique.. 

COKOLLAIRB. 

557.  Il  suit  des  définitions  précédentes ,  que 
les  arcs  de  cercle  tracés  sur  la  surface  de  la  sphère 
.par  des  plans  qui  ne  passent  pas  par  son  centre  « 
ne  peuvent  pas  appartenir  aux  triangles  sphéri-' 
riques  ;  et  que  les  petits  cercles  de  la  sphère 
n'ont  presque  aucun  usage  dans  la  trigonométrie' 
sphénque* 

Une  ligne  PGp  perpendiculaire  au  plan  d'un 
grand  cercle  DBAE ,  et  qui  passe  par  son  centre, 
se  nomme  faxe  de  ce  grand  cercle.  Les  points  P  \ 
p  où  cette  lignerencontrela  surface  de  la  sphère, 


\ 
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soqf  nommés  les  pôles  de  ce  même  grand  cerc!&« 
De  plus  ,sî  Ton  imagine  tant  de  petits  cercles  que 
ron  voudra  parallèles  au  plan  du  cercle  DBAE  , 
le  même  axe  sera  perpendiculaire  aux  plans  de 
ious  ces  petits  cercles  ;  et  les  mêmes  pomts  P ,  p 
useront  aussi  les  pôles  de  ces  petits  cercles. 

• 
CoaoLLAïaB    ï. 

558.  Si  par  les  extrémités  A  et  B  d^un  arc  du 
^and  cercle  DBÂF  ,  et  par  son  axe  GP  ^  on  iait 
passer  deux  plans  AGP  et  BGP  ^  l'angle  APB , 
formé  par  ces  deux  plans ,  sera  évidemment  me- 
suré par  Tare  AB;  puisque  la  ligne  GPétant per- 
pendiculaire au  plan  du  grand  cercle  DB£  ,  est 
aussi  nécessairement  perpendiculaire  aux  lignes 
AQrBG  qui  passent  par  son  pied  (rf  3^6).  On 
voit  encore  que  si  dans  le  plan  du  petit  cercle 
dbae  parallèle  à  celui  du  grand  cercle  DBA£ , 
on  mené  les  rayons  dg ,  bg  »  Tangle  AGB  peut 
encore  être  mesuré  par.  Parc  ab  du  petit  cer- 
cle i  puisque  les  angles  AGB  ,  agb  sont  du 
même  nombre  de  degrés  \  et  c'est  le  seul  cas 
où  l'on  fasse  quelquefois  usage  des  arcs  de  petits 
cercles  de  la  sphère ,  dans  ia  trigonométrie  sphé- 
rique. 

Corollaire    IT. 

t  é 

55^.  Donc  chaque  pôle  d'un  grand  cercle  çst 
éldlgné  de.  tous  Jes  points  de  sa  drconference 
de  90**.  î  et  tous  les  arcs  menés  du  pôle  d'un  petit 
cercle  aux  difTérents  points  de  sa  circonférence  1 
'^nt  d'un  même  nomb  re  dedegrés. 


j 
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« 

5^0;  Donc  tous  les  arcs  de  grands  cercles 
menés  du  pôle  d'un  cercle  aux  diEFérents  pointa 
de  sa  circonférence  ,  sont  perpendiculaires  à  ce 
même  crand  cercle.  U  faut  entendre  la  même 
dbose  aes  ar<cs  menés  par  les  pôles  d'un  petit 
cercle  à  tous  les  points  de  sa  drconférenceM 

Co&OLLAIRÉ     IV. 

56 1.  Donc  pour  trouver  les  pôles  d'un  cefcle 
quelconque  DBAE  ;  il  n'y  a  qu'à  faire  passer 
par  son  centre  ^  et  par  deux^  pomts  quelconques 
A ,  B  de  sa  circonférence  deux  arcs  de  cercles 
perpendiculaires  au  plan  de  ce  même  grand  cer- 
cle ;  les  points  P ,  p  où  ces  arcs  se  coupent ,  se- 
ront les  pôles  de  ce  même  cercle. 

C  O  a  O  L  LA  I  RX     V. 

1 

S62.  Donc  si  un  angle  sphérîque  BACestdroîl  ;^ 
les  côtés  AB ,  AC  de  ce  même  angle  droit  pas-^ 
^ent  réciproquement  par  les  pôles  l'un  de  l'autre  ) 
ç'estrà-dâre  que  le  côté  AB  passera  par  le  pol» 
du  plan  AGC  ;  et  que  le  côté  AC  passer?,  pit 
o^ui  du  plan  :AGB. 

T  H  i  O  kOil  E    L 

563.  Dans  un  triangle  sphérique  quelconque 
Bj4C'(^§Lg.  i)  la  somme  de  deux  calés ,  pris  corn-- 
me  V on  Voudra ,  est  toujours  plus  grande  que  l§ 
troisièmei 
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DlÎMONSTRAtlOK. 

Concevant  que  Ton  ait  tiré  les  cordes  de^ 
arcs  AB  ,  AC  et  BC  ,  on  aura  un  triangle  recti- 
ligne  dans  lequel  deux  côtés  ,  pris  comme  Ton 
votfdra  seront  plus  grands  que  le  troisième  ;  donc 
aussi  au  triangle  sphérique  BAC ,  deux  côtés 
quelconques  pris  ensemble  seront  plus  grands 
que  le  troisième  ;  puisque  chaque  arc  de  cercle 
est  plus  grand  que  la  corde  qui  lui  répond.  €• 
Q.  F.  D. 

TaioRÊME    II     • 

564.  La  somme  des  trois  cotés  d'un  triangle 
sphérique  quelconque  est  toujours  moindre  que 
$6o^ 

Démonstration* 

Ayant  prolongé  les  côtés  AB  y  AC  jusqu'à  ce 
qu'ils  se  rencontrent  de  nouveau  en  A' ,  les  arcs 
ABA^,  ACA',  seront  chacun  de  i^d"  \  mais  au 
triangle  sphérique  BA'C  ,  les  côtés  A'DB ,  A'PC 
pris  ensemble  sont  plus  grands  que  le  côté  BC  ; 
donc  puisque  les  arcs  ACA' ,  ABA'  ne  valent  que 
%6p^  ^1  on  aura  toujours  moins  que  i6d^  pour  la 
somme  des  trois  côtés  AB  ,  AC  et  BC  du  triangle 
sphérique  BAC   C.  Q..  F.  D. 

Théorème   IIL 

I       *»    •  I  «•  i  .  r       «       - 

.  565.  La  somme  des  trois  angles  d'un  iriangh 
sphérique  ne  peut  jamais  valoir  moi^  que  deu^ 
angles  droits,  ni  s'élever  à  six  angles  droits.    * 

DÉMONSTRATION»; 


D  é  M  O  N  s  X  &  A  T  Z  O  K. 

Si  lés  côtés  AB ,  AC  et  BC  du  triangle  sphérî- 
^ue  sont  infiniment  petits  ;  les  rayons  G  A  y  GB^ 
iGC  seront  infiniment  près  de  se  trouver  parai* 
leleS  ;  les  trois  arcs  de  cercle  se  confondent  sen- 
siblement avec  leurs  cordes  ;  et  le  triangle  sphé- 
rique  ne  diffère  pas  d'un  triangle  rectiligne  :  or 
on  sait  que  dans  un  tel  triangle  la  somme  des 
trois  angles  est  toujours  égale  à  deux  droits  « 
et  ne  peut  être  moindre  ;  donc  aussi  la  sommes 
des  trois  angles  d'un  triangle  sphérique  y  dont  les 
côtés  sont  infiniment  petits  ,  ne  vaut  pas  moins 
que  deux  angles  droits.  C.  Q.  F.  i**.  t>. 

12!°.  Si  Ton  fait  attention  aux  angles  du  triangle 
sphérique  BA'C ,  on  verra  que  les  angles  CBA' , 
BCA'  sont  chacun  supplément  des  angles  aigus  ^ 
ABC  ,  ACB  du  triangle  BAC,  et  par  conséquent 
obtus  ;  puisque  deux  plans  qui  se  coupent  for* 
ment  toujours  deux  angles  de  suite ,  qui  pris 
ensemble  valent  deux  droits  >  et  parceque  1  an- 
jle  BAC ,  ou  son  égal  BA'C  peut  aussi  lui-même 
ître  obtus  ;  il  s'ensuit  que  dans  un  triangle  sphé- 
rique ,  les  trois  angles  peuvent  valoir  chacun  in- 
finiment près  de  toc'*}  donc  la  somme  des  trois 
angles  peut  approcher  à  Tindéfinî  de  5^cf  ou 
de  six  droits ,  qui  en  sont  la  seconde  limite*- 
C.  Q.F.a^D. 

C0A0LLAXB.B    Li 

56 1.  Donc  un  triangle  sphérique  peut  avoir 
ces  trois  angles  droits  ou  même  ses  trois  angles 
dbtus  ;  d'où  il  suit  que  lacormoissance  des  deux 

Ee 
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angles  d'un  triangle  sphérique  ne  suffit  pa^  pour 
nous  faire  connoitrc  le  troisième  ;  dîfFérence  re- 
marquable entre  les  triangles  sphériques  et  les 

liiangles  reclilîgnes,  , 

« 

Corollaire    II« 

B6i.  Si  les  trois  angles  d'un  triangle  sphérique 
sont  droits ,  obtus  ou  aigus  ;  ses  trois  côtés  seront 
aussi  chacun  de  90" ,  ou  plus  grands  ,  ou  plus 
petits  que  90°. 

S  C  H  O  L  I  B. 


563.  On  voit  par  ces  théorèmes  en  quoi  les 
triangles  sphériques  différent  essentiellement  des 
triangles  rectilignes.  D'un  autre  côté  ,  ils  ont 
aussi  plusieurs  propriétés  qui  leur  sont  commu- 
nes avec  les  triangles  rectilignes  ,  et;  qui  se  dé- 
montrent précisément  de  la  même  manière. 

Par  exemple  ,  on  feroit  voir  ,  comme  dans  la 
géométrie  élémentaire ,  que  deux  triangles  sphé* 
riquQs  sont  égaux  en  tout  ;  1^.  lorsque  les  trois 
cotés  de  Tun  sont  égaux  aux  trois  cotés  de  tau- 
fre  ;  2^  lorsqu'ils  ont  un  angle  égalcompris  entre 
côtés  égaux  ;  3^  lorsqu'ils  ont  des  angles  égaux 
^urdes  bases  égales. 

.  564.  On  fera  voir  encore  de  même  qu'un  triant 
gle  sphérique  est  équilatéral,  isoscele  ou  sca-^ 
iene  ;  selon  qu'il  a  ses  trois  angles  égaux,  ou 
deux  de  ses  angles  égaux  ,  ou  ses  trois  angles 
inégaux  ;  et  réciproquement  pour  les  trois  cas. 
Tontes  ces  vérités  se  démontrent  de  la  même 
manière  que  pour  les  triangles  rectUigaes  \  ainsi  i| 
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deroit  sujierflu  de  s'y  arrêter  plus  long-temps* 
Passons  à  un  théorème  qui  nous  sera  de  la  plus 
grande  utilité  dans  toute  la  suite  de  ce  traité. 

TnéoRâME    IV, 

•  565.  5/  des  trois  angles  d  un  triangle  sphéri^ 
que  BAC  comme  pôles  ,  on  décrit  sur  la  surface 
de  la  sphère  trois  arcs  de  cercle ,  qui  se  coupent 
aux  points  D ,  E  ,  F  ;  on  formera  un  noui^eau  ' 
triangle  DEF  ,  dont  les  côtés  seront  suppléments 
des  angles  opposés  du  triangle  BAC  ;  et  dont  les 
angles  seront  aussi  suppléments  des  côtés  du 
même  triangle  ;  et  réciproquement ,  (  fig.  2  ). 

D  i  M  O  N  s  T  R  A  T  I  O  K. 

Soient  prolongés  les  côtés  AB  ,  AC  et  BC  du 
triangle  BAC ,  jusqu'à  ce  qu'ils  rencontrent  ceux 
du  triangle  DEF  aux  points  G ,  H ,  î ,  K. ,  L  ,  M,/ 
A  cause  que  (  par  hypothèse  )  les  points  B  »  A  ^ 
C  sont  les  pôles  des  arcs  EF,  DF  et  DE  du  trian- 
te DEF  ;  les  arcs  AG ,  AH  ;  BI^  BFL;  CL,  CM 
seront  chacun  de  90°.  Et  si  l'on  conçoit  encore 
les  arcs  AF  ,  AD  ;  CE  ,  CD  ;  BF  ♦  BE  ;  ces  nou-*^ 
•veaux  arcs  seront  aussi  de  90°  ;  d'où  il  suit  que 
les  points  D/E",  F  sommets  des  angles  du  nou- 
veau triangle ,  seront  les  pôles  des  côtés  du 
lnangleBAC{y56i). 

"  Cette  construction  bien  entendue ,  à  cause  que 
le  point  A  estle  pôle  de  l'arcDF ,  et  que  B  est  ce**. 
lui  de  l'arc!  EF  »  on  aura  AG  et  BK.  chacun  de 

rf\  ou  AG  H- AK-f-AB  =  iSô"";  mais  le  point 
étant  le  pôle  de  Tare  AB  ,  Fançle  DEF  a  pour 
mesure  l'arc  GAK,  dont  ABest  le  supplément^ 

eij 
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donc  Tângle  F  du  triangle  DEF  est  supplément 
du  côté  AB  qui  lui  est  opposé ,  au  triangle  BAC  ; 
on  démontrera  de  même  que  langleE  a  pour  me*, 
sure  IM  supplément  de  BC  ,  puisque  les  arcs 
BI  j  CM  sont  chacun  de  90"";  et  que  Tangle  D'à 
pour  mesure  LH  supplément  de  AC  ;  à  cause  des 
arcs  BI ,  CM  ;  AH ,  CL  chacun  de  90°.  Donc  l^ 
les  angles  du  nouveau  triangle  sont  suppléments 
des  côtés  du  triangle  BAC.  C.  Q.  F.  i\  D. 

Il  n'est  pas  moins  évident  que  le  point  Fêtant  le* 
pôle  de  1  arc  AB ,  et  D  celui  de  l'arc  AC ,  les  arcs 
GF  y  DH  seront  chacun  de  9Q** ,  ce  qui  donnera 
GF-4-DG-4-GHOU  DF-+-GH  =  i8o^  Mais  à. 
cause  que  le  point  A  est  le  pôle  âm  l'arc  DF ,  les 
arcs  AG ,  AH  sont  chacun  de  96"* ,  et  l'angle  BAC , 
ou  son  égal  GAH  a  pour  mesure  l'arc  GH  ;  d'où 
il  suit  que  le  côté  DF  du  nouveau  triangle  est 
supplément  de  l'angle  en  A  qui  lui  est  opposé 
dans  le  triangle  BAC!.  On  démontrera  de  même 
que  les  côtés  EF  et  DE  sont  respectivement  sup- 
pléments des  anglesB  etC  du  même  triangle BAu 
Donc  les  côtés  du  nouveau  triangle  sont  supplé- 
ments des  angles  du  premier.  C.  Q.  F.  s"".  D. 

THiSoaiMB    IV. 

'566,  Dans  un  triangle  sphérique  quelconque 
^AC,  les  sinus  des  angles  sont  entre  eux ,  com- 
me ceux  des  cotés  qui  leunsont  opposés  ;  et  ré-' 
ciproquementj  les  sinus  des  cotés  sont  entre  eux, 
comme  ceux  des  angles  qui  leur  sont  apposés  j 
(%3). 
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DiMONSTRATIOK. 

Soîlun  triangle  spliérique  quelconque  BAC» 
formé  de  trois  secteurs  circulaires  BGA  ,  BGC  et 
AGC  appartenants  à  autant  de  grands  cercles 
d'une  même  sphères  dont  le  centra  est  en  G.  Du 
sommet  A  deTun  des  angles  du  triangle  sphé* 
rique  y  soit  abaissée  la  ligne  AD  perpendiculaire 
au  plan  du  secteur  BGC  ,  et  du  même  point  A^ 
.soient  aussi  menées  les  droites  AL  ,  AK  perpen- 
diculaires aux  rayons  GB,  GC.  £nfin  soient  tirées 
Jes  lignes  DL  ,  DK.  Celle  construction  bien  en-^ 
tendue  ^  il  est  évident  que  les  lignes  AL  ,  AK 
sont  le  sinus  des  côtés  AB ,  AC  ;  et  que  les  an- 
.gles  ALD  ^  AKD  sont  respectivement  égaux  à 
ceux  ABC  et  ACB  du  triangle  sphérique  BAC  ; 
puisqu'ils  sont  formés  par  des  lignes  perpendi- 
xulaires  aux  communes  sections  BG  ,  CG  des 
, plans  qui  forment  ces  mêmes  angles. 

Cela  posé  ,  les  triangles  ADK  et  ADL  étant 
rectangles  en  D  ,  à  cause  ^  la  ligne  AD  per- 
.pendiculaire  au  plan  du  triangle  BGC  ;  donne- 
ront sin*  ALD  :  R  :  :  AD  :  AL  et  R  :  sin.  AKD  ;  : 
AK  :  AD  ;  donc,en  multipliant  ces  deux  propor- 
tions par  ordre  »  on  aura  sin.  ALD  ou  sin.  ABC  : 
sin.  AKD,  ou  sin.  ACB  :  :  AL  ou  sin.  AB  :  AK 
ou  sin.  AC.  DonCydans  ioui  triangle  sphérique  , 
.rectangle  ou  obliquangle ,  les  sinus  des  angles 
sont  entre  eux ,  comme  les  sinus  des  côtés  qui 
ièur  sont  opposé  s;  etréciproquement.C,  Q,  F»  D*j 


î.  e  iij. 
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S.    IL 

!De  la  résolution  des  Triangles  sphéri- 
'   .     (jues  rectangles. 

^  Préparation  au  théorème  suivant. 

•  S6j.  Soit  une  pyramide  (Jig.  4)  GBPQ,  com- 
posée de  quatre  triangles  rectansles  GBP ,  GBQ^ 
GPQ  et  BPQ.  Du  sommet  G  de  la  pyramide , 
comme  centre  et  du  rayon  GBsoîent  décrits  trois 
arcs  de  grand  cercle  BA  ,  BC  et  AC  ,  qui  forme- 
ront un  triangle  sphérique  BAC ,  rectangle  en  A; 
puisque  la  ligne  PQ,  commune  section  des  plans 
GPQ  et  BPQ  ,  est  perpendiculaire  au  plan  du 
secteur  AGB  ;  comme  il  suit  nécessairement  de 
ce  que  les  triangles  GPQ  et  BPQ  sohl  supposa 
rectangles  en  P,  Si  du  point  A  ,  extrémité  de 
l'arc  AB  ,  on  mené  la  ligne  AH  perpendiculaire 
sur  GB ,  et  encore  du  point  G  les  lignes  CL ,  CK 
-aussi  perpenaiculaires  aux  rayons  GB  ,  G  A  ;  U 
est  visible  que  AH  et  GH  ;  CL  et  GL  ,  CK  et 
.CK  seront  respectivement  égales  aux  sinus  et  co- 
sinus des  arcs  AB ,  BC  et  AC  du  triangle  sphérî- 
jque  BAC, 

Cette  construction  supposée  ,  si  l'on  prend  le 
xayonGB  de  la  spbere  pour  unité  ,  il  sera  Êicile 
de  construire  la  table  suivante  pour  toutes  les 
parties  du  triangle  sphérique  BAC  ;  pourvu  que 
l'on  se  rappelle  que  la  tangente  a  pour  son  ex- 

•  "*"•  It  1       t  COS. 

pression  — ,  que  celle  delà  co- tangente  est^> 
et  quant  à  la  valeur  des  ^inus  des  angles  ^  que 
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'Sans  un  triangle  quelconoue  I^s  sinus  des  angles 
sont  entre  eux .  comme  les:  sinus  des  côtés  op^ 
posés  ;  et  enfin  que  le  co^sinus  dîun  arc  est  égal 
à  la  racine  quarrée  de  la  dlfféretice  entre  le 

3uarré  du  rayon  et  le  quarré  du  sinus*  On  aura 
onc  r 


t\  LarcBOom 

«^«  L.«rc  AB  ou 
l\  L'arc  AC  où 
4*.  L'àngîe  ABC  ôû  PBQ'i 


a  pour 
•Intis 


B\  Lwgle  ACB"^ 


f 

I 

GP  pour 
BP 


IBQ 

1 

BP 

.  1 

PQ 

X^P 
PQ 

BP 

BPxG<i 


/  •    . »  •  •. 


BQxOPiGPxBQ 
D£MOM.STft  ATION.  )        - 


PQ 


Pour' démontrer  toutes  les  expressions Venfer* 
xnôes  dans  cette  table  ,  -  il  suffira  de  faire  voir 
comment  on  a  trouvé  les  valeurs  de  la  première 
ligne'et  de  la  dernière.  Les  triangles  GQB  et  GCL 
4tanl:sefliblal>les>  donoentGQ  ^  BQ  ;  ;<îCpu  i  : 

XjL==-^k'=^sirt.  BC  Les  mêmes  triangles  don- 

nenl  encore  GQ  i  Gfrt  :  GC  :  GL  xz^^T^t;    ssb 

COS.  BC  ;  à  cause  que"  les  lignes  GB;  GCsont 
égales  .au  rayon  de  la  sphère.  Donc  la  tangente 

ide  laicBC  â  pour  ex^res^içn  ~»  et  sa  Qf>^\:3aL-^ 

gente':i=;^i  ce  quî  jsuit  de  ce  qwe  toute  tan-: 

^nte  est  égale  au  sinns  divisé  par  le  co-sinnau 
.   Lesittiang^^GPB  I  CÂUont  domié»  par  In 

E  e  iv 


7.       -      ■    ' 


2      -  .? 


comparaison  de  lents  côtés  homologues,  les  vâ^ 
leurs  de  la  seconde  ligne  ;  les  triaiigles  GQP , 
GCK  ont  donné  de  la  même  man!ere  ,les  valeurs 
de  la  troisieide  ligne  ;  le  triangle  BPQ  a  donné  la 
quatrième  ligne.  Enfin  Ton  a  trouvéîa  valeur  du 
sinus  de  l'angle  C,  parceque  les  sinus  des-andes 
sont  entre  eux  comme  les  sinus  des  côtés.  ATé- 
gard  du  co-sînus  du  même  angle  ,  an  a  d'abord 

coj.^C=:RR — — ,  .  — a  = =r''=^ —    y^^ 

BQ  XGP  BQ  X<>P 

^ui  s'est  réduit  à  ^p^^Q  ,  en  mettant  à  la  place 
.de  GP^  fit  de  GQ*  l^^rs  valeurs  respectives  BP 

x'pë^  et  BG*>^BQ*  î  ^'^^  ^'^^  ^  ^^^^  surlechamp 

la  valeur  de  la  tângoftBè-^fe  i'an^è  C  ,  comme 
celle  de  la  co-tangeate  du  même  angle. 

'DÉFIÎTITIONS.     • 

'56S.  Lorsque  les*  trcns  parties  d'un  triangle 
«phériqute  BAC  rectangle  en  A  sont  tellement  dis- 
posées:, qw©  deux  d'entre  elles  touchent  immé- 
diatemeht  la  troisième  ,  ou  n'en  sont  séparées 
'4me  par  Fangle  droi l  ;:  ces  deux  •  parties  seront 
nommées  edjaceniies  à  la  troisième  que  nous  ap- 
pellerons partie  mDJ^e/w?^ ,  (yî^.  4).  ^ 

Itorsque  trois,  parties*  du  même  triangle  sont 
tcIl^iAenV  disposée^ ,  qu^èntre  qelle  <jue  nous 
regarderons  toujours  coinrae  partie  moyenne  , 
et  chacune  des  d'eux  autfes  ,  il  y  âitiuhe  autre 
partie  du  même  trian^  in*»pcsée  (excepté  ^aI^ 
xgl6  droit  i) }  xes  dauxL))^ties  se^àpt*  Mmmées 


j 
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Î>artîes  séparées  ou  opposées, ^  doii  Ton  a  déduit 
a  table  suivante  : 
•  » 

*     ♦ 

^  AB  .  ^  AC  et  B  -)  BC  et  O 

Sî  îe«  par-  f  AC      Les  aâja-  f  AB  et  C   Et  les  par.  f  BC  et  B 

ties  moyen- >.  BÇ  centes  ae-    >   B  et  C  -  tiessépa-    >  ACetAB 

neaaont       l     B    tont  \  ABetBC  réea  seront  l   AG  et  C 

)    C  ,  JACeiBC  J  AB«l  B| 

Théorème   G^N^RALi 

Pour  la-  résolution  tle  tous  lés  cas  pos* 
sibles  des  Triangles  sphériques  rec* 
tangleè.        ; 

56^.  Dans  un  triangle  sphérique  rectangle  en  ji 
ï  fig-  4  )  >  SI  Ton  substitue  aux  cStés  de  l'angle 
ilroit  hs  compléments  de  ces  mêmes  côtés  ;  oA 
aura ,  dans  tous  les  cas,  le  produit  du  sinus  total 
[par  lé  co-sinus  de  la  partie  moyenne  égal  ad 
rectangle  des  co-tàngentes  des  parties  adjacentes^j^ 
vu  à  celui  des  sinus  des  parties  séparées. 

DEMONSTRATION. 

;  Pour  établir  la  Vérité  de  ce  théorème  dans 
tôùies  ses  partîtes,  il  suffit  dé  prendre  tel  cai 

J)articulier  que  l- bn  voudra  ^  et  de  diercher  dan^ 
a  table  dortnée  au  n**  précédent ,  les  valeurs  com 
^enables  à  ces  mêmes  parties  ;  et  Ton  trouvera 
toujours  une  égalité  parfaite.    *      ' 

Prenons  pour  exemple  le  cas  où  Fhypoténusè 
BC  seroit  considéréecomrae  partie  moyenne ,  le* 
adjacentes  seront  B  et  C,  et  les  parties  séparées 
seront  AB  et  AC;  parcequ'en  effet  ces  côtés  sont 
séparés  delà  partie  moyenne  par  les  anglesBet  C 
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posés  entre  k  base  tt  chacun  de  ces  côtés*  L# 

co-sînus  de  BC  est   égal  à  -^  j  celte  quantité 

multipliée  par  le  rayon  pris  pour  unité  sera  tou- 

jours -g^  j  la  co-tangente  de  Fangle  B  est  égaiç 

à  ^  qùî  mukipKée  par  ^p^^^  co  -  tangente  de 

l'angle  C  donne  au  produit^.  Pareillement  le 

produit  du  siiius  total  pour  le  JC0*-sinus  de  la  par- 
lie  moyenne,  t  sera  çncore  é^l  au  produit  des 
sinus  des  parties  séparées ,  en  prenant  pour  cdtés* 
les  compléments  de  ces  côtés.  En  effet  le  co-si- 

nusde  AB=^,  et  le  co-sînus  de  AC  =qqJ 

idont  le  produit  par  le  premier  est  encore  égal  à 

'  éà*  ^^  vérifiera  de  là  même  manière  ,  tous  les 

cas  du  théorème  ;  d'où  suit  la  vérité  de  cette 
proposition  qui  contient  la  résolutioti  de  tous 
es  cas  des  triangles  sphériques  rectangles.   C 
52-  F.  D.      • 

;,  C'est  au  célèbre  Neper.j  si  contiti  par  la  dé- 
couverte des  logarithmes ,  que  l'on  est  redev^^ble 
fde  cette  proppsitiçn  singulièrement  utile  pojur 
la  résolution  de  tous,  les  ca$,  des  triangles  sphéi- 
pques  rectangles  \  et  par  laquelle  on  peut  se 
passer  d'une  tal)le  pour  le  mê^me  objet*  iions  U 
^.oindrons  néann^oins  ^ci ,  afin  de  rendre  ce  tr^é 
aussi  compilât jqu  il  est  possible»^    . 


r. 
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De  la  valeur  des  angles  d*un  trlanele 
sphérique  rectangle ,  eu  égard  à  celle 
des  côtés  qui  comprennent  Tangle 
droit. 


THiOAÊME,     GENéRAL* 

570.  Dans  un  triangle  sphérique  rectangle 
quelconque  ;  !"*•  les  angles  sur  F  hypoténuse 
.sont  de  même  espèce  que  Ifis  cotés  opposés  }  a^. 
l hypoténuse  est  moindre  ,  ou  plus  grande  qiû3 
.90°,  suii^antque  les  côtés  de  i  angle  droit  sorit 
de  même  ou  de  difféfente  espèce;  c'est-à-dire 
que  l'hypoténuse  sera  moindre  que  90°,  si  les  cà- 
tés  de  l'angle  droit  sont  tous  deux  plus  petits, 
ou  deux  plus  grands  que  00°  ^'  et  que  la  même  hy^ 
poténuse  sera  plus  grande  que  90°  j  si  tun  dés 
cotés  est  moindre ,  et  si  Vautre  est  plus  grfind 
que  90°.  ^ 

DiMOKSTRATIOK. 

Soit  le  triangle  spnérique  BAC  (Jig.  S  )  rectan^ 
gle  en  A  ;  et  soient  prolongés  les  côtés  AB  ^  AC 
de  l'angle  droit,  jusqu'à  ce  qu'ils  se  rencontrent 
de  nouveau  en  a,  pour  former  un  nouveav 
triangle  sphérique  B^  aussi  rectangle  en  a. 
Soient  encore  pris  sur  les  côtés  AC ,  AB  les  arcs 
AD,  AF  diacun  de  90**  ;  les  points D ,  F  seront 
les  pôles  des  arcs  ABa  >  ADa  ;  enfin  soient  tirés 
les  arcs  DF,  DBetCF., 
.    Cette  construction  bien  entendue  »  il  est  vîsi* 
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ble  que  les  angles  DFA  ,  DBA  et  DGF  sont 
droits  (  n''  56o)  /  donc,  en  supposant  d^  abord  les 
côtés  AB  ^  AC  plus  petits  que  90*"  ^  les  angles 
ABC  et  ACB  sont  aussi  moindres  que  90*^ ,  puis- 
que pour  avoir  ces  mêmes  angles  ,  il  faut  retran- 
cher des  angles  droits  ABD  et  AGF  les  angles 
DBC  et  BCF.  Si  Ton  suppose  que  les  c6tés  aB, 
aC  de  l'angle  droit  BaC ,  soient  chacun  plu* 
grands  qtie  90**  ;  il  n'est  pas  niAins  évident  que 
-boui"  avoir  les  angles  oBC  et  aCB ,  il  faut  ajouter 
les  mêmes  angles  DBC  et  FCB  aux  angles  droits 
oBDetaCF;  donc,  î°.  les  angles  sur Thypoté- 
nuse  sont  de  même  espèce  que  les  côtés  opposés 
C  Q.  F.  1^  D. 

2°.  Ali  triangle  sphérique  obliquangle  DCB  » 
âcause  que  le  plus  grand  angle  est  opposé  au  plus 
^rand  coté  ,  et  le  plus  petit  angle  au  plus  petit 
côté ,  il  est  visible  que  BC  opposé  à  Tangle  aigu 
BDC  mesuré  par  l'arc  AB  moindre  que  90'' ,  par 
^hypothèse ,  est  plus  petit  que  le  côté  BD  opposé 
à  rangle  BCD  démontré  obtus-  Mais  Tare  BD 
est  de  90*" ,  à  cause  que  D  est  le  pôle  de  Tare 
ABC  ;  donc  BC  est  moindre^ue  90"* ,  soit  qu^on 
-coilsîdate  le  triangle  BAC  ,  soit  que  Ton  prenne 
3e  triangle  BaC.  Donc  l'hypoténuse  est  moin- 
dre  que  90'' ,  lorsque  les  deux  côtés  de  l'angle 
droit  sont  tous  les  deux  moindres  ou  tous  deux 
plus. grands  que  96^  Enfin,  dans  le  cas  où  Fun 
<Jes  côtés  de  Tangle  droit  est  plus  petit  et  l'autre 
plus  grand  que  90*"  ;  ayant  pris  le  côté  Ab  plus 
;grandque'90^ ,  et  tiré  l'arc  bC  ;  au  triangle  sphé- 
rique obliquangle  bCF ,  le  côté  bC  opposé  àr  an- 
•gle  obtus  pFC  sera  plus  grand  que  le  côté  CF  op-. 
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poséàrangle  Abc  évidemment  aîgu ,  puîsqu^il  est 
égala  l'angle  droit  DbA  moins  l'angle  DbC  ;  mai» 
l'arc  FC  est  de  90*" ,  à  cause  que  le  point  F  est  le" 
poie  de  l'arc  ADa  ;  donc  l'hypoténuse  bC  est  plus' 
grande  que  90*  ;  soit  que  l'on  considère  le  trian-*^ 
gle  bAC,  soit  qu'on  l'attribue  au  triangle  hàC  ^ 
dans  chacun  desquels  les  deux  côtés  de  l'angle 
droit  sont  l'un  aigu  et  l'autre  obtus.  Donc  Iny-^ 
poténuse  est  moindre  ou  plus  grande  que^d^y 
selon  que  les  cotés  de  l* angle  droit  sont  de. 
même  ou  de  différente  espèce ,  C.  Q.  F.  a**.  D. 

CoROLLAïas. 

571.  Il  suit  du  théorème  présent  que  si  les  an^ 
gles  sur  l'hypoténuse  d'un  triangle  rectangle , 
sont  tous  deux  aigus  ou  tous  deux  obtus  j  les 
côté?  de  l'angle  droit  sont  aussi  tous  deux  plus 
petits  I  ou  tous  deux  plus  grands  aue  90"^;  et  quesî 
l'hypoténuse  est  moindre  ou  plus  grande  que 
90'' ,  les  côtés  de  l'angle  droit  sont  tous  deux  de 
ihéme  espèce  ,  ou  l'un  aigu  et  l'autre  obtus. 
Cette  proposition  est  le  réciproque  du  théorème 
•que  nous  venons  de  démontrer. 

O  B  s  a  a  V  A  T 1 0  N.v 

Dails  toutes  les  tables  pour  la  résolution  des 
difFérencs  cas  des  triangles  sphériques  rectangles^ 
il  y  en  a  un  dans  lequel  les  parties  du  triangle  à 
résoudre,  restent  indéterminées,  et  sont  aS^ec- 
lées  du  mot  douteux.  Nous  allons  montrer  à, 
quoi  cela  tient ,  afin  de  ne  rien  laisser  à  désirer 
-sur  cette  partie. 

Soit  donc  un  triangle  sphérique  BAC ,  rectan-, 
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le  en  A  {Jig.  6  ) ,  «oient  prolongés  les  côtés  AB 
le  Tangle  droit ,  et  l'hypoténuse  BC  ,  jusqu'à  ce 
qu'ils  se  coupent  de  nouveau  en  b.  Il  est  évident 
eue  le  côté  AC  appartient  également  au  trian- 
gle ABC  et  au  triangle  AbC  ,  dans  lesquels  les 
angles  ABC  et  AbC  opposés  au  côté  commun 
j^C  sont  égaus;  ;  mais  dans  Tun  ,  Thypoténuse 
BC  est  moindre  que  90° ,  et  dans  l'autre  -^  l'hy- 
poténuse bC  est  plus  grande.  Dans  le  premier  1 
AB  est  plus  petit  que  90° ,  et  dans  le  second , 
le  côté  Ab  est  plus  grand.  Enfin  l'angle  ACB  du 
premier  est  aigu  ,  et  l'angle  ACb  du  second  est 
obtus.  On  voit  donc  que  si  Ton  donne  dans  un 
triangle  rectangle  ,  un  angle  et  le  côté  opposé  ; 
fes  trois  autres  parties  ,  savoir  l'hypoténuse  , 
l'autre  angle  et  le  troisième  côté  restent  dou- 
teuses. Malgré  cela  ,  dans  les  calculs  astrono- 
Hiiques  il  n'y  a  jamais  d'équivoque  ,  parceque 
ton  sait  toujours  si  la  partie  que  l'on  cherche 
est  moindre  ou  plus  grande  que  90"" ,  attendu 

Sue  les    conditions  du  problème  à   résoudre 
xent  le  cas  qui  doit  avoir  lieu. 

§.    IIL 

572.  De  là  résolution  des  triangles  sphéri^ 
wiques  ôbliquangles.  ^ 

DEFINITIONS* 

Soit  un  triangle  sphérîque  quelconque  BAC , 
{fig.  7  )  et  de  1  un  de  ses  angles  ,  comme  A  soit 
^[baissée  sur  le  côté  opposé  !BC  la  perpendicu- 
laire AD  ,  qui  tombera  au^dedans  du  triangle  »  ^i 


les  angles  sûr  la  base  sont  de  même  espèce  « 
ou  au  dehors  si  l'un  est  aigu  et  l'autre  obtus.  \\\ 
Les^  angles  BAD  ,  CAD  que  forment  les  côtés  de 
r angle  BAC  a^^ec  la  perpendiculaire  AD  seront 
nommés  les  segments  de  l'angle  vertical  ;  2^.  Les 
parties  BD  et  DC  ,  qui  expriment  lès  distances 
des  points  B  et  C  à  la  perpendiculaire  AD  ,  se- 
ront nommées  les  segments  de  la  base.  3°.  Si  l'on 
considère  les  segments  BAD .,  CAD  de  l'angle 
vertical ,  comme  un  terme  moyen  ;  les  côtés  AB  , 
AC  seront  nommés  parties  adjacentes  ;  parce- 
qu'en  effet  elles  touchent  immédiatement  ces 
mêmes  angles  ;  et  les  angles  BeCC  suria  base 
Bc  ,  seront  nommés  parties  opposées  ou  sépa-^ 
rées.  4°.  Enfin  ,  si  l'on  prend  chacun  des  seg- 
ments BD ,  CD  de  la  base  pour  partie  moyenne,* 
les  angles  B  et  C  seront  les  parties  adjacentes  ^ 
parceau'en  effet  elles  tiennent  immédiatement  à 
ces  mêmes  segments;  et  les  côtés  AB^  AC  se- 
ront les  parties  opposées  ou  séparées  à  l'égard 
des  mêmes  segments.  Cela  supposé  ,  nous  al-* 
Ions  établir  le  théorème  suivant ,  duquel  dépend 
en  grande  partie  la  résolution  des  triangles  sphé^ 
ques  obliquangles. 

•  

TnioniME  GimiKKU 

» 

5j3.  Supposant  toutes  choses ,  comme  elles 
0ru  été  établies  dans  les  définitions  précédentes  ;. 
en  aura  i°.  lessi/ius  des  segments  de  l'angle  ver^ 
4ical ,  comme  les  cp-sinus  des  parties  séparées  ; 
et  les  cosinus  des.  méme9  segments  ,  comme  les 
ço-tangcntes  des  parties  adjacentes. 


/ 
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2°.  Les  sinus  des  segments  de  la  base  ,  -comfhê 
les  CO' tangentes  des  parties  adjacentes  ;  et  les 
cosinus  des  mêmes  segments  y  comme  les  co-si^ 
nus  des  parties  séparées. 

Nous  avons  à  prouvet , 

1*.  que  sin.  BAD  î  sin.  CAD  :  ;  cos.  B  :  cos.  C. 
2°.  que  COS.  BAD  :  cas.  CAD  :  :  cot.  AB  :  cot.  AC. 
3**.  que  sin,  BD  :  sin,  CD  :  :  cot,  B  :  cot.  C. 
4^.  que  COS.  BD  :  cas.  CD  :  :  cos,  AB  :  cos.  AC. 

DiMONSTRATIOK. 


-  Au  iriançle  BAD  ,  regardant  Tangle  en  B , 
comme  partie  moyenne  ,  le  côté  AD  et  Tangle 
BAD  seront  les  parties  opposées  ou  séparées  ;  et 
l'on  aura  par  le  théorème  deNeper^  Rx  cos.  B=3 
sin.  BAD  x  cos.  AD ,  ouR  :  cos.  AD  :  :  sin.  BAD: 
eos.  B.  Et  par  le  même  théorème  le  triangle  CAD , 
donnera  par  la  même  raison  R  :  cos.  AD  :  : 
sin.  CAD  :  cos.  C.  Donc,  puisque  ces  deux  pro- 
portions ont  le  même  premier  rapport ,  les  dep* 
niers  sont  aussi  égaux  ,  et  donnent  sin.  BAD  ; 
cos.  B  :  :  sin.  CAD  :  cos.  C^  ou  sin.  BAD  :  sin*] 
CAD  :  :  cos.  Bicos.C....CQ.  F.  i^  D. 

De  même  encore  au  même  triangle  BAD  ,  re- 
tardant Tançle  BAD  comme  partie  moyenne , 
les  parties  adjacentes  seront  AB  et  AD  ;  on  auF9 
donc  par  le  théorème  àeNeper^  R  x  cos.  BAD 
^=:tBng.  AD  X  eot,  K&  ;  ou  ,  ce  qui  revient  au 
même  R  :  tang.  AD  :  :  cot.  AB  :  cos.  BAD  ;  le 
triangle  CAD  donne  aussi  par  la  même  raison  R  '- 


I 
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1to/i^.  AD  :  :  cos.  AC  ;  cos.  CAD  ;  donc  cos.  AB  : 
COS.  BAD  :  :  cos.  AC  cos.  :CAD  j  ou  aUernando  et 
invertendo  cos.  BAD  :  cos^  CAD  :  :  cot.  AB  ; 
CGC.  AC.  C.  Q.  F.  2^  D. 

Considérons  encore  au  triangle  rectangle 
BDA ,  le  segment  BD  comme  partie  moyenne  ; 
la  perpendiculaire  AD  et  l'angle  B  seront  parues 
adjacentes  ;  et  par  le  théorème  général',  on  aura 
R  X  sîn.  BD  =  cot.  B  x  tang.  AD  ;  ou  R  : 
icing.  AD  :  :  cot.  B  \  sin.  BD.  Par  les  mêmes  rai- 
sons^ le  triangle  CAD  donnera  R:  tang.  AD:: 
COL  C  :  sin.  CD.  Donc  sin.  BD  .:  sin.  CD  :  :, 
ot.'B^cot.  C    C.  Q.  F.  3".  D. 

Enfin  prenant  AB  et  AC  pour  parties  moyen'- 
nés,  aux  mêmes  triangles  BAD  et  CAD  la  per- 
pendiculaire AD ,  et  les  segments  BD  et  DC 
de  la  base  seront  àes  parties  opposées  ou  sépa- 
rées; on  aura  donc  fl  x  cos.AB=:cos.'AÙk 
COS.  BD  ;  et  R  X  cos.  AC  =  cos.  AD  x  cos.  CD  ou 
bien  en  mettant  ces  égalités  en  proportion ,  R  : 
COS.  AD  :  :  cos.  BD  :  cos.  AB  ,  et  R  :  cos*  AD  :  :. 
COS.  CD  :  cos.  AC;  d'où  Ton  tire  sur  le  champ  , 
COS.  BD  :  cos.  CD  :  ;  cos.  AB  :  cos.  AC  ;  c'est- 
à-dire  que  les  co  -  sinus  des  segments  de  la  basa 
sont  comme  les  co  -  sinus  des  cotés  AB  et  AC  , 
ui  en  sont  séparés  par  les  angles  ABD  et  ACD.i 
;.  Q.  F,  4°.  D. 

Ce  théorème  qui  complet  te  la  théorie  de  iVi?/7er 
est  dû  à  M.  Pin^ ,  astronome  des  plus  distin- 
gué de  Facadémie  royale  des  sciences. 

Préparation  au  théorème  suivant. 
574.  Soit  un  triangle  sphérique  quelconque 
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BAC  Çjig.S),  dont  les  trois  côtés  AB  ,  AC  el"  BC 
sont  supposés  connus.  Concevant  que  Ton  ait 
tracé  le  cercle  entier  C  AQ ,  don  t  l'arc  AC  est  un  des 
côtés  du  triangle  BAC  ;  soit  prolongé  l'autre  côté 
AB  de  l'angle  BAC  indéfiniment,  et  sur  le  même 
côté  ainsi  prolongé  ,  soient  pris    l^  l'arc  AD 
fc=  AC  ,  2*".  les  arcs  BF  et  DG  chacun  égal  au 
côté  BC  opposé  à  l'angle  BAC.  Soient  tirées  les 
cordes  DF  ,  BG  ;  puis  ayant  encore  pris  sur  le 
côté  AC  l'arc  AE  =^AB  ;  soient  menées  les  cor- 
des B£  et  DC  ,  ainsi  que  les  arcs  dé  grands 
cercles  qui  passent  par  les  points  B  ^  E  ;  D ,  C ,  et 
par  le  centre  de  la  sphère.  Concevons  enfin  deux 
circonférences  de  cercle  qui  passent  par  les  trois 
angles  du  triangle  BGE ,  et  par  ceux  du  triangle 
FBC  ;  avec  une  tangente  Bo  au  point  B  de  l'une 
des  circonférences  dont  nous  venons  de  parler. 
Cette  construction  bien  entendue  ;  à  cause  des 
«rçs  égaux  AB  ,  AE  et  des  arcs  AD  ,  AC  aussi 
égaux ,  le.s  cordes  BE,.CD  ;  BG^DF  seront  paral- 
lèles ;  d'où  il  suit  que  les  plans  des  triangles  GBE, 
FDC  seront  aussi  parallèles ,  et  que  ces  triangles- 
ont  les  angles  GBË,  FDC  égaux  entre  eux;  com- 
me formés  par  des  lignes  GB ,  BE ,  DF  elDC  res- 
Jectivement  parallèles  deux  à  deux.  Revenons 
la  considération  du  cercle  que  nous  avons  ait 
passer  par  les  points  F ,  B ,  C  ,  auquel  nous 
avons  mené  par  le  point  B  la  tangente  Bo  ;  cette 
ligne  sera  parallèle  à  la  ligne  FC  ,  à  cause  des 
arcs  égaux  BF  et  BC  dont  les  cordes  sont  aussi 
égales  î  d'où  il  suit  que  l'angle  DFC  est  égal  à 
l'angle  GBo;  puisque  ces  angles  sont  formés  par 
iies  %nes  BG ,  Dr  }  Bo  et  CF  respectivemeat 
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parallèles.  Si  Ton  se  rappelle  encore  que  deui 
plans  parallèles  coupés  par  un  troisième  ,  doa-» 
lient  des  sections- parallèles  ;  on  verra  que  la 
tangente  Bo  parallèle  à  FC  est  la  commune  sec- 
tion du  plan  du  cercle  qui  passe  par  les  troîisi 
points  G>  B^E  ,  et  de  celui  qui  passe  parles  trois 
points  du  cercle  FBC  ;  donc  puisque  toute  tan- 
gente est  dans  le  plan  du  cercle  qu'elle  touche  ^ 
la  ligne  Bo  sera  dans  le  plan  du  cercle  GBE  ; 
d'ailleurs  ,  elle  est  aussi  dans  celui  du  cercle 
FBC  ;  et  parceque  le  point  B  est  commun  à  ces 
deux  cercles  ,  la  ligne  Ba  sera  la  commune  sec- 
tion des  plans  FBC  et  GBE ,  et  en  môme  temps 
la  tangente  commune  au  même  point  B  de  ces 
.deux  circonférences  :  mais  l'angle  BFC  du  seg- 
ment est  égal  à  l'angle  GBo  formé  par  Ja  corde 
BG  et  par  la  tangente.  On  voit  donc  que  les 
triangles  BEG  et  DFC  sont  semblables  ,  puisque 
ces  deux  triangles  ont  deux  angles  égaux  chacun 
à  chacun.  Ainsi  leurs  côtés  homologues  seront 
proportionnels,  et  nous  pourrons  nous  en  servir 
pour  former  des  proportions  ^  quand  nous  le  ju- 
gerons à  propos* 

Corollaire    !« 

575.  Il  suit  de  notre  construction  que  si  Tort* 
divise  les  arcs  DF  et  BG  en  deux  parties  égalesi 
ar  la  droite  MNP ,  les  lignes  DN  et  BP  seront 
es  sinus  des  arcs  DM  et  BM  mokiés  dôs  mêmes 
'  arcs.  Il  suit  aussi  qu'à  cause  des  arcs  AB  ,  AE^ 
AD  ,  AC  respectivement  égaux  ;  si  l'on  tire  Tard 
ALK.  perpendicuFaire  aux  arcs  BE  <  DC  ;  il  di- 
visera les  mêmes  arcs  en  doux  parties  égales  | 


le 


/ 
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et  si  des  pomt  L  ,  K  on  mené  les  lignes  LT  ,  KH 
perpendiculaires  aux  cordes  BE  ,  DC  les  lignes 
BI  j  DH  seront  les  sinus  des  arcs  BL^  DK  ,  moi- 
tiés des  arcs  ELB  ,  CKD.    . 

COROLLAIRB      IL 

5y6.  n  suit  encore  de  notre  construction  que 
l'on  aura  DM  = -^^^^i^  — AC,  elBM=: 
AL+AÇ+BC _ ^g  c^j. DF  =  AB -h BF  —  AC 
_  AB-f-BC— ACî  puisque  l'on  afàit  BF=BC, 
€t  AD=AC.  donc  DM,  ou  i  DF  =:=ab-i-bc-ac 

AB  +  AC+  BC  __  ^ç       jg    ^^^g  gQ  _  ^U 

K-DG  —  AB  =  AC  H-  BC  — AB;  donc  BMoa 

a    '  '■         a  3^  '  r 

qu'en  réduisant  Tentier  AB  affecté  du  signe  — 
en  fraction  ,  on  retrouve  la  même  expression. 

Corollaire    IIL 

577.  Les  triangles  DFC  et  BEG.,  ayant  été 
démontrés  semblables  (  n°  578)  donneront  BG  : 
BE  :  :  DC  :  DF  ,  ou  en  prenant  les  moitiés  de 
ces  lignes  BP  :  BI  :  :  DH  :  DN.;  donc  BP  xDN 

=.  DH  X^I,    ou  Sin.  (AB-fAC4-BC_  ^g^  ^ 

^n.  Çi±tJ^±^^At)  =  sin.  BL  x  J//Z.DK. 

Théorème 

578.  Dans  un  triangle  sphérique  quelconque 
BAC,  dont  on  çonnoit  les  trois  t^dtés ,  on  aura 
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cette  proportion  ;  le  produit  des  sinus  des  côtés 
€jui  comprennent  un  anç(le  quelconque ,  est  an 
produit  des  sinus  des  différences  de  chacun  de  . 
ces  cotés  à  la  demi-somme  des  trois  côtés  ;  corn- 
me  le  quarré  du  rayon ,  est  au  quarré  du  sinus 
cte  la  moitié  de  V angle  compris  entre  ces  côtés. 

Au  triangle  sphérique  rectangle  ALB ,  on  aura 
R  :  sin.  AB  :  :  sin.  BAL  ou  sin.  5  BAC  :  BL  Pa- 
reillement au  triangle  AKD  aussi  rectangle  en  K  ^ 
on  a  R  :  sin.  AD  ou  sin.  AC  :  :  sin.  BAK  ou 
^//2.  jBAC  :  DH  ;  donc  en  multipliant  ces 
deux  proportions   termes  par   termes  on  aura 

R*:  sin.  AB  x  sin.  AC  :  :  sin.  *  ^  BAC  :  BI  x  DH 
ou  sin.  BL  x  sin.  DK  ;  mais  on  a  fail  voir  au 
dernier  corollaire  que  sin.  BL  x  stn.  DK=^/«* 

Donc  en  substituant  cette  valeur  du  dernier  pro- 
duit ,  on  aura  sin.  AB  x  sin.  AC  :  sin^ 

(à^l±J^l±^^AC)  X  sin. (  AB4-AC-f-BC_^^  ^ 

t  r  RR  :  j//z,  *-^BAC C  Q.  F.  D. 

Ces  théorèmes  bien  entendus  ,  il  n'y  aura  aur 
cune  difficiiUé  à  résoudre  lous  les  cas  des  trianr 
gles  sphériques  obliquangles  ,  comme  on  va  le 
voir  dans  les  problêmes  suivants. 

■ 

'P  K  O  Bh  i  Nt%      L 

,  579.  Connaissant  dans  un  triangle- sphérique 
*deux  côtés,  et  F  un  des  angles  opposés;  trouver: 
toutes  les  parties  de  ce  triangle.  (  fig.  7.  ) 

Ffiii 
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Solution, 

Soient  ABetAC  lescôtés  donnés  avccTanglcB 
opposé  au  côté  AC  i°.  Pour  avoir  Tangue  C,  on 
fera  sin.  AC  \sîn^  B  :  :  sin.  AB  :  sin.  C  j  a"*,  ayant 
abaissé  du  troisième  angle  une  perjpeudiculaire 
AD  au  côté  BC  ,  dans  le  triangle  rectangla 
BDA  on  connoît  le  côté  AB  et  Tangle  B ,  donc 
on  aura  le  segment  BD  par  cette  proportion  R  : 
COS.  B  :  :  tan^^  AB  :  tang.  BD.  Ayant  déterminé 
Je  segment  BD ,  on  aura  le  segment  CD  par  la 
proportion  cos:  AB  ;  cos,  AC  :  ;  cos.  BD  :  cos.  CD, 
jtt  prenant  la  somme  ou  la  différence  des  s^- 
ments  BD  et  CD ,  suivant  que  la  perpendiculaire 
tombe  au-dedans  ou  au-déhors  ou  triangle  ,  on 
^ura  le  troisième  côté  BC ,  avec  leqnel  on  calco* 
lera  le  troisième  angle  BAC  par  la  proportion 
entre  les  sinus  des  angles  et  ceux  des  cAtés 
qui  leur  sont  opposés^  C,  Q,  F,  T.  et  P, 

Problème    IL 

58o,  ^onnoîssant  dans  un  triangle  deux  ah 
fhs,  et  Vun  des  cotés  opposés  ;  trouver  toiueski 
^Uitrçs  parties  du  triangle,  (  fig^  7  ), 

Solution^ 

Soitle  triangle  BAC  ^  dans  lequel  on  connohlcs 
angles  B  et  C  ^  avec  le  côté  AB  opposé  à  Tançte 
C  ;  1  ^,  on  cherchera  d'abord  le  côté  AC  par  1  ^- 
ïialogie  commune  sin^  C  ;  sin^  AB  ;  :  ^in.  B: 

^i/u  AC  }  a^  ensuite  ayant  abaissé  de  Tsn^le  A  • 
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la  perpendiculaire  AD  ;  au  triangle  rectangle  BD  A 
on  aura  R  x  cos.  AB  î=  cot.  B  x  cot.  BAD  j  ou 
cot.  B  :  cas.  AB  :  :  R  :  cot.  BAD  ;  ensuite  par 
l'article  2  du  n^  i  yS ,  on  fera  cot.  AB  :  cot.  AC  :  : 
eus.  BAD  :  COS.  CAD  ,  et  prenant  la  somme  ou 
la  différence  des  segments  BAD  et  CAD  de  Tan- 
gle  vertical,  suivantque  la  perpendiculaire  tombe  . 
au  dedans  ou  au  denors  du  triangle  ,  on  aura  le 
troisième  angle  BAC ,  avec  lequel  on  calculera  le 
troisième  côté  par  Tanalogie  commune.  C.  Q.  F*j 
3°.  T.  et  D. 

Problême.     II  L 

58 1 .  Connoissant  dans  un  triangle^  sphériqué 
quelconque  ;  deux  côtés  et  V angle  compris  \  trour^ 
ver  les  autres  parties  du  triangle  (  fig  .7  )•. 

_  « 

S  O  1  U  T  I  O  K* 

Soit  le  triangle  BAC  dans  lequel  on  connoît  les 
deux  côtés  BA  et  BC  avec  l'angle  B  qu'ils  com- 
prennent ;  on  abaissera  de  l'un  des  angles  in- 
connus comme  A  la  perpendiculaire  AD  ^  ce  qui 
donnera  un  triangle  rectangle  BDA  ,  auquel  on 
connoîtralesegmentBD,  par  le  théorème  général 
àeNeper,  qui  donne  cette  proportion  cot.  AB  t 
COS.  B  ;  :  R  :  tang.  BD.  ôtant  l'arc  BD  du  eôté 
connu  BC ,  on  aura  le  segment  CD.  Pour  avoir  le 
côté  AC ,  on  fera  la  proportion  cos.  BD  :  caj.  CD 
:  :  coj. AB:  cos.  AC  ,  aémontrée  au  quatrième 
article  du  rf5j^\  ce  qui  donnera  le  troisième 
côté  AC.  Enfin  l'on  aura  les  angles  en  A  eler» 
C  par  l'analogie  commune  qui  établit  les  sinus  des 
angles  ,  comme  les  sinus  des  côtés  opposés^ 
C.Q.  F.T.etD,  FfW  "* 


I 
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PROBLâMB      IV. 

582.  Connoîssant  dans  un  triangle  sphériqw 
'quelconque  ,  deux  angles  sur  un  côté  ;  trouver 
ioutes  les  autres  parties  du  triangle  (  %•  7  )• 

r 
/ 

Solution. 

Soit  toujours  le  triangle  BAC  ,  auquel  on  coq- 
fcoît  le  côté  AB ,  avec  les  deux  angles  en  A  et  en  B 
adjacents  à  ce  côté.  De  l'un  des  angles  donnés 
comme  A ,  Ton  abaissera  la  perpendiculaire  AD 
au  côté  inconnu  BC;  et  Toil  aura  un  triangle  rec- 
tangle BDA  ,  auauel  on  connoîtoutreFangle  droite 
le  côté  AB  y  et  1  angle  B  qui  lui  est  adjacent.  Re- 
gardant ce  côté  AB  comme  partie  moyenne ,  Van- 
gle  B etPangle  BAD  seront  parties  adjacentes,  et 
(donneront R  x  cos.  AB=cor.  B  x  cot.  BAD j ou 
eot.  B  :  COS.  AB  :  :  R  :  cot.  BAD,  ce  qui îaXi  coq-  1 
Boître  le  premier  segment  de  Tangle  vertical  ;  le  1 
xetrànchant  de  Tangle  connu  BAC ,  on  aura  le 
teecond  segment  CAD  ;  avec  ces  deux  angles 
BAD ,  CAI)  on  trouvera  le  côté  AC  par  la  pro- 
portion COS.  BAD  ;  COS.  CAD  :  :  cot.  AB  :  cet.  AC 
démontrée  au  second  article  du  n""  1 73»  Enfin  Ton 
)b*ouvera  Tangle  C  »  et  le  côté  BC  par  Fanalog^e 
entre  les  sinus  des  angles ,  et  ceux  des  côtés,  op? 
posés.  C  Q.  F.  T.  et  D. 

Problêmb    VI 

583«  Connaissant  les  trois  côtés  dun  iriangk 
%n€lconquc  \  trcwer  un  de  ses  angles^ 


i 


X  sin.  AC  :  sin.  l  — -^ 
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Solution. 

Ayant  fait  la  demi-somme  des  trois  côtés  ;  si 
c'est  l'angle  A  que  Ton  veut  trouver  ;  on  fera 
la  proportion  démontrée   au  n*"  678 ,  «/ï.AB 

-ab) 

X  ^/n.(^^5L±^^±^— AC)  :  :  RR  :  sin^\^kC% 

et  le  Quatrième  terme  donnant  lamoitîé  de  Fangle 
'  cherché  ,  on  aura  l'angle  entier  BAC.   C.  Q.  F.. 
T.  et  D.  ' 

ProblâmbVL 

» 

584.  Connoissant  les  crois  angles  d'un  trîangh 
sphérique  quelconque  ;  trouver  celui  que  F  on 
voudra  de  ses  côtés. 

Solution, 

Ayant  fait  un  nouveai^  triangle  dont  les  côtés 
soient  suppléments  des  angles  du  triangle  donné 
(  par  le  n*"  578  )  on  en  calculera  les  angles  qui 
seront  les  suppléments  des  côtés  que  Ton  de 
mande.     C.  Q.  F.  T.  et  D. 

S  IV. 

De  là  résolution  des  triangles  sphéri" 

Sues  ol;)liquângles  ^  par  les  analogies 
e  Neper. 

Préparation  aux  Théorèmes  suivants. 

585.  Soienfdeux  arcs  quelconques,  Tun  AM 
plus  grand  (^^:  9) ,  que  nousdésigueronspar  A; 
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l'autre  ANpl^s  petit  que  nous  nommerons  B.  De* 
points  M  ,  N  extrémités  de  ces  arcs,  soient  me- 
nées aux  diamètres  Aa ,  Bb  perpendiculaires  en- 
tre eux  ,  et  dont  le  premier  passe  par  Tori^ne 
commune  A  de  ces  deux  arcs ,  les  perpendicu- 
laires MP ,  NQ  ;  MR,  NSàces  mêmes  diamètres; 
lesquelles  soient  prolongées  jusqu'à  ce  qu  elles 
rencontrent  de  nouveau  la  circonférence  aux 
points  m  ,  n  ;  K  et  L.  Soient  de  plus  meHées  les 
cordes  MN ,  ML  ;  mN  •  mL  auxquelles  soient 
abaissées  les  perpendiculaires  CF,  ClG;  Cf,Cgquî 
diviseront  ces  cordes  et  les  arcs  quelles  soutien- 
nent en  deux  également.  Enfin  soient  menées 
par  les  points  N  ,  L  les  tangentes  TNt ,  VLu, 
terminées  aux  rayons  perpendiculaires  CF ,  CG  ; 
Cf,  Cg  prolongés  autant  qu  il  sera  nécessaire. 
Cette  construction  bien  entendue  ,  on  verra , 
x\  que  1  arc  Mn  =:  A  -4-B  ;  2^  que  Tare  MN  = 
A—  B  î  3^  que  Hm  =:sin.  A-^sin.  B  ;  4°.  que 
MH  r=  sin,  A  —  sin.  B  ;  5°.  que  HL  ou  Pq  = 
COS.  B  H-  COS.  A  ;  6^  queMH  ouPQ  =  cos.  È  — 
COS.  A  ;  f.  que  NT=:  tang.  G  Ah-^B  )  ;  8°.  que 
'Nl=ztang.  (iA— iB);  9°.  que  MG  et  CG  sont 
respectivement  égales  à  cos.  (^  A-H^B)  et  à  sin. 
(lA-h^B);  lo^  que  NF  ou  MF  et  CF  sont  aussi 
respectivement  égales  à  sin.  (^A— ^^B  ) ,  et  à  cos^\ 
(  i  A  —  ^  B  )  ;  li^.  que  ML  =t  à  Cf  =  2  cas. 
(lA-H^B)  ;  12°.  que  mL=  2CF=  2  cos. 
(iA  — ^B).  CarrarcML=i8o^  — A  — B; 
donc.;ML=:90^— 5  A  — ^B  ;  ou ,  ce  qui  revient 
au  m^me ,  Tare  MO  moitié  de  ML  est  complément 
de  l'arc  égal  à  la  demi-somme  des  arcs  A  et  B,.v 
Donc  MG  sinus  de  Tare  MO  est  le  co-sinus  de  la 


^ 


\ 


\  THiORlQUl    ET    PRATIQUE.  4% 

ihème  demi-somme ,  et  par  conséquent  égala  Cf. 
De  même  mL  =  180°  -+-B  — ;  A  ;  donc  ^  mL  = 
00°  —  ^  A  -4-  ^  B  ;  c'esl'à-dire ,  que  la  moitié  de 
1  arc  mL  est  complément  de  la  demi  -différence 
des  arcs  A  et  B  ;  et  par  conséquent  Lg  ou  mg 
est  co-sinus  de  ^  A  —  ^  B  ;  d'où  il  suit  évidem- 
ment que  mL  =  a  CF  ^  puisque  GF  est  égal  au 
co-sinus  du  même  arc.  Tout  ceci  bien  entendu^ 
les  théorèmes  suivants  n'auront  aucune  difficulté«i 

THÉÔRâlftE      L 

586.  Supposant  toutes  choses ,  comme  dans 
la  construction  précédente  j  je  dis  que  Von  aura, 
1*"-  sin,  A  -h  sin.  B  =  2  sin.  (;A-h^B)  x 
COS.  (^A — jB);  2°.  que  sin.  A  —  j//2.  B  = 
acoj.  ('^A  -+-iB)  y.  sin.  (^A  — ^B).  * 

DEMONSTRATION. 

Les  irîangles  rectangles  mHL  et  mCf  sont  sem- 
blables ,  puisqu'ils  ont  les  angles  HLm  et  f  Cm 
égaux  entre  eux,  comme  ayant  pour  mesure  le 
mêipe  arc  om  ;  et  donnent  mH  :  mL  :  :  mf  :  mC  ; 
ou  sinrK  -h  sin.  B  :  2  cos.  (  \  A — ^B)  :  :  sin. 
(î  A-t-ïB  )  :  R  ;  d'où  il  suit,  en  faisant  le  rayon 
égal  à  l'unité  ,  que  sin.  A  -f-  sin.  B  =  2  cos. 
(îA  — iB)xJw.  (^A-+-iB).  C  Q.F.  1°.  D. 

2°.  A  cause  des  triangles  rectangles  MHN  et 
Cfm  aussi  semblables  >  à  raison  des  angles  égaux 
HMN  et  fCm ,  on  aura  encore  MH  :  MN  :  :  Cf  : 
Cm  ,  ou  en  substituant  à  ces  lignes  leurs  valeurs 
respectives  sin.  A  —  sin.  B  i  2  sin.  (  5  A  — 5  B  ) 
:  ;  CQS.  {\  A-h;  B)  :  R  ;  d  où  Ton  tire  sin.  A  ^sin.  B 
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santioujoursle rayon égalàl'unité.  CQ.F.a».  IX 

Th^orIms  il 

"07-  ^"pposanetoujours  la  construction  énon- 
céc  ci -dessus  ;  je  dis  que  ton  aum,  i".  cas.  B 
-f-  coj.  A =2  coj;  (  i  A  ~  i  B )  X  co;î.  (i  A-f-iB  ) ; 
a  .  coj.  B  —  coj.  A  =  a  sin.  C; A — i  B  )  x.  ^Vi^ 


Di 


MONSTRATIOK. 


Les  triangles  rectangles  semblables  déjà  nonw 
toés,  mHL  ,  NHM  et  mCf  donnent ,  en  compa- 
rant leurs  côtés  homologues HL  :  mL  :  ;  Cf  :  Cm, 
ou  en  substituant  à  ces  lignes  leurs  valeurs, 
fl\^^  ^°^'  A  :  a  coj.  C;A  — iB>  :  :  cos. 
v»A-f-;B):R;  d'où  il  suit  quç  cos^  B  -f-  cos.  A 

,T.    z".    D.  -f  Va  .f  y  X 

On  a  aussi  par  la  comparaison  des  côtés  homo- 
logues des  tnangles  NHM  et  mfC ,  NH  :  MN  :  : 
mf:  Cm ,  ou  cos.  B — cos,  A  :  a  sin.  (;  A— i  B  )  :  : 
J^/2.  (;A-f.iB):R;  d'où  Ton  lire  sur  le  champ 
COS.  B  —  COS.  A  =  cisin.  (-i  A  — ^  B)  x  sin. 
(sAh-^^B).    C.Q.  F.V.  D. 

Co&OLLAIRB      I. 

588.  La  comparaison  âes  triangles  mHL  el 
NfC  ,  donne  encore  mH  :  HL  :  :  Nf  :  fC  ,  ou 
sin.  A  -f-  sin.  B  :  cos.  A  -j-  cos.  B  :  :  jm,, 
(5A-+-iB):co^.  (lA^iB).  Ona  aussi  MH: 


NH  ï  :  Cf  :  Nf ,  ou sin.  A  —  sin.  B  :  cos.  B — cos.  A 
zicos.  (iA-H^B)':«/2.  (iA-i-^B),, 


Corollaire    II, 

589.  Si  Ton  divise  Tune  par  Tautreles  deux 
égalités  démontrées  au  tliéorême  premier ,  on 

sin.  A4-««-  B         2  sin,  (i  A-f--B*)  X  cox.  (i  A  —  iB  ) 
aura  r^  \  ^      r-      j  ^        \  ,  *>  / 

^"***  */rt  A— J1/1.B         a  coj.(iA-+-7ii)X««.  (7A— ^B)^ 

^•^trî  =  ^«o-.   (U-t-îB)  X    coc. 

<  5  A  — ;  B)  ;  en  substituant  les  tangentes  des 
arcs  (i^Azb^B)  au  lieu  des  sinus  des  mêmes 
arcs  divisés  par  leurs  cosinus. 

CoROtLAIRE     II L 

5oo.  Pareillement  si  l'on  divise  Tune  par  l'au- 
tre les  deux  équations  démontrées  au  rhéorême  ' 

j  COS.  B.  -+-  COS.  A.       a  cos.  (  ?  A  -+-  -  B.  "i 

second  •  on  aura ^ r= — •       .     :  ^-  x 

^  '  COS.  B.  —  COS.  A.       a  j//i.  ci  A  4-  i  B  ) 

^  CO^.  (  iA  —  iB  ). 

COROLLAIRB       lY. 

Soi.  On  trouvera  de  même  ""'  ^  "^  *'"•  l  sa 

coî.GA-HB)î  et  ^^.£^^coA(  :  A  +iB); 

et  en  renversant  cette  égalité,  ^^^- ^- - ^^^'  a 

rang^.  (  5  A  H-  s  B  )  ,  ce  qui  suit  d^ailleurs  évi- 
demment de  la  comparaison  des  triangles  sem  i 
blables  /tiHL  ,   NHM  et  CNT   qui   donnenc 
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mH  :  HL  :  :  CN  :  NT  ;  et  MH  :  HN   i  f 

CN  :  NT. 

S  C  H  6  L  I  E. 

592.  Ilseroît  aisé  de  déduire  de  cette  figure  une 
foule  d'autres  propositions  trigonom étriqués  , 
en  considérant  les  différents  triangles  rectangles 
semblables  qu'elle  nous  présente  ,  et  compa- 
rant de  toutes  les  manières  possibles  les  côtés 

•  homologues  de  ces  triangles.  Par  exemple  les 
triangles  *  mHL  ^  CLu  étant  semblables  ainsi 
que  les  triangles  MHL  et  CLV,  donnneront 
mH  :  HL  :  :  CL  :  Lw,  ou  sin.  A  -4-  sin.  B  : 
COS.  B  H^  COS.  A  :  :  R  :  cet.  (  3  A  H-  ^  B  ) ,  et 
MH  :  HL  :  :  CL  :  LV,  ou  sin.  A  — sin.  B  : 
COS.  B  H-  COS.  A  :  :  R  :  cot.  (  j  A  —  3  B  ).  En 
général ,  on  pourra  découvrir  toutes  les  vérités 
déjà  démontrées,  par  la  seule  comparaison  des 

'  côtés  correspondants  de  ces  triangles  ;  et  t:ène 
méthode  sera  toujours  plus  simple  et  plus  facile 
que  celle  des  substitutions ,  ou  toute  autre 
qui  condulroit  au  même  but. 

> 

Th^éorême     II  L 

•  593.  Soit  arc  un  mAM  que  nous  désignons 
toujours  par  A  (Jig.  162  pi.  XI).  Je  dis  que  Von 

aura  i*'.  1.  -4-coj.  A  =17,  cos.    '-A^zsin.  A  x 


cot.  3  A  ;  2**.  que  1  —  co^.  -^  =  2  sin.    \A^==i 
jin.  A  X  tang.  ;  A4 

DiMONSTRATION. 

Ayant  tké  par  rextrémité  B  du  diamètre  AB 


tet  celle  M  de  Tare  AM ,  la  corde  BM  termi- 
née au  prolongement  de  la  tangente  en  A,  et 
menées  par  le  centre  les  droîtres  CK  et  CL, 
perpendiculaires  aux  cordes  AM  et  BM  ;  il  est 
visible  que  AT  sera  double  de  AK ,  et  que  BM 
sera  double  de  CQ ,  il  est  aussi  évident  que 
•AK  sera  la  tangent  de  la  moitié  de  lare  AM ,  et 
que  ML  ou  CQ  seront  le  co-sinus  de  la  moitié 
au  même  arc. 

Cela  posé ,  les  triangles  BLC  et  BPM  rec- 
tangles et  semblables  donneront  BC  :  BL:  : 

BM  ou2BL:BP;doncBP  =  *-^  oubieni-H' 

^oj.A=  a côs.^\K\  de  plus,  àcause  destriangles 
Semblables  MPA  et  BAT  ,  on  à  aussi  BP  : 
FM  :  :  AB  :  AT ,  ou  i  -+•  cos.  A  :  sin.  A  :  : 
2  R  :  2  tang.  i  A  :  :  R  :  taflg.  \  A  ;  donc  i  -f^ 

cos.k=^—r^sin.  Ax  cor.  ^  A  ==  2  coj.  ^  A; 

à  cause  de  la  première  expression  de  la  même 
ligne  BP.  C.  Q.  F.  l'^D.  De  même^  à  cause  des 
triangles  semblables  CLB  et  APM,  on  aura  CB  ^ 

CL::AMou2CL:AP  =  2J^"^ou  x^cos.K 

=  2  sin.  '  '-A  ;  mais  à  cause  des  triangles  MPA 
et  BAT  déjà  dénommés,  on  a  PM  :  AP  :  : 
AB  :  AT ,  ou  sin.  A  :  i  —  cos.  A  :  :  R  : 
lang.  jA  ;  donc  1  —  cos. A  =  sin.A  x  tang.  \A 

=  2  sin.  *  i  A  ,  à  c£iuse  de  la  première  valeux: 
4«  la  ligne  AP.  C.  Q.  F.  a'.  D. 
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Démonstration  des  Théorèmes  de  Neper.^ 

TnéoRâME    I. 

^94,  Dans  un  triangle  sphériqTie  çuelconquâ 
BAC,  {plan.  XI ^  n\  i.fig.  7.  )  d  d'un  angle 
A  on  abaisse  une  perpendiculaire  AD  sur  le 
côté  opposé  BC ,  soit  (jue  cette  perpendiculaire 
tombe  aU'dedans,  soit  quelle  tombe au-dehors 
du  même  triangle  ;  Je  dis  que  F  on  aura  toujours 
cette  analogie^  sin.  (  AB  -t-  AC  )  :  sin.  (  AB  — 
AC)  :  :  co^.^BAC  :  tang.  (^  BAD  — i  CAD). 

DEMONSTRATION. 

Parle  théorème  général  du  n*  173  pour  tous  les 
triangles  sphériques  quelconques,  on  a  coL  AB  : 
cot.  AC  :  :  cos.  BAD  :  cos.  CAD ,  ou  parce 
que  les  tangentes  sont  en  raison  inverse  de^ 
co- tangentes ,  tang.  AB.  :  tang.  AC  :  cos.  CAD  r 
COS.  BAD ,  donc  addendo.  et  detrahendo ,  tan^. 
AB  -h  tang.  AC  :  tang.  P&  —  tang.  AC  :  :  cas. 
CAD  -H  cos.  BAD  :  cos.  CAD  —  cos.  BADj 
mais  (  par  le  n"  5i8  )  tang.  AB  -\'tang.  AC: 
tang.  AB  — tang.  AC  :  :  sin.  (  AB  H- JVC): 
^if^^  (AB— AC);  (  et  par  le  tf  590)  cos.  CAD-t- 
cos.  BAD  :  cos.  CAD  —  cos.  BAD  :  :  cot. 
(iBAD-H|CAD);m/2^.GBAD— iCAD).  Or,loi> 
que  la  perpendiculaire  AD  tombe  au-dedans  du 
triangle,  i  BAD ^-|CAD=c=^BAC  ;  et  la  propor- 
tion devient  jm-(AB  H- AC)  :  sin.  (AB— AC)t: 
co^.iBAC  :  ra/7g^.  (  ^ BAD  —  i  C AD  ).  Si  la 
perpendiculaire  tombe  au  -  dehors  du  triangle 


jgle  ié  dernier  rapport  dé  notre  dernière  pro- 
portion peut  aisément  se  changea  en  celui-d  : 
€0L  (  JB AD  — ^CAD  )  :  long.  (^BAD  -+  ^CAp  )  ; 
mais  alors  ^BAD  —  iCAD  =  ^BAC ,  et  le 
dernier  terme  est  la  tangente  delà  demi-somme 
des  angles  ËADetCAD.  Donc^  en  général  >  dans 
un  triangle  sphérique  quelconque ,  on  aura  cetti^ 
|>roportion  >  le  sinus  de  la  somme  des  cotés  qui 
ren/ermeni  un  angle  ,  ess  au  sinus  de  la  diffê^ 
rence  des  mêmes  cotés  ;  comme  la  co  -  tangente 
dedemirangle  compris  entre  ces  côtés,  est  à  la 
tangente  ae  la  demi-différence  ou  de  là  demi^ 
somme  des  angles  formés  par  la  perpéndicu- 
laire  abaissée  dç  Vangle  donné  sur  le  coté 
opposé  à  V angle  donné  ;  suivant  que  cette  per* 
pendiculaire  tombe  au-dedans  ou  au-dehors  dit 
kriaiigjle  donné.  C  Q;  F.  Dé 

PàBMiËH    ScHOLix; 

ÔQÔé  On  voit  que  cette  proposition  sert  à  ré* 
feouare  un  triangle  sphérique  quelconque  ^  danâ 
lequel  on  connoît  deux  côtés  et  Tangle  compris 
entre  ces  côtés  :  car  au  moyen  de  cette  ana^ 
logie ,  on  décomposera  le  triangle  proposé  en 
deux  triangles  rectangles  BAD ,  CAD ,  dans 
chacun  desquels ,  outre  Tangle  droit«et  unan^e^' 
on  connoît  encore  Thypoténuse.  Donc>  on 
pourra  trouver  chacun  des  angles  B  et  C  sur  la 
Dase  avec  les  segments  BD  et  CD^  dont  la 
somme  ou  la  dirtérence  donnera  le  troisième 
côté  ;  suivant  que  la  perpendiculaire  tombe  au^ 
dedans  ou  au-dehors. 


1 
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Second    Scholie.^ 

596*  Si  le  triangle  es  trectillgne ,  sin.  (AB-+-AC) 
et  sîn.  (  AB — ^AC  )  deviennent  égaux  à  la  somme 
et  à  la  différence  des  côtés  ;  on  aura  donc  celte 
proportion  pour  tout  triangle  reclilîgne  ,  dans 
lequel  on  connoit  deux  côtés  et  Tangle  com- 
pris :  la  ^omme  des  deux  cotés  ^  est  à  leur  dif- 
férence; comme  la  co-tangente  du  demi-angle 
donné  y  est  à  la  tangente  de  la  demi- différence , 
ou  de  la  demi -somme  des  angles  formés  par 
une  perpendiculaire  abaissée  de  l'angle  donné 
sur  le  coté  opposé  BC.  D'où  il  suit  une  pro- 
position remarquable,  savoir,;  que  dans ^ un 
triangle  quelconque  BAC  ,  auquel  on  connoit 
deux  côtés  AB  ,  AC  ,  a^^ec  l'angle  compris' 
BAC  ;  là  demi  -  différence  des  angles  BAD , 
CAD  ^formés  par  la  perpendiculaire  abaissée  sur 
le  côté  opposé  à  l'angle  A  est  égale  à  la  demi- 
difFérence  des  angles  sur  la  base^  lorsque  la  per- 
pendiculaire rombe  au-dedans;  et  que  la  demi- 
somme  des  mêmes  angles  BAD  et  CAD  est  égale 
à  la  demi-somme  des  angles  B  etC  sur  cette  base; 
lorsque  la  perpendiculaire  tombe  au-dehors. 

Corollaire. 

797.  Si  le  triangle  BCA  devient  rectangle  en 
C  ;  ou  ,  ce  qui  f evient  au  -  même  ,  si  le  côté 
AC  se  confond  avec  la  perpendiculaire  AD,  ce 
qui  anéantit  l'angle  CAD  ;  alors  Fangle  BAD 
ou  BAC  est  également  la  somme  ou  la  diffé- 
rence des  angles  BAD  et  CAD;  et  la  propor- 
tion énoncée  au  théorème  sera ,  sin.  (  ABh- AC)^ 


fin.  (  AB  —  AC  )  :  :  coc.  i  BAC  :  tang.  i  BAC  :  : 

,,p^;^i^^ô  -.iû/ïg'-îBAC  ;  :  RR  :  ^a/2^.iBAC; c'est-à- 
dire  ,  le  sinus  de  la  somme  de  V hypoténuse 
tt  d'un  côté  de  F  angle  droit ,  est:  au  sinus 
de  la  di-fférence  de  la  même  hypoténuse  au 
même  coté;  vomme  le  quarré  du  rayon  est  au 
4fuarré  de  la  tangente  du  demi-angle  compris  entre^ 
ce  même  côté  et  l'hypoténuse  ;  et  si  le  Irian- 
ttle  est  rectiligne  rectangle ,  la  même  propor- 
tion devient,  AB  -f-'AC  :  AB  —  AC  :  ;  RR  : 


tang.  ^BAC 

T   H   iS    O    K   â    M   B      IL 

598.  Dans  un  triangle  sphérique  quelconque 
SAC,  on  aura  cette  analogie;  le  sinus  de  la 
sommé  des  angles  BetC  sur  un  côté  connu  BC^ 
est  au  sinus  de  leur  dijférence ;  comme  la  tangente 
de  la  demi-base ,  est  à  la  tangente  de  ta  demi 
différence  ou  de  la  demi  somme  des  segments 
BD  et  DC  d<e  la  même  base ,  formés  par  une 
perpendiculaire  abaissée  de  Pangle  opposé  à 
cette  base  ;  selon  que  cette  perpendiculaire 
tombe    au  -  dedans  ou    au  -  dehors  du   même 


triangle. 


m 

Demonstratioit. 


Par  Tart...  3*'  de  la  proposition  générale  pour 
tous  les  triangles  sphériques  obliquangles  (  du. 
n°.  573.)  on  a  co^B  :  cot.C  :  :  sin.oD  :  sin.CD  ; 
^ou  tang.C  :  tang.  là  :  :  sin.  BD  :  s  in.  CD  ^ 
donc  addenda  et  detrahendo  j  tang.C.-^  tang.'$ 
tang.  C   —  tang.  B    :  :    sin.BD  h-  sin.  CD  t 


> 

i 


t 


siru  BD-~5t/i.  CD  :  mais  (  par  len"".  5jtS  )  le 
mier  rapport  œt  égal  à  celi|i  de  sin.  (  C  ^f* 
1  à  3in.(C — B),  et  (car le  n^  SSp)  le  second 

'    |)ort  est  égal  à  celui  de  tang.  (  ^BD  -H  jPD)\ 
tong:(;BD  —  3CD),  ou  à  celui  de  iang.^' 
tang.  (  iBD  — 5CD  )    :    c'est  -  à  -  dire  , 
dans  le  cas  où  la  perpendiculaire  tombe 


to.ng.  (  ;BD  —  5CD  ).  Si  la  perpendi^ 
tombe  au-dehors ,  on  fera  attention  que  le  de 
nier  rapport  de  notre  proportion  peut  s*éciis| 
ainsi  :  :  tang.  (^BD  — iCD)  :  tang  C^D-À 
iCD  )  ;  mais  alors  ^BD  —  ^CD  =  ^BC  :  donc 
alors  il  faut  faire  cette  analogie  :  le  sinus  de  d 
somme  des  angles  sur  une  base  connue  ,  est  m 
sinus  de  la  différence  des  mêmes  angles  ;  comm 
la  tangente  de  la  demi  -  base  ,  est  à  la  iang 
de  la  demi  -  somme  des  segments ,  formés  ^ 
la  perpendiculaire  abaissée  de  Tangle  opposé 
à  cette  même  base }  d'bù  suit  la  vérité  du  tnéo- 
rême  dans  toutes  ses  parties.  C.  Q.  F.  D. 

Pkemxeil    Sgholie. 

599.  11  est^isible  que  Tanalode  démontrée 
dans  ce  théorème  sert  à  résoudre  un  triangle 
sphérique  obliquangle  quelconque ,  dont  on 
connoit  un  c6té  avec  les  deux  angtes  adjaceots 
à  ce  même  côté.  Car,  connoissant  d^abord  k 
côté  BC ,  qui  est  la  somme  ou  là  diiFérence  de 
des  segments  BD  et  DC ,  formés  par  une  per- 
pendiculaire .aba;issée  de  Fangle  opposé  ;  il  est 
Visible  que  le  dernier  terme  de  cette  même 


proportion  fera  connoitre  la  déférence,  ou  la 
sommé  des  mêmes  segments  ;  suivant  que  cette 
|>erpendiculaire  tombe  au-dedans  ou  au-dehor9 
du  triangle  :  donc  ^  à  chacun  des  triangles  rec« 
tangles  BDA  et  CDA,  outre  Fangle  droit  et  un 
angle  qui  sont  donnés ,  on  coïmoltra  chacun 
des  côtés  adjacents  à  Fangle  donné;  donc  on 
pourra  calculer  Fhypoténuse  et  chacun  des 
angles  BAD  et  CAD,  dont  la  somme  ou  la 
dimèrence  sera  le  troisième  angle^^-dn^trian^a 
'dans  lequel  on  connoit  un  càté  avec  les  anguat 
adjacents  à  ce  côté, 

SeCOKD       &CROLIS» 

600,  Si  le  triang)[e  est  rectilig^e  1  la  proportîoii 
'deviendra  celle  -  ci  :  /e  sinus  de  la  somme  dee 
angles  donnés  sur  un  côté  aussi  donné,  est  au 
'sinus  de  la  différence  des  mêmes  angles  ;  comme 
&  demi  ^  base  ou  le  demi  calé*  donné  esi  à  la 
^demi-différence,  ou  à  la  demi^somme  des  seg^ 
ynents  j^rmés  par  la  perpendiculaire  abaissée  de 
7 angle  opposé  à  la  base  connue  ;  suivant  que 
cette    perpendiculaire    tombe  au  -  dedans  ou 

au- dehors  du  triangle. 

'  • 

TnJoaiMS    IIL 

601..  Soit  toujours  un  iriapgle  sphérique  obli- 
qhangle  quelconque  BAC  \  si  l'on  abaisse 
Wun  fu^conqite  A  de  ses  angles  une  perpen- 
diculaire  AD  au  càté  opposé  BC  ;  je  dis  qu0 

Ton  aura  cette  propprtion  :  cot.  (^rH  5B)  i 


i 


"1 


^7^  tsçoKs  DE  oiouirKiiÊ 

'iang.(^  —  ifi)  :  :  tang.(  ^BAD -+- ^CAD) : 
iaiig.  (^BAD-4C AD)  ou  :  :  tang.  (  ^B AD— ^CAD)  : 
tang.  (  jBAD  -K  ;CAD  )  ,  si  la  perpendiculœn 
tombe  au- dehors  du  triangle. 

Démonstration. 


Par  l^article  i"".  du  théorème  général  des  triaor 
gles  sphériques  obliquangles  ,  on  a»  cos.  B: 
'C04;C  î  :  ^iVï.BAD  :>m.CAJ);  donc^  addenào 
«t  deirahendoj  cos.B-^cos.C  isos.B-^cos.Cii 
sin.  B  AD-H  sin.  CAD  :  sin.  B  AD — sin.  CADi  donc 
en  substituant  à  chacun  de  ces  deux  rapports 
leurs  égaux  (par  les  n".  689  et  5ço)y  on  aura, 
cot.  (iC-f4B)  :  tan.  GC-4B)  :  :  èan.  GBAD-44C  AD); 
iang.  (  iBAD  —  ^AD)  ;  d'où  suit  la  vérité  da 
théorème ,  lorsque  la  perpendiculaire  tombe  au* 
dedans  :  mais  si  la  perpendiculaire  tombe  au-de 
hors  du  triangle  ;  ou ,  ce  qui  revient  au  même ,  si 
Tangle  C  est  obtus,  son  co^sinus  devient  négatiff 
ce  qui  renverse  les  deux  termes  du  premier  rap- 
port; donc,  si  on  veut  leur  conserver  le  même 
ordre ,  il  faudia  renverser  ceux  du  second  ,  ce  qui 
donne  ,  coL{  ;C  ^  ^B  )  :  cang.(  ^C  — ^B  )  :  : 
tang  (^BAD  —  -^CAP  )  ou  tang.QMC): 
tang  (  iBAD  h-  ^CAD  )  ;  d'où  suit  la  vérité 
du  théorème  dans  les  deux  cas^  C.  Q.  F.  D, 

S  c  H  o  1  I  £^ 

602*  Ce  théorème  peut  servir  à  résoudre  ni 
triangle  sphérique  quelconque  dont  les  trois 
angles   soat    connus.   Car  Vau^gie  duquel  ot 


TltioEIQtrt    ITTKATÏQUl,  ^^t 

abaisse  une  perpendiculaire  sur  le  côté  opposé 
*  étant  donné ,  comme  on  le  suppose'*,  on  voit  que 
Von  connoît  la  demi-somme ,  ou  la  demi-diffé- 
rence des  angles  BAD  et  CâD,  formés  pas 
i^elte  perpendiculaire,  suivant  qu'elle  tombe  au* 
dedans  ou  au-dehors  du  triangle.  Donc^  puisque 
le  quatrième  terme  de  la  proportion  démon- 
trée au  diéorèrae  fait  connottre  la  demi  diffé- 
rence ou  la  demi-somme  des  mêmes  angles; 
on  connotlra  chacun  d^eux  en  partifculier;  et  par 
conséquent  à  chacun  des  triangles  rectangles 
BDA  y  CDA,  on  connoitra  les  trois  angles;  doù 
suit  la  connoissance  des  côtés  AB,  AC^  et  des 
segments  BD ,  E)C  ,  dont  la  somme  ou*  la  diffé- 
rence fera  connoître'  le  troisième  côté.  On 
voit  donc  que  ,  par  ce  théorème ,  on  peut  con^ 
noî^re  directement  les  trois  côtés  d'un  triangle' 
sphérique  obliquangle  ^  dont  les  trois  angles' 
sont  connus  ;  sans  avoir  recours  à  un  triangle 
dont  les  côtés  seroienb  suppléments  des  angles^ 
donnés  du  premier ,  comme  cela  se  fait  ordi- 
nairement. Là  même  proportion  servîroit  à 
connoître  les  angles  des  triangles  rectangles 
dans  lesquels  on  pourroit  diyiser  un  triangle 
rectiligne  quelconque  dont  les  trois  angles  sont 
connus  ;  mais  elle  ne  serviroit  en  rien  à  en  faije 
connoître  les  côtés. 

6cZ^  Dans  un  triangle  sphérique  quelconque 
BAC ,  la  tctngente  de  la  demi- somme  des  cotés  ^ 
çscàla  tangente  de  leur  demUdifférence icommé^ 

Ggiv 


1 


47^  lEçoKt  Ht  eioHitmiM 

la  iifngente  de  la  demi  -  somme  des  angks  utr 
la  base ,  est  à  la  tangente  de  la  demi^d^rencs 
des  mêmes  angles;  ou^  ce  qui  rei^ieni au  mém^ 
on  aura  cette  analogie  ,  tang.{  ^AB  ^  \hC  )  : 
tang^i  iAB  —  JAC  )    :  :    te/^.(|C  -rh  JB)  : 

Puisque,  dans  tout  triangle  sphérîaue,  lea 
^us  des  côtés  sont  entre  eux  comme  \^  sium 
4^ angles  qui  Ipur  sont  opposés,,  on  aura^» 
4àx«AB  :  sin.KÇ*.  isin.C^  :  4rf/i.B  donc,  disant  ou 
çddeindo  et  un  detrahehdo  ,  sin.  AB  *+-  sin.AC  : 
:^n.AB^^sin.AC::sin.C'^sin.B:sin.C^.siiuBi 
ou  «  en  substituant  à  chacun  de  ces  rapports 
leurs  ég^ux  (  par  le  n^  589) ,  tqng.  QAB  *iH  îAC)  : 
«w^.(iAB  — iAC)  :  :  tang.{^  ^  iB)  : 
tang.(iC  —  ^B  )  ;  d'où  suit  la  vén(é  du  tkéç^ 
xèmb,  C.  Q.  F.  D, 

T  H  i  O  R  â  M  E      V.î 

6oJ^.  Dans,  im  triangle  sphérique  quelconque 
dont  les  trois  côtés  sont  connus ,  on  aura 
toujours  cette  proportion  ;  la  tangente  de  la 
demi-base,  est  a  la  tangente  de  la  demi-somme 
des  càtés;  comme  la  tangente  de  la  demi^dif' 
férence  des  mêmes  càtés,  est  à  la  tangente  de 
la  demi  -  différence ,  ou  de  la  demi  -  somme 
des  segments  formés  par  une  perpendiculaire 
abaissée  de  V angle  opposé  sur  cette  base  ;  c'estt 
4-dire  que  l'on  aura  kzng.  (;BC)  :  tang.- 
(iAB::*-^AC)    ::    to/z^.  ,(  |AB  —  |AC  J  ? 


X 
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*ang.{  iBD  dt  iCD  ) ,  le  signe  a  -+-  iieu  truand 
la  perpendiculaire  tombe  au-dedans;  et  lé  siais 
«-  ^uan4  elle  fombe  au-de^ors  du  triangle., 

DivONSTRATlON. 

Par  l'article  4—.  du  théorème  général  de% 
Jàiaoglès  sphéri(jues  <juelconques  (  n".  573)^ 
JOB  g ,  COS. AC  :  COS.  Ah  :  :  caj.  CD  :  ços.BD  ; 
doBC  ,  addenda  et  detrahendo  ,  cor.CA  -+t 
ços.AB  :  coj!  AC-—  coj. AB  ;  :  cos.CD  -+. 
4po^.BD  :  eos.CD  —  coj.BD  ;  et  à  cause  de  Ù. 
^rmide  cos.B  -f-  cos.A  :  co^^B  —,  cos.A  :  ; 
<:oA  (  iA -f- iB  )  :  tang.  { '-A  —  ^B) ,  démon^ 
Irée  n°.  590);  on  ^ura  cofc  (  iAB -+- i  AC  )  ; 
tang,  (  iAB  —  ^AC  )    :  :   cot.i  iBD  -t-  iCD  )  : 


S  C  H  O  I,  I  £. 


6o5.  Ce  théorème  s'est,  évidemment  à  résou- 
dre un  lriangï«  sphérique  quelconque  dont  les 
iFQis  cotés  sont  connu*  r  en  le  décomposant  tti 
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deux  triangles    rectangles    dont  on  coimoîtra 
rhypoténuse  et  un  côté  de  Tande  droit.  C'est 
un  des  plus  beaux  théorèmes  de  Neper  y    et 
qui  rentre  sur  le  champ  dans  Tanalogie  sembla- 
ble pour  la  résolution  d'un  triangle  rectiligne 
dont  les  trois  côtés  sont  connus.    La  manière 
dont  ce  géomètre  est  parvenu  à  le  démontrer  ^ 
t  de  plus  une  correspondance  marquée  avec  hi 
construction  nécessaire  à  la   démonstration  de 
celte  proportion  sur  les  triangles  jrectîlîgnes.  On 
toeut  la  voir  dans  son  ouvrage,  qui  a  pour  titre  : 
jLogarithmorum  mirifici   canonis    construcdo  i 
et  dans  la  trigonométrie  sphérîque  de  M.  T^olf^ 
notre  démonstration  est  plus  simple  ,  mais  peut- 
.étre  beaucoup  moins  ingénieuse. 

T  H  ]£  o  R  £  M  E     VI. 

<5o5.  Dans  un  triangle  sphérîque  quelconque 
BAC ,  on  aura  toujours  ces  deux  proportions  : 
l^  Le  sinus  de  la  demUsomme  des  côtés  ^  est 
au  sinus  de  leur  demi  -  différence ,  comme  ta 
€0' tangente  du  demi  -  angle  compris  entre  ces 
côtés  j  est  à  la  tangente  de  la  demi-différence  des 
angles  opposés  à  ces  côtés,  a*.  Le  co-sinus  de  ta 
demi-somme  des  côtés ,  est  au  co-sinus  de  leur 
demi  différences  comme  la  ço- tangente  du  demi- 
angle  compris  entre  ces  côtés  ,  est  à  ta  tan- 
gente de  la  demi  -  somme  des  angles  opposés 
à  ces  côtés. 

D^MONSTEATION/ 

m 

* 

Parl«n*.594,  ona jm.(AB+AC)  : s«a.(AB  — AC) : ^ 
«o^^B AG  î  tang.  (  ^B  AD  -r  :CAD  )  j 
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Pa^len^  6o3,  ona ,  ianX\^B-^l^C)  :  /««.(jAB— j AC):: 
J^  ^a^.(  ïC+iB):  tangi  \C  —  ^^B  ); 
Par  ]e  n:  60 1 ,  on  a ,  ian.{}Ç  4-  ;B)  /»/».(iBAD— JCAD)  :: 
cot.  C-BAC  )  :  la/ï.  f jC  —  iB  ) } 

Donc,  en  multipliant  ces  trois  proportions 
par  ordre  ,  on  aura  ,  sin.{AB  -(-  AC)  x 
iang.(  ^AB  H-  5AC  )    :   j//z,(  AB  —  AC  )    x 


lan0.(iAB—l\C)  ::cot.  ^BAC  :  tang.  {^—^B)i 
mais  parle  n°.  593,  on  a  jz/2.(ABzt: AC)  x 


tang.ilA^zt  ^'AC)= 2  jm. (^AB rt^AC )  ;  donc , 
en  substituant  ces  quantités  à  leurs  égales  dans 
la  dernière  proportion  après  avoir  divisé  par  a  y 
ou  aura  en  prenant  la  racine  quarrée  de  chaque 
terme  de  la  proDortîon,  sin.  (^AB  H-^AC)  : 
sin.  (  JAB  —  ÎACÎ  )  :  :  çQ-tang.  ^BAC  ;  tarig.. 
(^C— iBOC  Q.  F.  a°.  D. 

2**.  On  peut  donner  aux  deux  dernières  pro- 
portions ci-dessus  la  forme  que  Ton  voit  ci-aprçs^ 
en  laissant  la  première  telle  quelle  est  absolument^ 
substituant  les  co-tangentes  aux  tangentes  dans 
la  seconde  ,  et  en  changeailt  seulement  de  plac^ 
les  extrêmes  de  la  dernière ,  ce  qui  donne  : 

l^         sin.  {AB  4-AC)  :  sin.  ( AB~AC)  :  : 
COL  iBAC:  tang.  (  ^BAD  — ^CAD)  ; 

2^         cot.  ({AB-^-iAQicot.  QAB— iAC) 
tang.   (^C-^B)   :   tang.  (^Ch-^B); 

S°.  tang.  (iC  —  ^B)  ;  tang.  (^BAD— ;CAD) 

cot.  ^BAC  ;  tang.  (  -;C  H-  |B). 
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Donc,  en  multipliant  ces  trois  proportions  par 
ordre  après  avoir  divisé  les  antécédents 
par  tang,^  (  ^C  -^  ^B  )  ,  et  les  conséquent  par 


|7*         *içows  Bt  iiiouiTKj» 

tang.  (pAD —iCAD)  ;  on  aura  dn.  (AB  -f-ACl  >f 

coA(  ^AB  H^  iAC  )    :    nn.{  AB  — .  AC  )  x 

co^-G  AB  —  iAC)  ::  go/.|BAC  :  ^<wig; ( iC-i^ifi  ); 
mais  par  ïe  n\  SpS  ,  on  a ,  sin.{  AB  zt  AC  )  x 

co^( ^AB.±2  lAC  )  =5  2(xi/(iAB  ±  lAC) ,  donc 
en  substituant  ces  rapports  à  leurs  égavx  après 
ks  avoir  divisés  par  deux ,  et  tirant  Içs  racines  de 
tousiestermés  de  la  nouvelle  proportion  ;  on  aura, 
co^.  (  iAB -H  iAC  )  :  co^.  (  ^AB  — .  |AC  )  :  : 
«or.iBAG  :  tang.{\C^'^y  ,  dVù  suit  l« 
▼érîté  de  la  seconde  partie  du  théorème,  C. 
Q-  T.  a^  D. 

Premier   Scholie. 

507,  Ce  théorème  sert  évidemment  à  résou* 
dre  un  triangle  sphérique  quelconque   BAC; 
dans  lequel  on  connoît  deux  côtés  et  Tangle 
compris  ;  car  les  deux  proportions  que  nous 
.venons  de  démontrer ,  donnent  en  même  temps 
ses  deux  andes  opposés  aux  côtés    donnés  ; 
après  quoi  il  n'y  a  plus  aucune   dMHculté  à 
trouver  le  troisième  côté.  Si  le  triangle  devient 
ïectilîgne  ^  la  première  proportion  devient  celle 
donné  au  n°.  547.  de  la  tngonométrie  pour  la 
résolution  du  même  cas  dans  les  triantes  rec* 
tilines.  La  seconde  proportion  devient^  t-^^-^-^'  •  '  •  ' 
€0^.  5BAC]  :  tang.  iC  -+-  ^B  ;  ce  ^ui  est  évident  9 
puisque  les  trois  angles  d'un  triangle  rectiligne 
ne  valent  que  deux  droits.  Si  le  triangle  spné- 
xique  BAC  devient  rectangle  en  C ,  on  aura^. 
dru  {\K&  ^\h.C)\:    sin.   (iAB  — |AC)  :: 
COL  iBAC     :    tang.   (  45^  ^  |B  )  ,  et  cos^ 


■ 
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(îABh-iAC)  :  cw.(iAB~iAC)  i  :  co^.iBAC  : 
tang.  (  45^—  5B  )  :  ce  ^qui  peut  servir  à  faire 
connoitre  un  des  angles  sur  Thypoténuse. 

SCCOKD      ScHOLl£* 

608.  On  prouvera  avec  la  même  facilité  ,  et 
par  le  moyen  des  articles  594 ,  601  et  6o3 ,  diffé- 
remment combinés  que  dans  tout  triangle  sphéri- 
que  obliqu'angle  dans  lequel  on  connoît  deux 
angles  sur  un  côté  ,  on  a  pareillement  ées  deux 
analogies. 

l^  Le  sinus  de  la  demi  ^  somme  des  angles 
sur  le  côté  donné ,  esc  au  sinus  de  leur  demi^ 
différence;  comme  la  tangente  du  demi -côté 
donné ,  est  à  la  tangente  de  la  demi-différence 
des  côtés  opposés  à  ces  angles  donnés. 

2°.  Le  co-sinus  de  la  demi-somme  des  angles 
sur  le  côté  donné ,  est  au  co  -  sinus  de  leat 
demi-  différence;  comme  la  tangente  du  demi^ 
côté ,  est  à  la  tangente  de  la  demi  -  somme 
des  côtés  opposés. 

Si  le  triangle  est  rectîlîgne ,  ces  deux  pro- 
portions deviendront  celle-ci  .*  ;°.  Le  sinus  de 
la  demi-somme  des  angles  sur  un  coté  connu 
est  au  sinus  de  leur  demi-différence  comme  la 
moitié  de  ce  même  côté,  est  à  la  demi  différence 
des  côtés  opposés  à  ces  angles. 

a^.  lée  co- sinus  de  la  demi -somme  des 
angles,  est  au  cosinus  de  leur  demi-différence* 
comme  la  moitié  du  côté  donné  ,  est  à  la  demi- 
somme  des  côtés  opposés.  On  voit  donc  com- 
ment ,  avec  ces  deux  analogies  on  aura  à  la 
fois  les  deux  côtés  opposés  aux  angles  donnés 
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par  la  connoissance  de  leur  demi  -  somme  ^  et 
de  leur  demi-dLfférence; 

Troisième   et  dernier  Scholiê. 

609.  II  suit  de  tout  ce  qui  précède^  que  tous 
les  cas  de  la  trigonométrie  sphérîaue  se  réduiront 
à  des  analogies  absolument  semolables  à  celles; 
de  la  résolution  des  cas  correspondants  de  la 
trigonométrie  rectilîgne  ;  et  c'est  une  obligation 
singulière  que  Ton  a  de  plus  au  célèbre  Neper^ 
dont  toutes  les  découvertes  sont  marquées  au 
coin  de  la  plus  grande  utilité.   On  ne  peut  trop 
s'étonner   que  des  théories  aussi  intéressantes 
aient    été  presqu  entièrement   inconnues    ami 
auteurs  élémentaires  modernes ,  et  que  même 
d'autres  aient  aflfeclé  de  les  regarder  comme  peu 
utiles.  J'espère  que  Ton  me  saura  gré  de  les 
avoir  démontrées  toutes  de  la  manière  la  plus 
simple  ,  et  d'avoir  complété  par  cette  addition 
importante  la  trigonométrie ,  sans  laquelle  il  est 
impossible  de  faire  aucune  carte  en  grand  avec 
quelque    exactitude.    Ceux  qui  voudront  con- 
noître  entièrement  la  trigonométrie  sphérique, 
.  pourront  consulter  mes  principes  d'astronomie 
sphérique ,  où  ils  trouveront  les  solutions  géo- 
métriques et  algébriques  de  tous  les  cas  ci-des- 
sus, avec  l'application  du  calcul  différentiel, 
aux  formules  trigonométriques.    Us  trouveront 
aussi   d'excellentes   choses  dans    Iç  traité    de 
M.  Cagnoli,  qui  a  suivi  une  marche  semblable 
à  celle  de  Touvrage  dont  je  viens  dé  parler., 
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s  instruments  dont  on  fait  usage  dans  la 
mesure  des  angles.  Des  attentions  qu'il  fauù 
a^oir  dans  leurs  déterminations.  Des  diffé* 
rents  obstacles  qui  peuvent  se  rencontrer  dans 
la  pratique  ;  de  la  manière  de  les  surmonter, 
et  des  principales  espèces  de  réductions  à 
faire  sur  les  angles  observés. 

<Sio. -LioRSQUE  Ton  veut  faire  un  plan  d^uiltf 
étendue  considérable  ,  c^est  par  des  triangles 

aue  Ion  fixe  la  position  des  principaux  points 
e  la  carte  ;  6t  1  on  détermine  tous  les  angles 
et  les  côtés  de  ces  triangles ,  soit  par  des  mesu- 
res actuelles ,   soit  par  des  calculs  fondés  sur 
les  analogies  qiie  l'on  vient  de  démontrer.  Ait 
premier  coup-d'œil  rien  ne  paroît  plus  facile 
que  l'application  des  règles  de  la  géométrie  à' 
la  pratique  sur  le  terrain  ;  mais  lorsqu'on  réflé-; 
chit  sur  toutes  les  causes  d'erreurs  qui  accom- 
pagnent nécessairement  toutes  les  opérations  ^ 
on  ne  peut  apporter  trop  de  précautions  pour 
les  diminuer  le  plus  qu'il    est  possible ,  pour 
les  distinguer  les  unes  des  autres  ,  et  pour  \e% 
corriger ,  ou  les  prévenir.  Enfin ,  il  faut  savoir 
quelquefois  les  estimer  assez  adroitement  pour 
ne  pas  trop  compliquer  les  détails  des  opéra- 
tions. Les  grandeurs  que  Ion  mesure  sur  le 
terrain ,  sont  de  deux  espèces  ;  ou  des  éten- 
dues en  longueur  qui  servent  de  base^  aux 
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triangles  due  Ton  veut  établir ,  ou  les  anglad 
qui  sont  formés  pair  deâ  rayons  visuels  dirigés 
auic  principaux  points  du  plan  à  lever.  Lorsque 
Fon  veut  mesurer  les  bases  ,  il  faut  choisir  su* 
tant  qu  il  est  possible  le  terrain  le  plus  uni  et 
le  plus  étendu  :  il  faut ,  si  Ton  se  sert  de  chai* 
l^es  f  avoir  attention  de  les  faire  tendre  tou- 
jours également,  et  horizontalement  $  et  ne  se 
servir  que  de  celles  que  Ton  a  bien  vérifiées 
avec  des  mesures  bien  connues  :  encore ,  si 
les   opérations  étoient  d'une  certaine   impor- 
tance ,  comme  s'il  s'agissoit  de  déduire  la  Ion* 
gueur  d'uti  degré  du  méridien  par  une  latitude 
quelconque  ;  il  Êiudroit  rejeter  toutes  les  chai* 
nés  doiit  on  fait  usage  dans  la  levée  des  plans 
et  mesurer  les  différentes  bases  particulières  « 
et  singulièretrfent  la  première  avec  toutes  les 
précautions  que  lAessieiirs  de  Tacadémië  royale 
des  sciences  ont  employé  dans  la  détermina* 
fîon  de  leur  base  pour  les  degrés  qu'ils  ont 
tnesurés. 

Du  graphometre ,  de  son  usage ,  et  de  la 
manière  de  le  i^érifien 

5ii.  Les  angles  se  mêsurçnt  avec  la  grà^ 
phomelre,  ou  avec  des  quart-de-oércles  trtunîs 
de  lunettes  polit  découvrir  les  objets  les  plus 
éloignés.  Dans  les  plans  relatifs  aux  opérations 
"des  grands  chemins  ou  autres  travaux  royaux,  la 
plupart  du  temps  on  peut  se  servir  d'un  bon 
graphometre  ordinaire  pour  mesurer  les  angles^ 
si  ks  côtés  des  triangjies  que  l'on  veut  former 

Q^excédent 
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n'excèdent  pas  2  à  3  mille  ou  4000  toises; 
quand  les  distances  deviennent  plus  considé- 
rables, il  faut  en  employer  un  qui  soit  garni 
d'une  bonne  lunette  fixe  ,  et  d'une  autre  mobile 
qui  sert  d'alidade.  On  sait  que  le  grapliometre 
n'est  autre  chose  qu'un  demi  -  cercle  bien  di- 
visé en  180°,  avec  une  re^le  mobile  sur  son 
centre  ,  et  munie  à  ses  deux  extrémités  de 
pinnules  fixes  et  invariables  ,  qu'elle  entraîne  . 
avec  elle.  Il  porte  encore  deux  autres  pinnules 
perpendiculaires  à  son  plan ,  et  qui  répondent 
Tune  vis-à-vis  de  l'autre  aux  points  marqués  o* 
et  180°.  Pour  donner  au  graphometre  plus  de 
justesse  dans  les  mouvements  circulaires ,  les 
meilleurs  sont  tellement  construits  ,  que  leur 
lige  est  mobile  dans  la  boule  de  cuivre  qui 
forme  le  genou ,  et  tellement  disposée  qu'au 
rooyen  d'une  vis  de  pression,  on  peut  suppri- 
33ier  presque  entièrement  le  grand  mouvement.. 
Ensuite  ,  au  moyen  d'une  autre  vis  sans  fin , 
parallèle»  au  plan  de  Tinstrument ,  et  qui  en- 
graine  dans  les  divisions  d'un  plateau  circulaire 

mteme 

,  A  7  %j      *     *      '        *  -  singuli^ 

jement  le  moyen  de  ramener  insensiblement 
le  rayon  visuel  dirigé  par  les  pinnules  fixes  sur 
les  objets  que  l'on  veut  observer.  L'alidade 
mobile  est  paieîUement  susceptible  des  deux 
mouvements,  l'un  très-libre,  en  vertu  duquel 
on  lui  fait  parcourir  assez  rapidemeat  toutes 
les  divisions  du  limbe,  et  l'autre  très  lent,  pour 
ramener  insensiblement  les  pinnules  fixées  aux 

Hh 
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deux  extrémités  de  l'alidade  à  Êiîre  tomber  Je 
rayon  visuel  qu'elles  dirigent  sur  l'objet  dont 
on  veut  observer  l'angle  avec  le  rayon  visuel 
dirigé  au  premier  objet. 

Une  des  qualité^  essentielles  d'un  bon  gra- 
phonietre ,  c'est  d'être  non  seulement  bien 
divisé,  mais  encore  d'être  bien  centré;  c'est- 
à-dire  que  les  lignes  de  mire ,  soit  des  pinnules 
de  Finstrument  et  de  son  alidade  ,  soit  les  axes 
des  lunetes  fixes  et  mobiles,  se  coupent  bien 
précisément  au  centre  de  Tinstrument.  Pour 
vérifier  un  graphometre ,  il  faut  choisir  un  lieu 
dont  l'horizon  soit  libre  ,  et  environné  d'un 
grand  nombre  d'objets.  On  dirigera  des  rayons 
visuels  à  tous  ces  différents  objets ,  en  obser- 
vant les  angles  que  font  tous  les  rayons  visuels 
deux  à  deux  ;  en  tournant  toujours  dans  un 
même  sens ,  jusqu'à  ce  que  l'on  soit  de  retour 
à  Tobjet  dont  on  est  parti ,  après  avoir  par- 
couru le  tour  entier  de  Thorizon.  On  sçaît  que 
tous  les  angles  formés  autour  d'un  point  va- 
lent 36o*^.  Si  donc  on  pouvoit  observer  chaque 
angle  en  particulier  avec  une  précision  géomé^ 
trique  ;  en  ajoutant  tous  les  angles  observés , 
on  devroit  retrouver  les  36o  degrés  ;  mais  il 
est  aisé  de  sentir  qu'aucun  ne  peut  être  observé 
avec  cette  rigueur  absolue ,  soit  à  cause  de  la 
petitesse  des  divisions  de  l'instrument ,  soit  à  ' 
cause  de  l'imperfection  de  notre  vue.  On  pour- 
roit  remédier  à  l'erreur  qui  provient  de  la  peti- 
tesse du  rayon  dé  l'instrument  ;  mais  en  augmen- 
tant Ict  rayon  pour  avoir  des  degrés  plus  grands  , 
on  angmenteroit  aussi  considérablement  le  prix 
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de   l'inslritment  et  la  difficulté  de  le  transpor- 
ter. Il  est  donc  de  toute  nécessité  qu'il  y  ait 
3ue!ques  erreurs  ^  soit  en  plus  ,  soit  en  moins 
ans  la  somme  de  tous  les  angles   d'un  tour 
d'horizon  >  par   rapport  à    36o  ^   Si   Ton  ne 
trouve  que  quelques  minutes  pour  un  graphô- 
«netre  de  5  à  6  pouces  de  rayon ,  on  jugera  les 
angles  assez  bien  observés  ,  et  l'instrument  bien 
centré.  Encore  faudrait- il  répéter  plusieurs  fois 
l'opération  ;    parcequ'il  arrive  souveiit  que  le 
hasard  produise  des  compensations  qui  feroient 
j  uger  bon  un  instrument  au-dessous  du  médio- 
cre. On  peut  encore  vérifier  un  graphomtftre 
en  observant  séparément  chacun  des  trois  an- 
gles de  plusieurs  triangles;  car  ,  si  ces  angles 
sont  bien  mesurés ,  et  si  l'instrument  est  suffi- 
samment bon ,  on  doit  trouver  très-près  de  180  % 
soit  en  excès,  soit  en  défaut.   On  doit  même 
observer  d'avoir  cette  attention  dans  la  mesure 
des  grands  triangles ,  de  ne  point  conclure  le 
troisième  angle  des  deux  angles  observés  sur  la 
base  ;  mais  de  se  transporter  au  troisième  point 
du  triangle  pour  observer  Tangle.  Si  l'on  s  éloît 
trompé  grossièrement  ,■  comme  cela  *  peut  arri* 
ver  j  dans  l'observatioh  des  deux  premiers  an» 
^les  *,  cette  opération  feroit  reconnoître  l'erreur^ 
"et'serviroit  à  concilier  quelquefois  des  inconsé^ 
quences  dont  on  îgnoroit  la  cause  et  le  principe* 
On  peut  regarder  les  divisions  dont  on  se  sert 
dans  les  instruments  actuels,  comme  une  des  in- 
ventions les  plus  heureuses  pour  la  perfection  des 
opérations  de  la  géométrie  pratique.  Onseservoît 
^trefois,  pour  estimer  les  minutes  de  dix  eri  dix, 
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de  circonférences  concentriques  tracées  sur  lé 
limbe  de  rinstrunient,  et  coupées  transversa- 
lement par  ^es  lignes   qui  alloîent  aboutir  de 
chaque  degré  du  cercle  intérieur  ^  au  degré  du 
cercle    extérieur  plus  ou  moins  avancé  d'une 
division  de  o,  ou  de  180°  :  les  transversales  qui 
doivent  être  des  circonférences  de  cercle,  étoient 
tout  -siaiplement  des  lignes  droites  qui  introduî- 
soieiit  nécessairement  une  erreur  aans  la  ma- 
nière d'estimer  les  minutes  de  degrés.  Nous  in- 
sisterons peu  sur  ces  divisions  qui  ont  été  heu- 
reusement abandannées ,  pour  faire  connoître 
celle  que  Ton  a  adoptée  généralement  aujour- 
'.d'hui.  Cette  division  est  attribuée  à  un  certain 
"Nonms  ,   quoique   des  géomètres    prétendent 
/qu'il  n'en  soit  pas  l'inventeur  ;  quoi  qu'il  en 
soit ,  voici  en  quoi  elle  consiste.  On  trace  sur 
le  limbe  de  l'alidade  mobile^  un  arc  de  cercle 
conceiUrique  à  la  circonférence  extérieure  du 
^limbe  de  Tinstrument.  Ensuite  ayant  pris  un 
<jertain  iK>rabre  de  degrés  sur  la  circonférence 
du  eraphometre ,  et  le  même  nombre  de  degrés 
surllarc  de  l'alidade;  on  divise  cet  arc  en  un 
autre  nombre  de  parties  égales  d'une  unité  plus 
^rand.  Par  ce  moyen  on  a  un  arc  sur  l'alidade 
d'un  certain  nombre  de  minutes  plus  petit  que 
i'arc  d'un  degré.  Pour  donner  un  exemple,  sup- 
posons que  je  veuille  avoir  les  aqgles  avec  les 
iuinutes  de  cinq  en  cinq.  L'arc  d'un  degré  sur 
_l(i  limbe  de  l'instrument  sera  donc  de  60  mi- 
nutes ,  ^  la  première  division  sur  l'alidade  «era 
de  55^  \'  donc   puisque  les  divisions  de  l'arc 
tcacé  sur  l'alidade  1  doivej;^;  é^uivstloir  à  un  cerj 
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laîn  nombre  de  degrés  ^   il  faut  qu'un  certain 
muUîple  de  55  soit  égal  à  un  autre  multiple 
de  60.  Donc  les  nombres  de  divisions  du  limbe 
et   de   Talidade    doivent  être^  dans  la  raison 
réciproque  de  60  :  {>5,  ou  bien  :  :  la  à  1 1»  On 
prendra  donc  sur  la  circonférence  du  limbe  et 
sur  Talidade  un  arc  de  1 1  degrés  que  Ton  divi- 
sera sur  celle-ci  en  12  parties  égales.  SiTinstru- 
ment  étoit  divisé  en   demi  degrés ,  ou  en  arcs 
de  3o';  pour  avoir  les  minutes  de  deux  en  deux 
par  la  aivision  de  Nonius^  il  iàudroit.  qu'un 
certain  multiple  de  3o  minutes  fût  égal  à  un 
autre  multiple  de  28  minutes  ;  donc  le  nom-  ' 
bre  des  divisions  sur  le  limbe  et  sur  l'alidade 
pour  le  même  arc  de  part  et   d'autre ,  doit 
être  dans  la  raison  réciproque  de  3o  à  28,  ou 
de  i5  à  14;   c'est-à-dire  qu'il  faudroik  prendra 
sur  le    limbe  un.  arc  de  14  demi  degrés  que 
l'on  diviseroit  sur  l'alidade  en  i5  parties  éga- 
les, et  par  cette  division  on  pourroit  mesurer 
tous  les  angles  de  deux  minutes  eu  deux  mi- 
nutes. Enfin  ^  si  la  circonférence  du  cercle,  éloit 
divisée  en  quart  de  degrés;  on  auroit  les  angles 
k  une  minute  près  par  une  division  de  qiia* 
torze  quarts  de  degrés  en  quinze  parties  égales. 
Tout  ceci  bien  entendu ,  pour  mesurer  ua angle 
observé^  on  examinera  s  il  y  a  sur  le  linibeet 
sur  le  bord  de  l'alidade  deux  divisions  qui  coïa- 
cidcnt  absolument  :  ensuite  ,  partant  de  cette 
division  pour  revenir  vers  la  fleur-derlis  cpii  esl 
sur  l'alidade  i  et  qui  correspond  au  rayon  visuel 
des  pinnules^   ou  à  l'axe  de  la  lunette;    oa 
comptera  toutes  les  divisions  intermédiaires  y  et 
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Ton  prendra  autant  de  fois  5'  qu'il  y  aura  de 
pareilles  divisions,  si  le  nonius  donne  les  minu- 
tes de  cinq  en  cinq;  ou  bien  autant  de  ibis 
deux  minutes  ,  si  la  division  donne  les  minutes 
de  deux  en  deux;  ajoutant  le  nombre  de  minu- 
.  les  au  nombre  de  degrés  marqués  sur  le  bord 
de  rinstryraent ,  on  aura  Vangle  avçc  toute  la 

Ï>récision  dont  Tinstrument  esf  susceptible.  Si 
'on  ne  trouve  'point  de  division  qui  coïncide 
absolument,  comme  cela:  peut  arriver  très  sou- 
vent ,  on  s'arrêtera  à  cçUes  qui  approchent  le 
plus  de  tomber  l'une  sur  l'autrev,  et  l'on  esti- 
mera du  mieux  que  Ton  pourra  l'excès  ou  le 
défaut,  en  comptant  d'ailleurs  comme  dans  le 
cas  précédent. 

Supposons,  par  exemple ,  que  la  fleur -de-  lis; 
de  Tâlidade  ^^.  171  )  réponde  beaucoup  au- 
delà  du  37*""*  degré  de  division  sur  le  lunbe, 
et  que  ce  soit  le  quarante  -  sixième  degré  du 
limbe  qui  coïncide  absolument  avec  une  divi- 
sion du  nonius  ;  on  comptera  en  retournant 
vers  la  fleur-de-lis  :  ayant  trouvé  qu'il  y  a  neuf 
divisions  sur  Talidade ,  on  comptera  46' ,  et  Tan- 
gle  observé  sera  de'  ^7°  4^'-  Si  la  division  eût 
été  un  peu  au-dessous  de  la  division  du  limbe, 
par  rapport  à  la  fleur  -  de  -  lis ,  on  eût  retran- 
ché à-peu-près  deux  minutes  et  demie,  et  si  elle 
^  eût  été  tant  soit  peu  au-dessus ,  il  auroit  fallu 
ajouter  à  45'i  ce  que  l'estime  auroit  fait  trou- 
ver. M.  le  chevalier  da  Borda  a  inventé  un 
nouveau  cercle  avec  lequel  on  peut  mesurer 
les  angles  à  la  seconde ,  d'après  les  principes 
<àe  Mcijrer. 
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De  la  réduction  des  angles  au  centre. 

6\i.  Il  arrive  très  souvent  que>  lorsque  Ton 
veut  mesurer  un  angle,  îl  e^t  impossible  de  se 
placer  sur  le  terrain  au  point  qui  doit  être  le  som- 
met  de  cet  angle  >  pour  observer  de  ce  point  le« 
signaux  placés  aux  autres  angles.  Alors  on  est 
obligé  de  prendre  cet  angle  à  quelque  distance 
de  son  véritable  sommet,  et  de  comger  Tande 
observé  pour  qu'il  soit  réellement  égal  à  celui 
qu'il  falloit  prendre  ;  c'est  ce  qui  constitue  la 
réduction  des  angles  au  centre  dont  nous  allons 
donner  la  théorie. 

£n  général  il  peut  y  avoir  trois  positions 
dififérentes  de  lobservateur  à  l'égard  du  centre  « 
relativement  aux  objets  qui  doivent  former  l'an- 
gle à  observer.  Ou  bien  il  se  ^trouve  dans  la 
direction  du  centre  à  l'un  des  objets  {fig.  172), 
ou  bien  dans  une  direction  qui  passe  entre  les 
deux  rayons  visuels  comme  dans  la  fig.  173; 
ou  enBn ,'  sa  position  à  l'égard  du  centre  et 
des  objets  est  telle  que  le  rayon  yisuel  mené 
de  l'oDservateur  au  centre  qui  doit  être  le 
sommet  de  l'angle,  se  trouve  entièrement  au 
dehors  de  l'angle  formé  par  les  rayons  menés 
<le  ce  centre  à  chacun  des  objets  A  et  B, 
fig*  174  :  nous  donnerons  des  règles  pour  cha-? 
cun  de  ces  cas. 

Premier  cas^ 

6i3.  Lorsque  l'observateur  est  placé  dans  la 
direction  du  centre  à  Tua  des  objets  (Jig.  17^1),. 
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il  peut  encore  arriver  deux  cas  selon  qu'il  est 
enlre  Je  centre  et  l'objet ,  comme  en  D  ou  en 
F;  ou  bien  au-delà  du  centre  par  rapport  aux 
objets  A  et  B,  comme  en  d  et  f.  Cela  posé» 
ayant  mené  les  rayons  visuels  DB ,  é/B  ^  ou  FA  » 
jK\  il  est  visible  que  l'angle  obsei"vé  ADB  est 
celui  qu'il  faut  réduire  au  centre  C»  pour  qu'il 
soit  l'angle  véritable  ACB.  Or,  on  apperçoit  que 
l'angle  ADB  étant  extérieur  au  triangle  DEC  » 
vaut  à  lui  seul  les  deux  intérieurs  opposés  j 
ainsi  l'on  a  ADB  =  ACB  -*-  DBC  ;  donc  ACB  = 
ADB  —  DBC  ;  c'^est-à-dire ,  qu'ilfauÈ  rétrancher 
d^  l'angle  observé ,  l'angle  qui  est  à  l'un  des 
objets ,  et  qui  a  pour  bç,se  la  distance  de  l'ob^ 
servateur  au  centre  ,  lorsque  Vobservateur  se 
trouve  entre  le  centre  et  l'objet.  S'il  se  trouve 
au-delà  du  centre  à  l'égard  de  l'objet^  comme 
cnJ  ;  alors  on  a  l'angle  ACB  =  AJB—j-^C; 
c'est-à-dire  ,  que  dans  ce  cas  ,  il  faut  ajoutera 
V angle  observé  AûfB  ,  celui  qui  a  son  sommet  au 
point  B^  et  sa  base  sur  la  distance  de  Fobser" 
vateur  au  centre.  Nous  verrons  bientôt  com-: 
ment  on  calcule  ces  angles. 

Second  cas. 

(J14.  Lorsque  la  direction  de  l'observateur  SHI 
centre  (y?^.  173)  passe  entre  les  rayons  visuels 
menés  du  centre  aux  deux  objets  A  et  B , 
comme  lorsqu'il  est  placé  en  D  ouen^/j  ayant 
tiré  le  rayon  DCrf  prolongé  vers  G  ;  il  est  visi- 
ble que  pour  le  point  D  ,  l'angle  ACB  doit 
être  plus  petit  que  l'angle  observé  ADB  j  et 
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pour  le  point  d  le  même  angle  ACB  doit  être 
plus  grand  que  l'angle  observé  ArfB;  Pour  trou- 
ver la  correction  convenable  à  Tun  et  à  l'autre 
cas,  ou  observera  de  plus  avec  soin,  l'un  des 
angles  AÏ>G  ou  BPG  ;  ainsi  que  l'un  des  an- 
gles KdG  ou  BûfG ,  lorsque  i  observateur  est 
en  d.  Cela  posé,  il  est  visible  que  l'angle  total 
ACB  est  composé  des  deux  angles  ACG  et  BCG, 
qui  sont  correspondants  aux  angles  ADG  et 
BDG.  Or  à  cause  de  l'angle  extérieur  ADG ,  on 
aura  ADG = ACG  -+-  DAC  ;  donc  ACG  =  ADG 
— DAC;  pareillement  on  trouvera  BCG  =:BDG 
—  DBC  î  donc  ACG  H-  BCG  ou  ACB  =  ADG 
^  BDG  —  DAC  —DBC  ,  ou  encore  ACB=: 
ADB  — DAC— DBC  C'est-à-dire  que  lorsque 
l'observateur  se  trouve  entre  les  rayons  menés 
de  l'ansle  cherché  aux  extrémités  de  la  base, 
et  qu'il  est  entre  cette  base  et  le  sommet  de 
l'angle  ;  pour  avoir  l'angle  au  centre^  on  retran* 
chera  de  l'angle  observé  les  deux  angles  sous 
lesquels  on  verroit  la  distance  de  t observateur 
au  centre  des  sommets  des  deux  autres  angles 
du  triangle. 

Si  l'observateur  est  en  d ,  toujolirs  dans  une 
position  telle  que  son  rayon  à  l'objet  passe 
entre  les  deux  rayons  menés  du  centre  aux 
extrémités  de  la  base^  mais  au-delà  du  centre 
par  rapport  à  cette  base  ;  on  aura  l'angle  au 
•  centre  plus  grand  que  l'angle  observé  kdQ  ; 
et  à  cause  des  angles  extérieurs  ACG^  BCG 
par  rapport  aux  triangles  CA<i ,  CBr/;  on  aura 
ACG==  ArfG^^CArf,  etBCG  =  BrfG -+-aBC  ; 
donc  ACG  +  BCG  ou  ACB  ==  KdG  ^-  BiG 


49^  iiçoKS  SB  ^ioMitJkin 

H-  CArfn^  CBuf  ;  ==  ArfB  H-  CArf-H  CBJ  ;  c'esft- 
à-dire  que  dans  ce  cas ,  pour  woir  F  angle  au 
centre ,  il  faut  ajouter  à  V angle  observé  la 
SQmme  ries  angles  sous  lesquels  on  voUdes points 
A,  et  B  ^  la  distance  d0  VobseNéieur  au 
centre, 

Troisième  cas, 

6i5.  Enfin%  lorsque  l'observateur  est  telle- 
ment placé  à  regard  du  centre  et  des  objets 
A  et  B ,  que  la  ligne  menée  du  point  de.station 
au  centre  )  ne  passe  point  au  dedans  de  Fangle 
formé  par  les  rayons  menés  aux  extrémités  de 
la  base,  comme  en  D  ou  ^;  avant  observé  les 
angles  ADB  et  ADC  ;  on  aura  l'angle  AOB  qui 
est  extérieur  ,  soit  au  triangle  ADO  ,  soit  au 
triangle  BCO  ;  ce  qui  donne  deux  valeurs  de 
cet  aude  AoB  ;  on  a  aonc  AoB  =  ADB  -i-  DAC  , 
et  AOB=ACB-hBCD;  donc ,  en  comparant  ces 
deux  valeurs  du  même  angle  AOB,  on  aura 
ADB  H-  DAC  =  AÇB  h^  BCD  ;  donc  ACB  = 
ADB  H-  DAC  —  CBD.  Si  l'observateur  étoit 
en  d  ;  on  trouveroît  de  même  ACB  =  Ar/B  -f* 
dBC  —  CAd;  d'où  l'on  forme  cette  règle  géné- 
rale pour  réduire  les  angles  ^u  centre  dans  la 
troisième  .position  ;.  à  l'angle  observé  ajoutez 
la  différence  des  angles  sous  lesquels  on  doit 
voir  des  points  AetB^  la  distance  du  point  dç 
station  au  centre  j  et  vous  aurez  ^Ji'angh  au 
centre;  ou  ce  qui  vien^  au  même  à  l'angle  ob- 
servé ^ajoutez-y  r angle  sous  lequel  on  vcrroii 
votre  distance  au  centre  du  point  qui  est  du 
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''même  coté^que  la  station  à  V égard  du  centre  ^ 
et  retranchez-en  C angle  squs  lequel  on  verroU 
votre  même  distance  au  centra  du  point  qui  est 
de  l'autre  côté  de  Ici  station^ 

CoiVoi^AIEE, 

616.  Il  suit  de  tout  ce  qriî  précède,  que 
dans  la  première  position  on  ajoutera  à  l'angle 
observé  ,  ou  l'on  en  retranchera  celui  des  deux 
(zngles  en  A  et  en  B ,  dans  la  direction  duquel 
on  ne  sera  point.  Dans  la  seconde  position  on 
çtera  de  V angle  observé  les  angles  en  A  et  en 
B ,  qui  ont  pour  base  la  distance  du  point  de 
station  au  centre;  si  ton  est  entre  la  base  et  le 
centre;  ou  Von  ajoutera  les  mêmes  angles  à 
V angle  observé^  si  l'on  est  plus  loin  de  la  base 
que  le  centre  ou  sommet  de  l'angle  demandé. 
Enfin,  dans  la  troisième  position j  on  ajoutera 
à  r angle  observé  celui  qui  est  du  côté  de  l'ob^. 
servateur ,  et  l'on  en  retranchera  l'autre.  Cette 
théorie  bien  entendue  ,  il  sera  facile  d'en. faire 
l'application  à  la  pratique  ,  comme  on  va  le  voir. 

Problème 

.  617.  Soit  un  objet  C  ,  dont  on  veut  avoir  la 
position  à  l'égard  de  deux  objets  A  et  B  y  par 
le  moyen  dune  base  AB,  connue ^  et  des  angles 
CAB  et  CBAj  observés  aux  extrémités  de  ceue 
base ,  mais  qui  ne  peuvent  être  pris  du  centre 
de  ces  mêmes  objets  à  cause  des  obstacles  qui 
sjr  reru^ontrent  ;  on   demande  de  déterminer 
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toutes  les  parties  du  triangle  BAC ,  comme  JS 
Ion  avoit  pour  objet  les  mêmes  angles  dans 
leur  y  rai  sommes  (fig,  174  bis). 

S  O  L  U  T  I  O  N. 

^  Ayant  pris  les   points  a  et  b  dans  la  posî^ 
lion  la  plus  commode  auprès  des,  vrais  lieux 
A  et  B,  et   estimé  avec  le  plus  'de  précision 
piossîble  les  distances  Aa,  Bb  de  ces  points  de 
station  aux  vrais  centres  A  et  B  on  observera 
au  pçint  a  les  angles  CaB  et  CaA  ,  que  Ton 
cotera  sur  une  figure  avec  les  degrés  et  minu- 
tes qui  leur  conviennent»  On  observera  pareil- 
lement au  point  b  les  angles  CbA  et  C^È  avec 
les  mêmes  attentions  ;  cela  fini ,  on  observera 
que  les  angles  CcB,  CAB ,  sous  lesquels  on  voit 
le  côté  CB  du  triangle  ACB ,  sont  sensiblement 
égaux;  on  verra  de  même  que  les  angles  C^A, 
CdA^sous  lesquels  on  doit  voir  des  points  b  et 
B  le  côté  AC  du  même  triangle  ,  sont  encore 
sensiblement  égaux;  on  regardera  donc  d'abord 
ces  mêmes   angles  CaB  et   C^A    comme  sMls 
étoient  respectivement  égaux  à  ceux  en  A  et  en  B 
du  triangle  ACB;  donc,  en  ôtant  leur  somme  de 
»i8o'',  on  aura  une  valeur   très  approchée  de 
l'angle  ACB.  Au  moyen  de  cet  angle  et  de  la 
base  AB   qui  lui   est  opposée ,    et  supposée 
connue ,  on  calculera  les  côtés  AC  et  CB  ;  donc 
an  triangle  ACa,  dont  on  connoît  le  côté  Aa 
avec  le  côté  aC  très  approché,  et  l'angle  ob- 
servé AaC,  on  pourra  calculer  l'angle  ACa,  qui 
donnera  la  valeur  de  l'angle  BAC  par  le  n"*.  5.  Do 


tHlfoilXQUB     ET   PRATIQWfi>  49? 

.tnêtne  au  triangle  BC^,  on  connoit  le  côté  BG 
qui  vient  d'être  calculé  d'une  manière  très  ap- 
prochée ;  donc ,  à  cause  de  l'angle  observé  BiC 
et  du  côté  Bb ,  connu  par  mesure  réelle  ou  par 
une  estime  suffisante ,  on  calculera  encore  la 
valeur  de  l'angle  BCè,  par  le  moyen  duquel 
on  fera  la  réduction  de  l'angle  BAA  à  l'angle 
CBA  par  le  n''.  61 5.  Les  angles  BAC  et  ABC, 
ainsi  calculés ,  on  aura  une  nouvelle  valeur  de 
l'angle  C  ^  et  l'on  pourra  regarder  le  triangio 
comme  celui  dont  les  angles  auroient  été  ea 
effet  observés  aux  sommets  véritables  en  A  et  en 
B.  Si  l'on  n'étoit  pas  content  de  cette  première 
détermination^  on  calculeroit  de  nouveau  la  va- 
leur des  côtés  AB  et  AC  ;  'au  moyen  desquels  on 
recommenceroit  le  calcul  une  seconde  fois  y 
comme  il  vient  d'ôtre  dit  ;  et  après  cette  opé* 
jation,  on  peut  regarder  le  triangle  comme  s'il 
€Ùt  été  calculé  d'après  des  angles,  observés  aux 
vrais  points  de  station  A  et  B ,  quoique  d'a- 
près des  stations  réellement  différentes  aux 
points  déterminés  a  et  ^  le  plus  convenable^ 
ment  qu'il  a  été  possible.  C.  Q.  F.  T.  et  D.i 
Ce  problème  renferme  toute  la  théorie  et 
iouté  la  pratique  de  la  réduction  des  angles 
au  centre^  eu  égard  aux  différents  obstacles  qui 
peuvent  se  rencontrer  sur  le  terrain.  Pour  en  fa* 
«ciliter  encore  la  pratique ,  on  a  dressé  des  tables 
de  la  valeur  des  ansles  sous  lesquels  on  voit  des 
distances  données  dans  des  éloignements  aussi 
donnés.  Voye:&  les  Tables  de  M.  labbé  4^ la 
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ï)e  la  réduction  dés  angles  au  plan  dé 
r horizon ,  et  de  la  manière  de  culculer  tou,s 
les  poinU  d'une  gr<indù  carte  ,  ù  Uégaid  dé 
deux  lignes ,  dont  l'une  est  une  méridienne , 
et  l'autre  une  perpendiculaire  à  cette  pre- 
mière* 

6] 8.  II.  arrive  sourcnt  que  \ts   otjels  dont  où    veut 
-fixer  la   position  sur  un  pian  se  trouvent  au-dessus 
l>u  au-dessous  de  riiorison  de  l'observateur  }'  et  côtnine 
on  doit  rapporter  tou»  ces  points  sur  un  seul  et  même 
plan  y  on  est  obligé  de  réduire  les  angles   obserifës  a 
ceux  qui  seroient  formes  par  des  rayons   visuels  menés 
de  l'œil  de  l'observateur  aux  points  où  aboutîroient  sui* 
l'horizon  les  perpendiculaires  abaissées  des  extrémîtà 
des  points  observés  sur  le  plan  horizontal  qu'on  suppose 
étie  le  même  que  celui  qui  passe  par  Taeil  de  Tobser^ 
rateur.  Celte  théorie  est  sur -tout  nécessaire  dans  los 
plans  d^une  grande  étendue  ,  dont  les  principaux  points 
doivent  être  iiés  par  une  chaîne  de  triangles  ,  et  ïormet 
le  cannevàs  des  parties  à  détailler  ensuite  sur  une  plos 
grande  échelle. 

Je  ne  connois  sur  cette  matière  aucnfi  auteur  élément 
taire  qui  en  ait  traité  avant  M.  Tabbé  de  la  Grive  ^  dait$ 
un  petit  ouvrage  qui  a  pour  titre  ;  Manuel  de  Trigono- 
métrie; mais  lesst)lutions  qu'il  propose  sont  si  éloignées 
de  la  simplicité  dont  ces  sortes  de  problêmes  sont 
susceptibles ,  que  ceux  mêmes  qui  en  auroient  le  plus 
grand  besoin  seroient  peu  tentés  d'en  faire  usage. 

En  général  il  peut  se  présenter  quatre  cas  dans  1* 
pratique  ^  suivant  la  position  des  objets  observés  à  l'é- 

Sard  de  l'horijion.  En  effet,  i®.  il  peut  arriver  que  1^ 
eux  points   où  l'on  dirige   des  rayons  visuels  soient 
tous  deux  ^u-dcssus  de  Thorizon  j  2**.  qu'ils  soient  tous 


^  ». 
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deux  au-dessous  ;  3^.  que  Tun  soit  au-dessus  et  Tautre* 
au-dessous;  4"".  que  l'un  des  objets  soit  dans  l'honzon, 
et  l'autre  au-dessus  ou  au-dessqus.  Tous  ces  difrërent$ 
cas  se  réduisent  à  un  triangle  sphérlque  ,  dont  on  con- 
noit  les  trois  côtés  ,  et  dont  il  fautcalculer  un  angle  com* 

Îris  entrée  deux  plans  verticaux.  C*esta(indene  rienlaisser 
désirer  surcctte  partie  sans  dcrnonstration,  que  j'ai  cru 
devoir  augmtenter  cet  ouvrage  d'un  traité  de  Trigonométrie 
sphérique  plus  étendu  que  tous  ceux  qu'on  trouve  dans 
les  traités  élémentaires.  Passons  à  la  solution  d'une 
question  qui,  dans  sa  généralité,  donnera  la  manière  de 
résoudre  toutes  les  questions  de  cette  espèce* 

■ 

619,  Soient  deux  objets  A  et  B  ^  Vun  élevé  au-éessus 
de  l  horizon  ^ une  quantité  Aa  y  telle  que  l'angle  ACd 
formé  par  dés  rayons  visuels  menés  de  Vœil  de  l'obser^ 
(dateur  au  point  A  et  dans  le  plan  de  l'horizon  y  soit 
â*une   grandeur  sensible,  et  qui  a  pu  être  mesurée; 
Vautre  abaissé  au  -  dessous  de  Vhotizon  d^une  autre 
quantité  Bb,  telle  queVonaitpu  mesurer  pareillement 
du  point  de  station  C  Fangle  BCb ,   sous  lequel  on 
voit   la  hauteur  Bb  ;   supposant  de   plus  que    Von 
ait  obsers^é  V angle  formé  par  des  rayons  visuels  CA , 
CB ,  dirigés  du  m>éme  point  des  stations  aux  objets  Jf 
^t  B  ;  trouver  Vangte  ACb  formé  par  les  rayons  vi- 
suels supposés  dirigés  dans  le  plan  de  Vhorizon  aux 
points  de  projection  des  objets  A  çt  B  sur  le  mêmt^ 
plan.  j 

Solution, 

Par  le  point  C  lieu  de  l'œil  de  l'observateur  et  les 
lignes  verticales  Aa  ,  Bb ,  concevons  deux  plans  indé- 
finis qui  seront  aussi  verticaux ,  et  qui  se  couperont 
dans  une  ligne  commune  CZ  également  verticale.  Con- 
cevons de  plus  que  dans  ces  mêmes  plans  avec  un  rayon 
pris  à  volonté ,  on  ait  décrit  des  arcs  de  cercle  terminés 
#ux  r^yoas  visuels  CA  et  CB  j  il  e^t  vîsiblç  que  ïes 
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arcsDCZ^  GCZ seront  chacun  de  90^;  donc,  à  cause  dei 

angles  ACa ,  BCb  supposes  connus  et  mesutés  au  point  de 
station ,  les  arcs  RCZ  et  LCZ  seront  «paiement  connus  ; 
le  premier  étant  égal  à  90^  moins  l'angle  ACa  mesuré 
par  l'arc  FD  ;  le  second  à  90®  plus  l'angle  BCb  mesura 
par  l'arc  GL.  Si  donc»  comme  on  le  suppose,  on  con- 
nolt  encore  l'angle  ACB ,  formé  par  des  rayons  dirigés 
aux  objets  Â  et  B ,  et  si  du  point  C  comme  centre  avec 
le  rayon  qui  a  servi  à  décrire  les  arcs  DFZ  y  LGZ ,  on 
décrit  encore  Tare  FL ,  on  aura  formé  le  triangle  sphé* 
lique  LZFy  dont  les  trois  côtés  sont  connus,  et  dont 
l'angle  Z ,  mesuré  par  l'arc  DG ,  est  l'angle  observé  ACB 
réduit  à  l'horizon. 

Pour  ne  rien  laisser  à  désirer  sur  cette  théorie ,  nous 
jdlons  en  faire  l'application  à  un  exemple  en  nombre* 

Supposons  donc  que  l'on  ait  observé  la  hauteur  Aa 
aous'un  angle  de  11^  16',  celle  BZ^de  9*  34'  au-dessous 
de  l'horizon  ,  et  qu'enfin  l'angle  ACB  est  de  56"  4^^'; 
on  demande  la  valeur  de  ce  dernier  angle  réduit  à  l'hiy 
rizon.  Ces  suppositions  donneront  les  valeurs  des  troil 
pôtés  du  triangle  LZF  comme  il  suit. 

ZF=   77»      44'        117»    o' 
ZL=   99*      34'  77    44 

FL=  56«      42'  Sq*»  lO*  différ.  du  c&ié  Fa 

à  1a  demi-som. 

lomme  déj  trois  cArôs  =  234*        o'         1 17*    o' 
d«mi-9omme  deâcûté^  .=3117*        o'  99"*  34' 

à  la  dcmi-ftom. 

on  aura  donc  cette  proportion  suivant  le  n*.  578,  sin.  77^ 
44'  X  sin.  99*34'  :  sin,  *59'  16'  x  sin.  17'  26'  ::  RH  ; 
$ùi.*  i  DCG;  et  par  logarithmes, 

9,801 356  =1  log.  sin.  39*  16' 

^j/^'j6!j?i6  ::=:.log,  sin.  17^26' 

o,oioo3o  1=  C.  arith.  lôg.  sin.  de  77*  44' 

0,006082  =  C.  arilh.  log.  sin.  de  ^^  34 '« 

;t  9,  294004 

9,647002  =  log.  sin.  de  2<*2o'  4''* 

Doac 
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Donc  Tangle  observé  rëduit  à  Thorizon  est  dteSa"  40' 
S*^ .  L'opératîoa  dépendra  toujours  de  la  résolution  d'un 
triangle  sphérique»    dont  les  trois  côtés  sont  connus^ 

auelle  que  soit  la  position  respective  des  objets  à  Tegard 
e  riiorizon.  11  convient  seulement  d'ajouter  encore  un 
cas  qui  se  présente  assez  souvent ,  cVst  lorsque  des 
extrémités  d'une  base  AB ,  on  observe  urt  otjet  C  élevé 
(/ig.  178)  au-dessus  de  Thorizon  par  des  rayons  visuels 
AC,  BC,  dont  on  mesure  les  angles  CABet  CBA.  On  voit 
que  si  Ton  veut  rapporter  la  position  du  point  C  sur  une 
carte ,  les  rayons  visuels  CA  ,  CB  étant  plus  grands 
que  les  rayons  horizontaux  dirigés  au  centre  de  robjet 
C  ;  Tassiette  du  point  observa  sera  hors  de  sa  vraie 
place  :  dans  ce  cas  il  est  nécessaire  de  mesurer  à  chacune 
des  stations  Â  et  B  ^  les  angles  formés  par  les  rayons 
CA ,  DA  ;  et  par  les  rayons  CB ,  DB  ;  et  alors  du  point  A, 
comme  centre  décrivant  avec  un  r^yon  quelconque  > 
trois  arcs  GF,  GL,  FL,  on  aura  un  triangle  sphériquo 
rectangle  en  F,  dont  il  faut  calculer  rangïe  FAL ,  qui 
donnera  la  valeur  de  Tangle  observé  BAC  réduit  à  Tho- 
rlzçn.  On  fera  la  même  opération  au  point  B  pour 
avoir  Tangle  ABD^  qui  donnera  la  vraie  position  du 
point  C  sur  la  carte  par  la  commune  section  des  lignes 
AD^  BD.  Nous  ne  croyons  pas  nécessaire  d'entrer  dans 
un  plus  grand  détail  sur  cette  partie  de  la  réduction 
des  angles  à  Thorizon» 

De  la  manière  de  calculer  tous  les  points  d*une 
carte  à  V égard  d'une  ligne  méridienne  >  e^ 
d'une  perpendiculaire  à  ^ette  méridienne. 

i 

620.  Quelque  soin  qu'on  ait  apporté  dans  la  mesure 
des  angles  sur  le  terrain  ;  lorsqu'on  veut  fixer  sur  le 
papier  les  principaux  points  d'une  carte ,  il  est  encore 
d'autres  erreurs  qu'il  est  bon  d'éviter.  Il  faut  n'employer 
le  rapporteur  que  le  moins  qu'il  est  possible  pour  rap« 
porter  les  angles  ;  et  se  servir  toujours  d'un^  échelle  de 
parties  égales  pour  déterminer  les  angles  des  triangles 
par  le  nombre  de  parties  égales  comprises  dans  les  cotés 

li       ' 
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qui  les  renferment*  Encore ,  quoique  cette  mëthode 
s6itin&nimehtplus  exacte  que  la  première*,  il  arrive  sou- 
vent que  les  côtés  des  triangles  se  coupant  trop  oblique- 
ment ,  Terreur  insensible  sur  les  premières  opérations  se 
multipliant  continuellement,  dévientà  la  in  considérable; 
et  tendroit  à  défigurer  totalement  la  position  respective 
des  objets.  'Pour  éviter  tous  ces  inconvénients  >  on  a 
imaginé  de  rapporter  la  position  de  chaque  point  à  une 
ligne  droite  que  Ton  appelle  méridienne  ,  parcequ'elle 
est  ordinairement  dirigée  dans  le  sens  de  la  méridienne  , 
et  à  une  autre  ligne  perpendiculaire  à  celle-ci  ,  que 
Ton  appelle  la  perpendiculaire  ,  parcequ'eUe  est  ea 
effet  perpendiculaire  à  la  première.  Nous  allons  Voir 
comment  ces  lignes  se  calculent,  en  supposant  que  Toa 
connoisçe  tous  les  côtés  et  tous  les  angles  des  triangles 
liés  les  uns  aux  autres;  et  qu'il  s'agit  de  rapporter.  Les 
distances  à  la  perpendiculaire  donnent  les  différences 
de  latitude  des  différents  points ,  et  les  distances  à  la 
méridienne  donnent  les  différences  de  longitude. 

Cela  posé ,  soit  donc  une  suite  de  points  A  ,  B ,  C ,  D , 
E,  F,  (^.  179  )  liés  ensemble  par  des  triangles  dont 
oh  a  mesuré  tous  les  angles ,  et  dont  les  côtâ  ont  été 
calculés  d'après  une  base  donnée  et  bien  vérifiée»  Soient 
de  plus  deux  droites  MO ,  TV  indéfinies  perpendiculai- 
res l'une  à  l'autre ,  dont  la  première  soit  prise  pour 
méridienne^  et  la  seconde  pour  la  perpendiculaire  à  la 
méridienne.  Afin  de  rapporter  tous  les  points  à  ces  deux 
lignes;  il  faut  d'abord  ^supposer  que  l'on  ait  déterminé 
par  observation  l'angle  que  fait  un  côté  AB  du  premi» 
triangle  avec  cette  méridienne ,  ainsi  que  la  distance 
du  point  M  où  la  méridienne  coupe  le  côté  ^B  à  l'un 
des  points  A  et  B.  Tout  ceci  bien  entendu,  rien  ne 
sera  plus  facilç  que  de  calculer  les  distances  des  points 
de  la  carte  à  ces  deux  lignes  fondamentales  y  en  n*j 
employant  que  des  triangles  rectangles.  Car,  1**.  au 
triangle  ALM  connoissant  l'angle  AIVIL  avec  l'hypoté- 
nuse AM,  on  connoltrâ^  le  côté  ML  et  le  côté  AL  ;  qui 
sont  les  deiix  lignes  qui  donnent  la  position  du  point  A. 
Pareillement  au  triangle  rectangle  BMG  ^  <m  connoit 
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butre  Tangle  droit  le  côté  BM ,  et  1  angle  BMG  qui  a  été^ 
déterminé  par  obBervatioa  comme  on  le  suppose.  On 
aura  donc  les  lignes  MG  et  BG  qui  Axent  le  point  B. 
F^our  avoir  de  même  le  point  C^  on  mènera  par  le  point 
B  une  droite  B&  parallèle  à  la  méridienne  terminée  aa 
prolongement  de  la  perpendiculaire  CK  ;  et  a  lors  au  trian- 
gle BC5  rectangle  en  i,  on  connolt  le  côté  BC,  ainsi  que 
Tanglje  BCb  ;  car  à  cause  de  l'angle  connu  ABC ,  et 
de  rangle  MBG  ,  que  Ton.  vient  de  calcule^,  on  a 
la  valeur  de  Tangle  GBC ,  ou  de  son  alterne  BCb } 
donc  on  calculera  les  lignes  Cb  et  hb  ;  retranchant  en« 
suite  ¥iby  de  Cb  ,  on  aura  CK;  et  ajoutant  lib  à  MG 
déjà  connue  y  on  aura  KM  pour  la  distance  du  point  C 
àîa  perpendiculaire.  On  trouvera  par  des  calculs  absolu-^ 
ment  serftlables  y  les  distances  DH  et  MH  ;  £1 ,  MI  ; 
FO,  OM  des  points  D^  E,  1'  à  la  méridienne ,  et  à  la 
perpendiculaire. 

621.  S*il  Y  a  quelque  point  comme  P  qui  appartient 
à  un  triangle  dont  aucun  côté  ne  coupe  la  méridieniie  ; 
pour  calcLuer  ses  distances  PQ  et  QM ,  il  faudra  pro- 
longer un  de  ses  côtés  comme  BP ,  jusqu'à  ce  qu*il 
rencontre  la  méridienne  en  R  ,  et  alors  à  cause  des 
anjgles  connus  DBP  ,  DBG,  CBG^  si  l'on  retranche 
fous  ces  angles,  de  deux  droits;  on  aura  l'angle  GBR 
eu  son  complément  BRG,  au  moyen  duquel  au  trian- 
gle rectangle  BGR  on  calculera  la  valeur  de  la  ligne  BR^- 
et  de  la  ligne  GR  ;  ce  qui  donnera  dans  le  triangle  rec- 
tangle PQR,  le  côté  PR  tout  entier,  par  lequel  on  dé- 
terminera la  ligne  PQ  et  la  ligne  QR  ;  d'où  retranchant 
la  connue  Ma.  /  il  restera  MQ  pour  la  distance  du 
point  P  à  la  perpendiculaire.  11  en  seroit  de  même  de 
tbut  a^itre  point  lié  par  des  triangles  quelconques  ,  avec 
ceux  qui  coupent  la  méridienne.  Nous  laissons  aux  com- 
mençants le  plaisir  d'appliquer  eux-mêmes  ces  principes 
k  quelque  suite  de  triangle.  On  peut  regarder  cette  mé« 
tliode  comme  une  des  plus  importantes  dans  la  levée 
d'une  gran,de  carte  ^  et  c'est  pour  ceux  qui  seroient  em- 
ployés dans  des  ouvrages  de  <ette  nature  ,  que  j'ai  joint 
ici  les  détails  de  cette  espèce  de  réduction. 

lia 
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CHAPITRE     IX. 

t}e  la  résolution  des  principaux  Problèmes  J$ 

Trigonométrie  rectiligne* 

Problêmx     L 

itf22.1VxEsuKER  unc  distonce  ina^essible  DE  par  kf 
angles  observés  en  A  et  en  B  aux  extrémités  d'ua€ 
hase  connue  AB ,  {/ig.  180  }• 

Solution.  ^ 

Supposons  que  la  base  AB  mesurée  arec  toole  Teno^ 
litude  possible,  a  été  trouvée  de  36oa  toises,  et  que  kl 
angles  au  point  A  sont  Tun  ;  savoir  DAB  de  pS^  3oS  ^ 
Tautre  DÀE  de  48^,  20  '  ;  que  les  angles  au  point  B  OBt 
été  pareillement  observés  p'un ,  savoir  AB£  de  97*  4o\ 
et  DISE  de  46»  l8^  11  est  visible  que  tout  se  léduit  à 
trouver  les  deuc  côtés  AD  et  AE  du  triangle  DAE  ;  m 
les  deiXx  côtés  BD>  BE  du  triangle  DBE;  car  si  Ton  par* 
vient  à  les  connottre^  on  aura  un  triangle  dont  la  disiaD* 
ce  inconnue  DE  est  un  côté ,  et  dans  lequel  on  cfiosMàr 
Ira  deux  côtés  avec  Tangle  compris.  Arrêtons  •  nous  k 
calculer  le  triangle  DAE  ;  pour  cela  je  retranche  d'abost 
Tan^Ie  DBE  de  46»  18'  de  l'angle  ABE  de  970-  44' ,  « 
qui  me  donne  pourfangle  ABD^  5i®  22';  doncraa^l 
ADB  sera  de  3 3^  8^4.  je  ferai  donc  cette  proportion  poÉt 
avoir  AD.  sin.  33°  8  '  :  AB  (36oo0.  :  :  Ji>i-  5 1^  22  '  :  ADt , 
que  Ton  trouvera  de  Si^S  toises.  On  calculera  de  la  mM* 
manière  le  côté  AE  par  le  moyen  du  triangle  AEB  r  petfi 
cela  f  ôte  Tangle  DAE  de  Tangue  DAB^  et  je  troed, 
l'angle  BAE  de  47o  ^o^  :  retrancbant  encore  cet  ansie». 
et  Pangle  ABE  que  nous  supposons  de  97°  40%  de  tooV 
î'aurai  Tangle  BEA  de  35^  lo^  Donc  on  aura  U  pr»* 
portion  sin.  E  (  35®  10'  )  :  AB  (  0600  )  ::  sin.  97*  4^' 
A£^  que  l'on  trouvera  de  6195  toises  ;  on  voit  donc^ 
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Sans  le  triangle  DAE  on  est  parrenn  à  connoltre  le» 
deux  cfrtés  AD>  AE  ;  avec  Tai^^le  DAE  de  48  20'  :  oh 
fera  donc  Tanalogie  suivante  AE  -f-  AD  :  AE  —  AD  :^ 
to/7^.(p  +  iE):^^{;-D  — iE)ou 

1 1340  :  io5o  ::  iang.  6S^  5o'  :  tang.  (,'  D — ;E  )  ^  H 

par  logarithmes , 

• 
10,348026  =r  /og.  iang.  (65^  5ô'). 
3,021 189  =:  log.  io5o. 
5,945387  x=  comp*  arith.  16g.  1 1 34o.' 

9,314602  =  log.  tang.  1 1**  39^  33  '' . 

Donc  l'angle  ADE  sera  de  77**  29'  33  '  ^  et  l'anglo 
AED  de  54**  10'  27".  Pour  trouver  la  distance  inconnu» 
DE,  on  n*aura  donc  plus  qu'à  faire  cette  proportion 
sin.  ApD  :  AD  :  :  sin.  DAE  :  DE  ,  ou  en  nombres 
sin.  54**  10'  27''  :  5145  ::  sin.  40° 23'  :  DE,  et  pat 
,  logaritlunes  ^ 

9,873335  =  log.  sin.  48^  20'.  ^ 

3,71x385  m /o^.5i45« 

0,091086  =  comp.  ariûi  log.  sin.^  54°  10^27'^^ 

3,6758o7=  hg.  4740  =  DE.  C.  Q.  F*  T* 

SCHOL  II* 

[  623.  Quelmiefoîs  on  peut  être  dans  le  cas  de  r^sou« 
,  3rc  un  problème  très  différent  de  celui-ci  (^g.  181  ) , 
^, quoique  dépendant  des  mêmes  principes.  Supposons, 
|,paT  exemple,  qu'enlevant  la  carte  d'un  pays,  on  veut 
.y  marquer  la  position  de  différents  points  F,  G ,  H ,  I , 
\  k  qu'on  ne  peut  voir  commodément  que  des  deux 
..j>oints  A  et  B  ;  mais  tellement  situés,  que  Ton  ne  peut  me* 
''surer  la  distance  qui  les  sépare ,  soit  à  cause  de  l'irrégularité 

du  terrain ,  soit  à  cause  d'un  marais  ou  d'un  étang  qui  so 
.trouve  entre  ces  deux  points  :  on  fera  placer  deux  piquets 

'en  D  et  en  E  ,  dans  un  terrain  011  Ton  puisse  mesura 

iacilement    une  base  DE;  ensuite  on   observera  aux 

1»   •  •  • 
1  11) 
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points  de  station  A  et  B  ,  toms  les  angles  DAE^  DAB  ; 
£AD  ,  EBAi  comme  si  Ton  vouloit  déterminer  la  di^ance 
DE  par  le  moyen  de  la  base  connue  AB.  On  yoit  donc 
présentement  que  ce  problème  est  Tin  verse  du  précé- 
dent. Pai  donné  dans  la  nouvelle  édition  du  cours  de 
M.  Jielidor  y  la  manière  de  résoudre  ce  problème  dliw> 
tement;  mais  une  règle  de  fausse  position  y  conduit 
encore  plus  aisément  comme  il  $uit.  Supposons  que  la 
base  D£  soit  de  5400  toises  ,  et  qu'on  veuille  déter- 
miner la  distance  AB  par  le  moyen  de  cette  base  ,  et 
ides  angles  observés  aux  points  A'et^B*  On  commen- 
cera par  donner  une  valeur,  arbitraire  à  la  ligne  AB , 
et  Ton  calculera  par  ce  moyen  ,  la  distance  DE  conuse 
on  vient  de  faire  au  dernier  proI>lénie  ;  si  cette  ligne 
se  trouvoit  du  même  nombre  de  toises  qu'on  a  mesurées 
sur  le  terrain,  ce  seroit  signe  que  Ton  auroit  donné  à 
la  ligne-AB  sa  vraie  valeur  ;  mais  il  n'y  a  guère  à  comp- 
ter sur  de  pareils  hasards.  Ainsi  on  aura  pour  DE  une 
valeur  qui  en  différera  d'une  quantité  quelconque^  soit 
ar  excès  ,  soit  par  défaut.  Pour  trouver  par  cette  va- 
eur  la  véritable  longueur  de  la  ligne  AB^  on  fera  cette 
proportion  ,  comme  la  valeur  trompée  par  le  calcul 
pour  la  ligne  Df  ,  est  à  sa  vraie  valeur^  ainsi  la  va- 
leur premièrement  donnée  à  la  ligne  AB  est  à  la  vraie 
valeur  de  cette  ligne  AB* 

Cette  ligne  une  fois  connue^  ainsi  que  tous  les 
angles  aux  points  A  et  B  formés  avec  cette  base  par 
les  rayons  visuels  AF  ,  AG ,  AH ,  AI,  AK  ;  BF  ,  BG, 
BH..  Bl  ,  BK  ;  dans  chacun  de  ces  triangles  AFB| 
AGB ,  etc. ,  on  connoitra  deux  angles  [sur  la  base , 
aussi  connue  AB  ;  ainsi  l'on  calculera  tous  les  côtés 
de  ces  triangles  par  l'analogie  ordinaire,  et  les  points 
F,  G ,  H ,  etc.  seront  ^i\.és  sur  la  carte  comme  si  Ton 
avoit  mesuré  là  base  AB. 

N.  B.  On  suppose  dans  ce  problème  que  des  points 
D  ,  E  >  on  ne  peut  voir  tous  les  points  à  marauei 
sur  la  carte  ,  a  cause  que  les  derniers  se  trouvent  oans 
un  fond ,  à  •  l'i^^urd  des  premiers  ;  sans  Quoi  il  seioit 
iuulUe  de  s'y  prendre  comme  ou  vieut  de  laîret 


r, 
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Problème. 

624.  Connaissant  les  irais  cdiés  d'un  triangle  BAC 
\  fig«  183  «t  i83  )y  ou  ce  qui  revient  au  même  la  posi^ 
lion  de  trois  objets  B,  A  ^  C  ;  connaissant  de  plus  les 
angles  sous  lesquels  on  apperçbit  deux  des  côtés  de  ce 
triangle  d'un  point  inconnu  F;  trouver  les  distances 
de  ce  même  point  F  aux  trois  points  donnés.  , 

Solution. 

^  Ce  problème  peut  avoir  dlETërents  caà  selon  que  le 
point  inconnu  F  se  trouve  au  dedans  ou  au  dehors  dn 
triangle  ,  ou  sur  la  direction  d'un  des  côtes  de  ce 
même  triangle.  De  plus  ,  nous  avons  déjà  donné  une 
solution  géométrique  de  ce  problême  dans  le  premier 
livre  de  Géométrie ,  en  n'employant  que  la  règle  et  le 
icompas  pour  le  résoudre.  Comme  les  solutions  de  cette 
espèce  sont  toujours  beaucoup  moins  exactes  que  celles 
qui  sont  déduites  des  calculs  trigonomé triques  ;  nous 
allons  donner  la  solution  de  ce  même  problême  par 
cette  seconde  méthode. 

Pour  cela  concevons  une  circonférence  de  ce  cercle 
qui  passe  par  deux  points  quelconques  du  triangle  ,  et 
par  le  point  inconnu  F^  et  soient  menées  les  lignes  BD 
et  DC  du  point  où  la  ligne  AF  coupe  cette  même  cir- 
conférence aux  points  b  et  C.  Cela  posé ,  les  angles 
AFC  et  AFB  étant  connus  par  observation  {/ig.  181)^ 
leurs  suppléments  DFC  ,  DFB  le  seront  aussi  ;  ces  an* 
gies  sont  respectivement  égaux  aux  angles  DfiC  et  DCfi  ; 
donc  au  triangle  BDC  on  connoitra  le  c6té  BC  avec 
les  deux  angles  sur  ce  côté  ;  donc  on  pourra  calculer  la 
valeur  des  côtés  BD  et  DC.  Donc  au  triaiigle  DCA ,  on 
aura  les  deux  côtés  AC  et  DC  avec  l'angle  compris  DC^i 
ainsi  on  calculera  la  valeur  des  angles  ^CAD  et  CD  A  ; 
donc  enfin ,  au  triangle  AFC  on  connoitra  l'angle  AFC , 

Îui  est  celui  sous  lequel  on  voit  le.  côté  AC ,  et  l'angle 
.  )AF  que  Ton  vient  de  calculer  ;  on  fera  donc  sin.  ÂFC  i 

I  l  IV 
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AC  :  :  sin,  CAF  :  CF.  On  calculera  de  la  même  rnanleM 
la  ligne  DF  par  le  moyen  du  triangle  ABD  où  l'on 
connoît  Tançle  ABD  avec  les  côtés  AB  et  BD ,  par  le 
triangle  ABl*.  Arant  déterminé  la  longueur  des  lignes 
CF  et  BF  ;  pour  déterminer  la  position  du  point  in- 
connu F ,  on  décrira  des  points  B  et  C  comme  centres 
avec  des  rayons  respectivement  égaux  aux  lignes  BF  et 
CF ,  que  l'on  vient  de  calculer ,  deux  arcs  de  cercle 
dont  Tintersectlon  donnera  le  point  F  demandé. 

Si  le  point  F  se  trouve  au  dehors  du  triangle  BAC 
ifig'  1  Ôd  ) ,  les  calculs  se  feront  précisément  de  la  même 
manière;  enfin ^ le  problème  n'aura  aucune diiTiculté  si  le 
point  F  se  trouvoit  sur  l'un  des  côtés  du  triangle  comme 
en  y,  dans  le  prolongement  de  AB;  car  dans  ce  cas, 
au  triangle  /^BC ,  on  connoit  l'angle  obser\'é  A/C ,  et 
l'angle  /^BC  ,  supplément  de  ABC ,  qui  est  supposé 
connu ,  avec  le  côté  BC  qui  est  un  des  côtés  aussi  connu 
du  triande  BAC  ;  donc  on  aura  la  valeur  des  lignes 
B/  et  Cfy  qui  donnent  la  position  du  point/.  C.  Q^ 
F.  T.  et  D. 

Premier     S  c  h  o  l  i  e. 

625.  Ce  Problème  peut  être  d*usage  dans  une  infiniti 
(de  circonstances;  et  si  l'on  fait  la  même  opération  sur 
un  grand  nombre  de  points  j  desquels  on  puisse  apper* 
cevoir  les  trois  points  A  ^  B  ^  C  ^  on  aura  avec  une  faci- 
lité surprenante  la  position  de  tons  ces  points ,  saat 
d'autres  opérations  sur  le  terrain  que  des  observations 
d'angles.  Ce  problème  peu  t.  faire  connoitre  très  exacte- 
ment les  principaux  points  d'une  attaque  pour  disposer 
ensuite  toutes  les  opérations  de  la  manière  la  plus  con- 
venable au  plan  du  général. 

Second     Scholzs. 


616.  On  peut  faire  usage  de  la  trigonométrie  pour 
résoudre  une  infinité  d*autrcs  questions  que  celles  qu'on 
I      Vient  de  voir  \  nous  j<^adrons  encore  ici  les  ap^îc»- 
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%]OHS  suivantes  qui  peuvent  se  rencontrer  plus  frëqucm- 
nent.  S'il  éîoit  question  de  mener  par  un  point  donné 
ji  une  droite  AG  parallèle  à  une  ligne  inaccessible  DE. 
Après  avoir  calculé  cette  distance  DE ,  et  les  angles 
Ai)E ,  AED  9  on  tirera  la  ligne  AG  qui  fasse  avec 
AE  Tangle  GAE  égal  à  l'angle  AED ,  et  le  problâma 
sera  résolu. 

Troisième    Scholie. 

627.  Quelquefois  on  peut  ayoir  besoin  de  trouuer 
plusieurs  points  C  et  D  qui  soient  dans  le  même  ali- 
gnement que  d'autres  points  doftnés  A  et  B  { fig.  1 84  )  ^ 
Îuoique  de  ces  mêmes  points  on  ne  puisse  appercevoir 
^points  A  et  By  à  cause  d'un  obstacle  intermédiaire» 
Dans  ce  cas ,  on  choisira  sur  le  terrain  un  point  F  , 
duquel  on  puisse  appercevoir  commodément  tous  les 
points  A  ,  B  y  C  y  D  »  et  Ton  s'occupera  d'abord  du 
triangle  ABF  dont  il  faudra  déterminer  tous  les  angles 
et  les  côtés  ,  soit  par  des  mesures  actuelles  ^  soit  par  le 
calcul.  Ce  triangle  une  fois  déterminé  datis  toutes  ses 
parties ,  on  observera  les  angles  APC ,  AFD  ;  et  alors 
dans  chacun  des  triangles  AFC  ,  AFD ,  on  connolt  Iç 
côté  AF  avec  les  deux  angles  en  A  et  en  F  ;  on  calculera 
donc  la  valeur  des  lignes  FC ,  FD  ;  et  si  le  terrain  le 

fermet ,  on  mesurera  dans  la  direction  des  lignes  FC  , 
D  les  nombres  de  toises  calculées  pour  FC  et  pour 
FD.  Les  points  011  ces  nombres  se  termineront  ,  don- 
neront les  points  C  et  D  qui  sont  dans  l'alignement  des 
points  A  et  B. 

Si  l'on  ne  peut  mesurer  ces  lignes  sur  le  terrain  ; 
on  établira  une  nouvelle  base  FG  que  l'on  mesurera  ' 
le  plus  exactement  qu'il  sera  possible.  Ensuite  ajant  ob- 
servé l'angle  GFC  ,  onconnoîlra  dans  le  triangle  GFC 
les  deux  côtés  FG  ,  FC  avec  Tangle  qu'ils  comprennent  ; 
ainsi  Ton  aiya  la  valeur  de  l'angle  FGC  :  faisant  donc 
planter  un  signal  qui  soit  en  même  temps  dans  l'aligne- 
ment FC  y  et  dans  celui  GC ,  on  aura  la  position  du 
point  Ct  Enfin ,  faisant  au  pgint  C  l'angle  FCB  égal  k 


m 
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Tàngle  C  du  triangle  ACF  tel  qu'on  l'a  calculé ,  on 
aura  la  .direction  de  la  ligne  ACD  qui  se  irouireFa  dans 
le  prolongement  de  la  ligne  AU. 


CHAPITRE      X. 

De  la  Topographie. 

628.  J-JES  opérations  de  trigonométrie  dont  on  vient 
de  parler  j  servent  à  Fixer  de  la  manière  la  plus  précise  , 
les  principaux  points  d'une  carte'  très  étendue  ;  maïs  îl 
faut  après  cela  remplir  le  détail  du  plan  en  figurant 
tout  ce  qui  doit  se  trouver  sur  ce  plan  y  comme  les 
parcs  I  les  châteaux,  les  églises;  les  enceintes  de  mai- 
sons qui  forment  les  villes  ,  les  bourgs  ou  \t,%  villages  ; 
le' cours  des  rivières  ou  des  ruisseaux  cousidérables  ^ 
leurs  sources  ;  les  moulins  à  vent ,  les  justices  ,  les 
fermes  ;  en  un  mot ,  ce  qui  peut  se  trouver  sur  la  sur- 
face d'un  pays  bien  cultivé  et  bien  habité.  Celte  partie 
de  la  levée  des  plans  est  ce  que  l'on  appelle  iopograpïiie  , 
ou  description  des  lieux.  Les  instniments  qu'on  y  em- 
ploie le  pl^s  ordinairement  y  sont  lé  graphometre ,  la 
planchette  et  la  boussole  \  on  peut  également  se  servir 
du  graphometre  ou  de  la  planchette  pour  déterminer 
les  isles  de  maisons  dont  les  différentes  masses  forment 
les  villes  ,  et  dont  les  différentes  figures  ou  contours 
donnent  celles  des  places  ou  directions  des  rues.  La 
boussole  ne  sert  guère  qu'à  fixer  les  cours  des  ruisseaux 
considérables  ,  ou  des  petites  rivières ,  et  à  remplir  le 
détail  ehtre  des  points  donnés.  Nous  xomraencerons 
par  indiquer  comment  on  figure  les'  alignements  des 
rues,  soit  au  graphometre,  soit  à  la  planchette;  en* 
suite  nous  donnerons  la  manière  d'opérer  en  grand 
sur  le  terraijqi  avec  la  planchette  )  ennii)  cette  partie 
de  la  géométrie  pratique  sera  terminée  par  l'usage  de 
la  boussole, 

529.  Pour  faire  le  plan  d'une  ville  tout  se  réduit  i 
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Ker  enseml^Ie  par  difTérents  poIygAnes  toutes  les  teassei 
de  maisons  qui  en  sont  les  principales  parties  {fig.  iS5)« 
On  commencefa  d'abord  par  tracer  des  alignements  tels 

Îue  AB,  BC ,  CD  ,  DE  ,  EF  ,  en  observant  aux  points 
e  station  tous  les  angles  que  ces  lignes  sont  entre  elles  | 
ainsi  que  les  alignements  des  rues  adjacentes  ,  tels 
que  c^ux  formés  par  les  lignes  AG,  BL ,  CK  ,  DH , 
ÉF.  Ges  angles  se  mesurent  ordinairement  au  grapho- 
metre ,  et  doivent  être  observés  avec  tout  le  soin  possible. 
On  mesure  ensuite  la  longueur  de  chacune  des  lijgnes 
qui  forment  le  polygâne  qui  doit  renfermer  une  isle  d« 
maisons ,  et  l'on  forme  le  polygone  par  le  moyen  de  ses 
angles  et  de  ^s  côtés  qui  deviennent  tous  déterminés 
par  robservation  et  les  mesures  prises  sur  le  terrain.  On 
passe  ensuite  au  détail  de  toutes  les  sinuosités ,  dcf 
tous  les  angles  saillants  et  rentrants  que  forment  ensem^* 
ble  les  murs  des  différentes  maisons  particulières  ;  ce 
qui  se  fait  en  mesurant  ^^  nouveau  les  différentes  par- 
ties de  chaque  ligne  principale ,  ou  de  chaque  c6té  da 
polygone ,  comme  ,Aa  y  nb  ;  bc  ,  cd  ^  df^  fg;  qui  ré- 
pondent à  quel  angle  que  ce  soit  ,  enhn  en  prenant 
toutes  les  perpendiculaires  ûû';  W  ce  y  dâf  ^  fP  y  g^ 
qui  mesurent  les  distances  de  tous  ces  points  à  la  basd 

{>rincipale  :  on  fixe  la  position  de  tous  ces  points  sur 
e  plan  par  le  moyen  ae  Téchelle  qui  a  d'abord  servi  à 
former  Tenceinte  du  polygone  prindpaL  Dans  la  crainte 
que  Ton  n*ait  commis  quelque  erreur  en  détaillant  tout 
ce  qui  se  rencontre  dans  cnaqiie  alignement  ,  il  faut 
9Joutpr  toutes  les  petites  mesures  particulières  ,  et  voir 
si  leur  somme  est  égale  à  la  base  AB  premièrement  me* 
surée.  D'ailleurs  on  s'apperçoit  aisément  qu'en  s^y  pre« 
nant  comme  on  vient  ae  l'indiquer  ,  s'il  y  a  quelque 
erreur  ,  elle  est  nécessairement  renfermée  entre  des 
limites  très  étroites ,  et  ne  peut  influer  sur  les  autres 
parties  du  plan* 

63o.  S'il  V  a  Jans  la  ville  une  ou  plusieurs  places 
publiques ,  il  est  bon  de  commencer  le  plan  par  cette 
partie  ,  sur  -  tout  si  la  place  a  une  grande  étendue  , 
parceque  Ton  y  peut  établir  ordinairement  un  grami 
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tiombre  de  points  fixes  f  et  placer  rorigine  des  diSfrenlS 
alignements  y  qui  du  centre  de  la  place  von  t  dëcerminer 
les  difFërents  quartiers.  Pour  lever  ces  sortes  de  places 
publiques  avec  toute  Texactitude  possible  |  si  elles  na 
^ont  pas  régulières  ,  comme  cela  arrive  souvent ,  od 
s'y  prendra  de  la  même  manière  que  pour  lever  uno 
masse  de  maison  ,  avec  cette  différence  qu*o]»  peut 
dans  le  cas  présent  diviser  le  polygone  proposé  en  autant 
de  triangles  qu'il  a  de  côtés ,  et  mesurer  tous  les  côtés 
de  chacun  de  ces  triangles  ;  ce  qui  détermine  le  po« 
lygône  avec  une  précision  bien  plus  crande  encore  qua 
par  la  mesure  de  ses  côtés  et  dés  angles  qu'ils  (bnneni 
entre  eux.  Supposant  y  par  exemple  (  pour  ne  pas  trop 
multiplier  les  figures  ) ,  que  la  masse  de  maisons  renfer- 
mée dans  le  polygone  ABCDE  n'existe  plus  y  mais  que 
cet  espace  est  totalement  libre  ;  on  commencera  par 
faireplacer  des  jalons  ou  piquets  aux  principaux  angles  do 
cette  place,  et  particulièrement  à  ceux  qui  répondent 
à  l'entrée  .  des  rues  qui  y  viennent  aboutir  ;  ensuite 
ayant  pris  un  point  Ô  duquel  on  puisse  voir  commo* 
dément  tous  les  points  A^ByC,  D^E^ony  dirigera 
des  rayons  visuels  OA ,  OB  y  OC ,  OD,  OEdont  en  mesu- 
rera la  longueur  avec  la  plus  grande  précision  ;  on 
mesurera  de  mémo  les  côtés  AB ,  BC ,  etc.  de  ces  trian- 
gles qui  forment  le  contour  du  polygone  ,  et  ce  mâme 
polygone  se  trouvera  construit  et  déterminé  sans  la 
mesure  d'aucun  angle.  On  lèvera  ensuite  les  différentes 
parties  des  faces  de  la  place ,  comme  nous  venons 
d'enseigner  à  détailler  les  différentes  parties  de  cha- 
que rue. 

S'il  se  trouve  dans  la  ville  quelque  bâtiment  consid£« 
rablc,  public  ou  particulier  ,  comme  hôtel -de- ville  ^ 
cathédrale ,  château  y  etc. ,  on  en  formera  Tenceinte,  et 
ensuite  on  prendra  tous  les  détails  sur  une  feuille  sépa- 
re e  et  sur  une  plus  grande  échelle  ;  après  quoi  Ton 
rapportera  le  tout  sur  l'échelle  du  plan,  dans  renceinta 
qui  doit  renfermer  cette  même  partie  du  plan. 

Les  édifices  publies  et  réguliers  se  trouvent  assea 
souvent  symmétriques  :  on  en  détermine  toutes  ks  diri 


teienslons  d'une  manière  plus  expéditive  en  se  servant 
de  lignes  qui  passent  par  les  milieux ,  et  qui  divisent 
toute  la  surface  du  plan  en  parties  égales  et  semblables. 

Suand  on  saura  lever  les  pians  irréguliers ,  on  sera  k 
,  us  forte  raison  en  état   de  tracer  les  plans  réguliers 
Sttisont  ordinairement  beaucoup  plus  faciles  à  mesurer. 
Linsi  nous  n*entrerons  pas  dans  un  plus  grand  détail 
•ur  cette  partie  de  la  topographie.      ' 

i)e  la  planchette  et  de  la  manière  de  lei^er 
avec  cet  instrument  ;  des  opérations  en  grand 
sur  4f  terrain,  et  des  attentions  quu  faut 
avoir  pour  bien  figuren 

63 1.  La  planchette  est  un  des  instruments  les  plu» 
simples  et  les  plus  utiles  dont  on  puisse  faire  usage 
dans  la  géométrie  pratique.  Il  est  aussi  un  des  pius  an- 
ciens ,  et  peut-être  celui  dont  on  s'est  servi  avant  tous 
les  autres.  Cet  instrument  n'est  autre  chose  qu'une 
petite  planche  quarrée  d*environ  deux  pieds  superficiels  ; 
on  peut  lui  donner  depuis  16  pouces  de  côté  jusqu'à 
d4«  Cette  planche  est  attachée  a  un  support  établi  sur 
trois  pieds  pour  lui  donner  le  plus  de  stablité  qu'il  est 
possible.  Elle  doit  être  tellement  disposée ,  qu'elle  puisse 
facilement  se  mouvoir  en  tout  sens,  et  se  fixer  à  de-' 
zneure  dans  telle  situation  que  Ton  juge  à  propos.  Il 
faut  aussi  qu'elle  puisse  s'incliner  à  l'horizon  ,  ou  lui 
être  parallèle ,  s'il  est  nécessaire  ;  .il  faut  qu'elle  soit 
travaillée  de  manière  à  ne  point  se  tourmenter  ou  so 
courber  parles  vicissitudes  clu  froid  et  du  chaud.  En  un 
inot  j  plus  elle  réunira  de  facilité  dans  ses  mouvements  ' 
et  plus  on  opérera  sûrement  avec  elle. 

On  peut  regarder  comme  un  des  instruments  les  pluspar- 
faits  en  ce  genre ,  celles  que  Ton  trouve  chez  M«»  la  veuvo 
Lennelj  et  dont  l'invention  est  due  à  M.  Cuneau,  conna 
par  son  habilité  dans  les  méchaniques.  Un  des  avanta- 
ges de  la  planchette  sur  les  autres  instruments  qui  ser-r 
Tient  à  i^vw  d^  plans ,  c'est  que  tfiiit  se  prend  iu( 


» 

celle-cS  j  sans  être  obligé  de  s^assujettir  à  aucub  ncltil-^ 
bre  y  excepté  pour  les  mesures  des  bases  et  des  lignes 
qui  en  tiennent  lieu.  Tout  les  angles  se  tracent  tels  que 
Tobservation  les  donne;  et  si  l'on  se  sert  d'une  bonne 
échelle  de  parties  égalesjpour  donner  aux  diffii^rentes  lignes 
autant  de  parties'  qu'elles  ont  de  toises  sur  le  terrain^ 
le  plan  se  trouve  figuré  et  dessiné  sur  le  lieu /sans  être 
obligé  de  le  rapporter  d'aptes  des  cartes  embrouillées ,  sou-* 
vent  trompeuses  >  et  d'après  uncroquis  toujours  très  éloigne 
de  la  figure  qu'il  doit  représenter,   lorsque  celui  atù 
l'a  fait  n'est  pas  accoutumé  à  estimer  les  angles  et  tes 
distances  àla  simple  vue.  Ilseroitàsoubaiterquetousceux 
qui  se  destinent  à  l'art  de  lever  des  plans  de  quiBque  na- 
ture quece  soh ,  commençassent  par  s'exercer  beaucoup 
aux  opérations  de  la  planchette ,  pour  être  en  état  par  la 
suite  de  figurer  le  terrain  .sans  aucun  instrument ,  et 
même  d'après  de  simples  mesures  prises  au.  pas.  C^est 
en  quoi  consiste  particulièrement  le  talent  d'un  habile 
ingénieur  géographe  ,  beaucoup  plus  que  dans  des  con-^ 
tioissances  proiondes  de  géométrie ,  qui  le  laissent  sans 
ressources  lorsqu'il  s'agit  d'opérer  promptement  sur  le 
terrain;  on  sent  combien  la  justesse  du  coup- d'oeil  et 
l'habitude  du  dessin  sont  essentiels  à  ceux  qui  se  con« 
sacrent  à  cet^e  partie  si  utile  au  général  qui  se  confie  en 
partie  à  leurs  talents  ,  et  qui  ne  peut  souvent  juger  que 
diaprés  leurs   plans  et  les  instructions  qui  les  accom-* 
pagnent. 

La  planchette  est  ordinairement  garnie  d'un  châssis 
de  bois  dans  lequel  «lie  s'encadre ,  et  s'y  tient  assujettie 
par  des  vis  qui  traversent  l'épaisseur  du  châssis.  Lors- 
qu'on veut  lever  un  plan  avec  cet  instrument ,  on  prend 
une  feuille  de  papier  d'Hollande,  qui  ne  doit  être  ni 
trop  fort  ni  trop  fm.  On  le  mouille  en  l'humectant  par- 
\  tout  avec  une  éponge  remplie  d'eau  ,  et  après  avoir 

i  enlevé  la  planchette  ce  son  cnassls,  on  y  étend  le  papier 

I  le  plus  également  qu'il  est  possible  ;  on  rerouvre  ensuite 

1  la    plancnette    de    son  châssis,   qui    assujettit   le  pa* 

1  pîer  d'une  manière  fixe  sur  la  surface  polie  de  Tinstru- 

!  9ient.  Le  papier^  en  se  scchant|  s'ulciid  encore  plus 
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parfaitement ,  et  présente  une  surface  des  plus  commet 
des  pour  y  tracer  toutes  les  opérations  qui  doivent  for- 
mer le  plan.  Cette  préparation  doit  se  faire  la  veille  du 
jour  que  Ton  doit  opérer  sur  le  terrain,  afin  que  le 
papier  ait  en  tout  le  temps  de  se  sécher  et  de  s*étcndro 
comme  il  convient. 

Pour  pouvoir  prendre  les  alignements  sur  le  ter- 
rain ,  et  les  tracer  sur  lé  papier  appliqué  à  la  plan« 
chette ,  on  se  sert  d'une  règle  ou  alîclade  de  cuivre  , 
garnie  de  deux  pinnules ,  par  lesquelles  on  dirige  les 
rayons  visuels  aux  différents  objets  dont  on  veut  avoir 
lâ  position.  11  faut  de  plus ,  se  servir  d'un  certain 
nombre  d*aiguilles  très  ïmes  et  bien  droites.  On  les 
enfonce  sur  la  planchette  aux  points  qui  doivent 
marquer  les  extrémités  des  bases  mesurées  sur  le  terrain, 
ou  déterminées  par  les  opérations  géométriques  ;  par 
exemple,  pour  tracer  »ur  la  planchette  l'angle  que  iont 
entre  eux  les  rayons  visuels  dirigés  du  point  de  station  A 
aux  deux  objets  B  et  C  ijîg.  186),  ayant  fixé  une 
aiguille  au  point  A ,  on  posera  Talidade  ou  la  règle  de 
manière  qu'en  regardant  par  les  pinnules  ,  on  puisse 
appercevoîr  les  objets  B ,  C  par  les.  rayons  visuels  AB  et 
AC.  Si  Ton  peut  mesurer  sur  le  terrain  les  distances 
AB  et  AC;  en  prenant  sur  réchelle  du  plan  autant  de 
parties  égales  au'on  aura  trouvé  de  toises  sur  le  terrain  , 
et  les  portant  de  A  en  b  et  dé  A  en  c;  on  aura  la  posi- 
tion des  objets  B  et  C. 

On  peut  faire  avec  la  planchette  toutes  les  opérations 
qlie  Ton  fait  avec  le  graphometre  :  ainsi  pour  lever  les 
masses  de  maisons  qui  forment. une  ville,  on  opéreroit 
avec  la  planchette  précisément  de  la  même  manierd 
qu'avec  le  graphometre  5  et  même  on  peut  préférer  ce 
premier  instrument  au  dernier  pour  les  opérations  de 
détail,  parceque  ,  comme  nous  l'avons  déjà  dit,  le 
plan  se  trouve  tout  rapporté.  Pour  montrer  comment 
on  doit  faire  usage  de  la  planchette  pour  les  opéra- 
tions en  grand  sur  le  terrain,  nous  joindrons  ici  l'article 
suivant ,  où  Ton  verra  toutes  les  attentions  qu'il  faut 
avoir  ,  et  différentes  manières  de  fixer  tous  les  points 
principaux  qui  doivent  être  marqués  sur  le  plan. 
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Des  opératîofis  en  grand  sur  le  terrain ,  avec 
la  planchette  f  et  des  attentions  qu  il  faut 
UK^oir  pour  bien  figurer. 

63a.  On  choisira  un  terrain  uni  sur  lequel  on  mesu- 
rera exactement  la  base  la  plus  longue  qu'il  sera  possi'* 
ble.  Les  deux  extrémilcSs  de  cette  oase  seront  placëes 
de  manière  qu'elles  pulsse|it  découvrir  un  grand  nom- 
bre^ de  points  du  terrain  dont  on  veut  faire  le  plan  ou 
la  carte. 

On  tracera  sur  le  papier  de  la  planchette  une  ligne  AB 
{planche  A  >  Pû^g^.  dern.)^  pour  représenter  la  base  qu'on 
a  menée  sur  le  terrain;  et  si  cette  base  est  de  loo  toises  , 
on  prendra  sur  une  échelle  construite  au  bas  du  plan  , 
la  partie  de  cette  échelle  qui  représentera  lOO  toises^  et 
on  la  portera  en  AB. 

Supposons  qu'on  fasse  la  première  station  au  point  A. 

On  appliquera  l'alidade  sur  la  ligne  AB  ,  pour  placer 
convenablement  la  planchette  qu'on  fera  tourner  à  cet 
effet  sur  son  pivot  jusqu'à  ce  que  la  ligne  AB  se  coi;- 
fonde  avec  la  base  qu'elle  représente  ,  c'est-à-dire  jusqu'à 
ce  qu'on  apperçoive  Iq  jalon  de  la-  base  planté  en  B« 
On  alignera  ensuite  du  point  A  tous  les  objets  qu*oa 
veut  représenter  sur  le  plan,  et  Ton  tracera  les  lignes  in- 
définies AC,  AD  ,  AE  ,  AF  ,  AG,  AH ,  AI ,  etc.  pour 
représenter  ces  alignements. 

On  fera  planter  des  jalons  sur  les  points  du  terrain 
u'on  voudra  figurer  sur  la  carte  comme  en  Q  ^  R  ,  S , 

,  V ,  X ,  Y^  ^,  etc.  sur  les  sinuosités  des  vallons  , 
sur  le  sommet  et  au  pied  des  montagnes  ,  sur  les  con« 
tours  et  les  angles  des  rivières  ,  des  ruisseaux  ,  des 
chemins  ,  etc.  ^ 

Pour  ne  point  confondre  les  alignements ,  on  écrira 
au  bout  de  chacun  le  nom  de  l'objet  par  lequel  on  l'a 
dirigé.  Voyez  les  lignes  AD ,  AN  ,  AQ ,  AV. 

S'il  y  avoit  des  points  tels  que  R  ou  V  qu'on  ne  pût 
découvrir  du  point  A  ^  à  cause  de  la  disposition  du 
terrain  ou  de  quelque  objet  interposé ,  on  prolongeroît 
la  base  AB  jusqu'en  a,  ou  tel  autre  endroit  commode 
d'où  les  points  R  et  V  pourroient  être  appercus. 
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0|i  placera  la  planchette  au  point  B  pour  y  faire  la 
seconde  station  ,  et  coupant  les  alignements  qu'on  vient 
de  tracer  par  d'autres  alignements  BC^  BD,  BE,  BF, 
BG  ,  BHj  BI ,  etc.  pris  sur  les  mêmes  points  ,  oa  tra- 
cera sur  le  plan  les  objets  sur  lesquels  on  a  dirigé  ces 
alignem'ënts. 

On  doit  remarquer,  que  quand  il  se  trouve  quelques 
points  V,  Y,  trop  proclies  de  la  base ,  les  alignements  AV 
el  BV,  ATT  et  B  Y,  qui  passent  par  ces  points  ,  se  coupent 
trop  obliquement.  Alors  on  ne  tire  q^u'un  seul  aligno 
ment  AV  ou  BY  qu'on  fait  mesurer. 

'  Et  pour  éviter  la  multiplicité  et  la  confusion  det 
lignes ,  on  fera  mesurer  de  même  tous  le.9  alignements 
dont  les  points  se  trouveront  proches  de  celui  où  se 
fait  la  station ,  en  partant  de  ce  dernier  point.  Tels  sont 
les  alignements  BZ,  KL,  KS  ,  MO  ,  MP,  Mr. 

11  arrive  quelquefois  qu\in  seul  alignement  ,  comme 
JijlH  f  passe  par  plusieurs  points  à  la  fois,  ce  qui  est 
très  commode.  On  peut  se  procurer  cet  avantage  ,  en 
faisant  planter  des  jalons  dans  des  alignements  déjà 
pris  et  tracés.  C*est  ainsi  qu'on. a  placé  les  jalons  5*, 
i  dans  l'alignement  AK ,  y  dans  la  ligne  BH  $  s  dana 
le  prolongement  de  KL  ,  o  dans  l'alignement  Me. 

Comme  il  n'est  pas  possible  de  lever  par  des  aligne* 
jnents  tous  les  détails  d'une  maison  ,  d'un  jardin  ,'• 
d'un  village  ,  etc  ;  on  fera  ces  détails  à  la  toise  d'après 
quelqties  points  déterminés  qui  serviront  de  base  à  ces 
nouvelle^ opérations.  Par  exemple,  la  petite  face  Cx  àe 
la  maison  Ex  sera  mesurée  et  placée  sur  CE  suivant 
.  l'angle  que  ces  deux  faces  font  entre  elles. 

On  déterminera  les  sinuosités  d'une  colline  en  pre* 
nant  seulement  quelques  points  Q  ,  R>  S,  X  ,  rf  ,  etc-' 
vers  le  milieu  de  sa  pente  ,  ou  ^ers  le  pied",  comme  en 
T,  quand  on  le  trouvera  plus  commode» 

Mais  s'il  s^agit  d'une  montagne,  il  est  bon  d'endér 
terminer  le  sommet  et  le  pied ,  comme  on  le  voit  ea 
ghsti^ ,  ou  en  efnOVqn 

Les  contours  d'une  rivière  se  détermineront  comme 
eu  iklm ;  les  chen^iim  comme  en  n ,  o  ^  q.  Quand  1  a 
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rivière  n'est  pas  considérable ,   et  qu'elle  coule  entre; 
deux  bords  à-peu-près  parallèles^  il  suE6t  d'en  trouver  . 
un  côté  ,   et  de  déterminer  un  point  de  l'autre  pour  en 
avoir  la  largeur.  S'il  y  a  des  isles,  on  en  déterminera 
les  deux  pointes  comme  en  b,  c;  mais  très  souvent  il 
suffira  d'observer  à  quel  alignement,  elles  répondent, 
comme  en  z. 

S'il  y  a  des  points,  tels  que  Vet  n^  sur  la  situation 
desquels  ont  ait  quelque  doute  j  on  pourra  les  vérifier 
en  y  faisant  passer  de  nouveaux  alignements  KV,  M/2. 

On  prendra  l'alignement  ÂK  de  la  première  base,, 
pour  servir  de  seconde,  base ,  et  l'alignement  KM  de 
cette  dernière  pour  servir  de  troisième  base.  Mais  le 
point  M  ne  pouvant  être  vu  du  point  A  ^  et  l'alignement 
KM  ne  pouvant  être  mesuré ,  cet  alignemept  sera  tracé  \t 

indéfiniment  ^  et  la  planchette  sera  placée  au  point  Nf 
du  terrain,  comme  si  ce  point  étoit  déîa  marqué  sur  le 
plan;  et  choisissant  un  point  élevé,  tel  qu'un  clocher 
rapporté  sur  le  papier ,  par  exemple  en  N  ,  on  fera 
tourner  l'alidade  autour  de  ce  point  N  ,  jusqu'à  ce  qu*on 
apperçoive  la  pointe  du  clocher  qu'il  représente ,  et 
l'on  tracera  la  ligne  MN  ,  qui  coupera  KM  au  point  M. 

Observez  qu'avec  une  boussole  on  pourroit  détermi- 
ner le  point  M  sans  se  servir  de  l'alignement  KM  ;  mais 
il  faudroit  qu'après  avoir  orienté  la  planchette'^  on  pût 
découvrir  du  point  M  deux  autres  points  marqués  sur 
le  plan ,  et  que  les  alignements  qu'on  prendrolt  sur  ces 
points  se  coupassent  assez  nettement  pour  donner  le 
point  M  avec  exactitude. 

Cette  suite  de  bases  prises  sur  les  alignements  des 
bases  précédentes  n'ei^t  bonne  que  dans  un  petit  plan 
(car  on  sent  bien  que  l'exactitude  diminue  à  mesure 
qu'on  s'éloigne  de  la  première  base  ).  Mais  quand  on 
veut  de  la  précision  ,  et  qu'il  s'agit  d'un  plan  d'une 
grande  étendue  ,  il  faut  opérer  diftéremment. 

On  cherchera  donc  un  point  élevé  qui  p^uissc  être  vu 
de  tous  les  endroits  du  terrain  qu'on  veut  représenter', 
et  l'on  regardera  ce  point  comme  le  centre  d'un  poly- 
gônt  dont  les  côtés  serviront  de  base  à  toutes  les  opéra*; 
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iîbns  de  la  planchette.  On  pourra  dëterminer  ces  ba3es 
avec  le  graphometre  ou  avec  la  planchette  même. 

On  commencera  par  mener  une  première  base  sur  un 
terrain  uili. 

Si  Ton  emploie  le  graphometre ,  on  le  placera  à  tous 
les  angles  du  polygone  pour  les  mesurer  ;  on  calculera 
les  rayons  et  les  côtés  de  ce  polygone  par  les  règles 
ordinaires  de  la  trigonométrie,  et  Ton  poussera  le  cal- 
cul aussi  loin  qu'on  le.  jugera  nécessaire  pour  l'exac- 
titude du  plan. 

Si  l'on  se  sert  de  la  planchette,  on  tracera  les  ali- 
gnements du  centre  du  polygone  aux  extrémités  dé  la 
base  mesurée,  pour  avoir  ce  centre.  On  prendra  ensuit© 
un  alignement  sur  l'angle  voisin  du  polygone,  pour  dé- 
terminer cet  angle  par  un  autre  alignement  pris  sur  le 
centre  ^  comme  on  en  a  fait  pour  le  point  M.  En  tournant 
ainsi  autour,  du  polygone  de  gauche  à  droite  ,  par  exem- 
]ple  ,  on  en  déterminera  tous  Tes  côtés  ,  et  l'on  rétifiera 
ces  premières  opérations  p^r  d'autres  alignements  qui  se 
prendront  en  tournant  le  polygone  de  droite  à  gauche. 

Dé  la  boussole  èù  de  son  usage  dans  ta  levée 

des  plans. 

t 

633.  iTout  le  monde  connoît  la  propriété  desaiguîHes- 
aimantées  de  se  tourner  vers  le  nord  avec  une  déclinai- 
son plus  ou  moins  considérable ,  et  qui  varie  suivant 
les  temps  et  les  lieujp  {jig.  187.)  La  boussole  des  géo- 
mètres n'est  autre  chose  qu'une  pareille  aiguille  posée  - 
^r  un  pivot  au  mo)'en  d'une  chape  praliq*^uée  dans  le 
milieu  de  son  épaisseur.  Pour  que  la  boussole  soit  aussi 
exacte  qu'il  e^  possible,  il  faut  que  la  chape  soit  d'a- 
gate. Le  pivot  de  l'aiguille  est  placé  au  centre  il'une 
circonférence  de  cercle  tracée  sur  le  fond  d'une  boîte 
quarrée  ,  creusée  circulai  rement  dans  toute  son  épais- 
seur. Cette  circonférence  est  .divisée  en  quatre  parties 
égales  par  deux  dianietres  perpendiculaires  entre  eux^  et 
jjiux  côtés  du  nuarré  de  la  boite»  Sur  l'un  des  côtés  du 
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quarré ,  on  applique  un  petit  solide  de  forme  pmmatî*^ 
quc^  dont  la  base  est  un  petit  rectangle.  Cette  petite 
boite  est  attachée  par  une  vis  au  piai^  d'une  des  faces 
latérales  de  la  boussole ,  de  manière  qu'elle  puisse 
tourner  pour  s'élever  ou  s^abaisser  au-dessus  ou  au-des« 
sous  du  plan  de  la  boussole  que  l'on  dispose  toujours 
horizontalement.  Dans  chaque  face  E ,  F  de  cette  petite 
.boite  il  y  a  un  petit  trou  ,  et  au-dessous  un  actte  phis 
grand  ,  au  milieu  duquel  se  trouve  une  petite  languette 
de -cuivre  terminée  en  pointe  :  le  tout  est  tellement  dis- 
posé de  part  et  d'autre ,  qu'en  dirigeant  lui  rayon  visu^ 
par  l'un  des  petits 'trous  ,  on  apperçoit  dans  l'aligne- 
ment les  extrémités  de  la  petite  languette  dont  on  vient 
de  parler  ;  ce  qui  fixe  la  position  des  rayons  dirigés  avec 
cet  instrument  aux  différents  objets.  On  voit  donc  que 
la  ligne  de  mire  ËF ,  et  le  diamètre  A6  étant  toujours 
parallèles  ,  l'angle  que  fait  l'aiguille  GH  de  la  boussole 
avec  AB  ,  est  le  même  qu'elle  ifait  avec  le  rayon  visuel 
dirigé  aux  objets  que  l'on  observe  par  l'alidade  EF. 
Tout  ceci  posé  ,  voici  comment  on  se  sert  de  kl  bous  ] 
sole  pour  lever  un  plan ,  ou  plutôt  pour  remplir  un 
détail  entre  des  points  bien  établis  par  la  trigonométrie. 

Supposons  qu'il  faille  fii2;urer  le  contour  d'une  rivière 
(^g,  188)  ;  on  mesurera  sur  l'un  de  ses  bords  différentes 
bases  AB,  SG  ,  CD  ,  DE  ,  EF,  FG  ,  GH  ;  ensuite  on 
observera  avec  la  boussole  les  angles  a  AB,  JBC,  cCD,  etc. 
que  forment  les  directions  de  chacun  de  ces  alignements 
avec  la  ligne  nord  et  sud  de  la  boussole ,  oui  est  tou* 
jours  iucfiquée  par  la  direction  de  l'aiguille  ,  et  qu£ 
donne  sur  le  plan  les  parallèles. Aa  ,  Bft  ,  Ce,  Drf,  etc. 
puisque  dans  un  même  lieu  l'aiguille  est  toujours 
tournée  vers  le  même  point  de  l'horizon  ;  et  c*est 
ce  parallélisme  de  l'aiguille  aimantée, «dans  quelque 
position  qu'elle  se  trouve  ,  qui  rend  la  boussole  com- 
mode  et  expéditive  dans  les  opérations  de  (détail,  parce- 
qu'il  n'est  pas  besoin  de  fixer  deux  objets  pour  déter- 
niner  les  angles  que  font  entte  eux  les  différents  aligne- 
ments. S'il  y  a  sur  l'autre  bord ,  où  dans  le  milieu  de 
la  rivière,  dés  points  remarquables ,  tels  que  M,  Ny 
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O,  P,  etc.  ou  même  s'il  n'est  question  que  déterininaf 
en  différents  endroits  la  largeur  de  la  rivière  ,  on  diri- 
gera à  ces  points  des  rayons  tels  que  ÂM  et  liM  ,  AN 
et  BN  ;  BO  ,  CO ,  et  Ton  mesurera  les  angles  de  ces 
dilTérents  alignements  avec  la  direction  de  Taiguille. 


rentes  bases  particulières ,  comme  AB,  BC,  etc.  les 
angles  que  font  avec  ces  mêmes  basesles  rayons  visuels 
inenés  aux  points  que  Ton  veut  marquer  sur  le  plan. 

On  voit  aisément  que  l'on  peut  se  servir  également  de 
la  boussole  pour  former  l'enceinte  d'un  parc  ou  de  tout 
autre  terrain  de  telle  figure  que  l'on  voudra  ;  mais  il  n« 
faut  se  servir  de  cet  instrument  que  dans  les  opéra- 
tions où  l'on  n'est  pas  curieux  de  la  plus  grande  préci- 
^on  j  parceque  la  moindre  chose  peut  faire  varier 
l'aiguille  dans  sa  direction ,  sans  que  Ton  s'en  apperçoive  ^ 
et  parceque  d'ailleurs  l'agitation  de  cette  même  aiguille 
&ur  son  pivot  y  ne  permet  presque  jamais  d'observer  les 
angles  à  un  demi-de£ré  près.  Un  aes  principaux  usages 
.  de  la  boussole  est  de  servir  à  orienter  les  plans,  soit 
à  l'égard  du  nord  de  "l'aimant,  soit  à  l'égard  du  vrai 
nord ,  lorsque  Ton  sait  de  combien  l'aiguille  aimantée 
décline  de  la  vraie  direction  de  la  ligne  nord  et  sud. 

Ceux  qui  sont  dans  le  cas  de  leveir  des  cartes  sou- 
terraines, comme  les  officiers  de  mineurs,  ou  ceux  qui 
travaillent  à  l'exploitation  des  mines,  peuvent  faire  usage 
de  la  boussole  pour  tracer  sous  terre  des  alignements  pa- 
rallèles à  des  lignes  doruiées  de  direction  à  la/  surface 
,  extérieure  de  la  terre.  Tout  ^e  réduit  à  faire  des  angles 
égaux  avec  la  direction  de  l'aigtiille,  soit  en  haut, soit  en 
has  des  puits  de  mines  ,  par  lesquels  on  descend  dans 
l'intérieur  de  la  terre.  On  voit  combien  il  est  essentiel 
de  s'assurer  que  l'aiguille  n'est  point  dérangée  de  sa 
direction  par  du  fer  qui  peut  se  trouver  dans  les  envi- 
rons ;  et  souvent  il  est  difficile  de  se  garantir  totale^ 
xuent  de  ces  iuconvéxiient& 
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Supplément  aux  éléments  de  Géomë-: 
trie  théorique  et  pratique. 

'Pes  anses  dç  panier  eu  dç  leur  construction. 

634.  V-/N  est  souvent  ofelîeé  de  construire  desi 
voûtés  surbaissées  dans  ditfërentes  proportions*! 
Lorsqu'elles  doivent  être  de  même  largeur  et 
<le  même  hauteur  dans  toute  leur  longueur  ,  on 
les  formera,  de  différentes  parties  de  cercle ,  qui 
imitent  la  figure  d'une  demi-ellipse  :  ces  sortes 
de  courbes  ont  été  nommées  anses  de^  panier.' 
On  s'en  sert  beaucoup  aujourd'hui  dans  la  con- 
struction des  ponts  ;  c'est  pourquoi  nous  donne- 
rons à  cet  article  assez  d  étendue  pour  qu'on 
y  puisse  trouver  une  théorie  complète  de  ces 
sortes  de  lignes.  La  droite  AB  qui  )oint  les  ex- 
trémités de,  la  courbe  {fig.  ipS),  se  nomme 
diamètre  ;  la  droite  CD  élevée  perpendiculaire- 
ment au  milieu  du  diamètre  de  l'anse  ,  et  ter- 
minée sous  la  clef,  se  nomme  la  montée  de 
Tanse  de  panier.  Les  deux  extrémités  de  l'anse 
de  panier  se  nomment  les  naissances  de  Ja 
courbe. 

Comme  toute  anse  de  panier  doit  imiter 
la  courbure  d'une  demi -ovale  ou  d'une  demi- 
ellipse  coupée  par  son  grand  axe ,  et  que  d'ail- 
leurs on  démontre  dans  tous  les  traités  de 
sections  coniques ,  que  cette  dernière  courbe  a 
§dL  tangente  aux  extrémités  de  ses  axes  perpen- 
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iHcalaîre  aux  mêmes  axes,  il  s'ensuit  aue  les 
arcs  extrêmes  d'une  anse  de  panier ,  doivent 
avoir  leur  centre  dans  le«  diamètre.  De  plus , 
parceque  les  deux  moitiés  d'une  demi-ellipse 
sont  semblables ,  il  est  évident  que  Panse  de 
panier  doit  être  composée  d'un  même  nombre 
a'arcs  semblables  et  égaux  deux  à  deux  de  part 
et  d'autre  de  celui  du  milieu  ;  et  par  conséquent 
le  ïiombre  des  arcs  qui  composent  uhe  anse 
de  panier  y  doit  toujours  être  impair  ,  dont 
celui  du  milieu  se  trouvera  coupé  en  deux  par- 
ties égales. 

Lorsqu'une  anse  de  panier  n'est  pas  extrê- 
,*  mement  surbaissée  ,  on  peut  la  construire  avec 
^  trois  arcs  de  cercle  ,  et  donner  aux  arcs  extrê- 
mes plus  ou  moins  de  degrés  :  mais*  lorsque  la 
moitié  est  plus  petite  que  la  moitié  du  demi* 
diamètre  ,  on  est  oblige ,  pour  que  cette  cour- 
be ait  une  figure  agréable ,  de  donner  à  chacun 
des  arcs  extrêmes  plus  de  60*";  et  l'on  augmente 
d'autant  plus  ces  arcs,  que  l'anse  est  plus  sur- 
baissée: 

Enfin ,  lorsque  l'anse  de  panier  est  extrême- 
ment surbaissée ,  comme  lorsque  la  montée  est 
moindre  que  le  quart  du  demi-diametre  ;  si  on 
ne  la  formoit  quayec  trois  arcs  de  cercle^  \sL 
courbure  des  arcs  extrêmes  différeroit  néces- 
sairement trop  de  celle  de  Parc  moyen ,  ce  quî 
thoqueroit  la  vue ,  et  seroit  même  contre  les 
principes  d'une  bonne  constructiqû.  Dans  ce 
cas  on  liii  donne  au  moins  cinq  centres ,  quel- 
quefois sept,  et  même  on  peut  lui  en  donner 
jusqu'à  onze  et  encore  plus. 
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Sur  un  ^ même  diamètre  et  une  même  mom 
tée,  on  p€ut  faire  une  infinité  d'anses  de  panier 
différentes  les  unes  des  autres  ;  ainsi  le  pro- 
blème est  indéterminé  de  sa  nature  ;  et  l'indé- 
termination ou  le  nombre  de  solutions  dont  il 
est  susceptible,  est  d'autant  plus  grand  que  la 
courbe  a  plus  de  centres  ;  mais  on  le  détermine 

{)ar  les  conditions  que  Ton  établit ,  soit  pour 
es  nombres  de  degrés  de  chaque  arc,  soit  pour 
les  rapports  des  diiFérents  rayons.  En  général, 
quel  que  soit  le  nombre  des  arcs  de  cercle  qui 
forment  une  anse  de  panier ,  il  faut  observer 
que  les  nombres  de  leurs  degrés ,  ajoutés  ensem- 
ble ,  doivent  faire  180°,  ou  la  valeur  d  une  demi-: 
circonférence. 

Nous  traiterons  d'abord  des  anse»  de  panier 
ii  trois  centres  ;  ensuite  nous  donnerons  diffé- 
lentes  constructions  de  ces  courbes  à  cinq  et 
à  sept  centres  ;  d'eu  l'on  pourra  conrioitre  , 
comment  il  faudroit  s'y  prendre  pour  des  cour* 
bes  plus  composées* 

Problème    L 


\ 


635.  Le  diamètre  AB  et  la  montée  CD  d' une 
anse  de  panier  (  iîg.  ^,90  ) ,  étant  donnés  a^ec 
les  centres  E ,  F  des  arcs  extrêmes  ;  décrire  Ic^ 

courbe^ . 

Solution; 

Il  est  visible  que  tout  se  réduîtà  trouver  le^ 
centre  G  de  l'arc  du  milieu  MDN.  Pour  y  par- 
venir ,  supposant  le  problême  déjà  résolu  ^  je 
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remarque  que  les  lignes  GM  et  GD  doivent 
être  égales  ;  mais  la  partie  ËM  est  déjà  donnée 
sur  le  vrayon  GM  ;  donc  si  Ton  prend  sur  la 
montée  CD ,  DH  égale  au  rayon  extrême  AË  ; 
liyant  tiré  JEH ,  cette  li^ne  aura  ses  deux  extré- 
mités à  égales  distances  du  centre  G  demandé. 
Ponc  en  élevant  sur  le  milieu  I  de  cette  ligne  la 
perpendiculaire  IG;  le  point  où  elle  coupera  la 
montée  prolongée  sera  le  centre  de  l'arc  moyen.j 
Ce  qui  rournit  cette  construction. 

Sur  CD  prenez  DH  =  AE  ;  joignez  EH  ;  sur 
le  milieu  de  cette  ligne  élevez  la  perpendicu^ 
laire  IG^  qui  donnera  sur  la  montée  prolongée 
le  centre  demandé.  C.  Q.  F,  T  et  D. 

ProblImbIL 

636.  Le  diamètre  et  la  montée  CD  d'une 
nnse  de  panier  avec  le  centre  G  de  Varc  dw 
milieu  étatit  donnés  ;  trouver  les  centres  des 
arcs  extrêmes. 

Solution.  ' 

* 

Puisque  le  centre  G  de  Tare  moyen  est  donné 
(y^.  190)  ,  il  est  évident  que  les  lignps  ou 
«  rayons  GD ,  GM  sont  donnés  de  longueur  ; 
donc  si  Ton  porte  GD  de  A  en  L  ;  à  cause  de 
Tégalité  des  lignes  AE  ,  ME ,  on  aura  aussi 
EL  égale  à.EG;  mais  les  points  G  ,  et  L  devien* 
nent  des  points  donnés  de  position.  Donc  la 
ligne  GL  est  aussi  donnée  de  position.  D'ail* 
leufs  le  centre  £  de  Tare  extrême  doit  être  à 
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égale  distance  de  ces  deux  points.  Donc  il  serd 
au  point  où  la  perpendiculaire  au  ^milieu  de^ 
CL  coupera  le  diamètre  ÂB  ;  ce  qui  fournit 
pette  construction. 

Portez  DG  de  A  en  L  ;  joignez  GL,  et  par  \û 
point  K ,  milieu  de  celte  ligne  ,  élevez  une  per- 
pendiculaire K£  qui  vous  donnera  le  centre  E 
de  l'un  des  arcs  extrêmes.  C.  Q.  F.  T  et  D. 
,  N.  B.  Dans  le  problême  premier ,  si  le  rayon 
extrême  étoit  égal  à  la  montée  CD ,  la  ligne 
EH  se  confbndroit  avec  le  demi>diametre  AC  ; 
et  la  perpendiculaire  IG  à  cette  ligne  devenant 
pai:allele  à  la  ligne .  DC  ,  ne  pourroit  plus  la 
rencontrer  en  aucun  point;  amsi  le  problêma 
cesse  d'être  possible  dans  ce  cas ,  et  par  con- 
séquent aussi  lorsque  Ton  auroit  AE  plus  grand 
que  CD. 

Problâmb    III; 

'637.  Le  diamètre  AB  ei  la  montée  CD  d^une 
tinse  de  panier  étant  donnés;  décrire  la  courbe 

par  trois  arcs  de  chacun  6o*. 
•  % 

Solution. 

Supposant  queles  points  E ,  F  (Jig.  191)»  égale» 
ment  éloignés  du  milieu  C  du  diamètre  AB  ,  sont 
les  cep  très  des  arcs  extrêmes  »  et  que  les  arcs 
AM,  MN  et  BN  sont  chacun  de  60%  il  est 
visible  qu'en  tirant  AM  qui  fasse  avec  AC  un 
angle  de  60°,  le  point  M ,  extrémité  du  rayon 
GM,  doit  se  trouver  quelque  part  dans  cette 
^igne }  d'ailleurs  le  triangle  MGD  étant  isoscel»^* 
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net  l'angle  en  G  de  3o°,  les  deux  angles  en  M 
et  en  D  seront  chacun  de  ^S"  :  donc  si  Ton  tire 
en  ^fFet  DM  qui  fasse  avec  DC  un  angle  de 
760,  le  point  M  de  réunion  des  arcs  AM  etMN^ 
•€e  trouvera  encore  dans  cette  ligne  :  donc  il  sera 
au  point  où  elles  se  couperont ,  ce  qui  fournit 
la   construction  suivante.  ' 

Sur  AC,  comme  base,  décrivez  le  triangle  ACO 
-^quilatéral,  ensuite  du  point  C ,  comme  centre  y 
avec  le  rayon  CD ,  décrivez  l'arc  DL  terminé 
au  côté  CO  en  L  ;  puis  ayant  tiré  DL  prolon- 
gée jusqu'en  M ,  menez  la  ligne  MEG  parallèle 
àCO,  qui  donnera  les  centres  E,  G  de  l'arp 
extrême  AM  ,  et  de  l'arc  moyen  MDN.  Car,  à 
cause  du  triangle  équilatéral  AOC ,  l'angle  en  A 
est  de  60°,  et  l'angle  DCL  sera,  de  3o°  :  donc 
à  cause  du  triangle  DCL ,  isoscele  par  construc- 
tion, on  aura  l'angle  CDL  de  76^,  et  par  con- 
séquent le  point  M  est  l'extrémité  du.  premier 
arc  AM  ;  et  de  plus  on  a  GM  =  GD  à  cause 
des  triangles  isosceles  et  semblables  MGD  et 
LCDj  donc  l'arc^  décrit  du  point  G,  comme 
centre ,  avec  le  rayon  GM ,  passera  par  Textrë- 
mité  de  la  montée  CD.  C.  Q.  F.  T  et  D. 

Corollaire. 

638.  Il  est  visible  que  les  arcs  extrêmes  d'une 
anse  de  panier  composée  de  trois  arcs  de  do% 
sont  d'autant  plus  petits  que  la  montée  CD  est 
moindre.  Car  l'angle  BAIVJ  étant  toujours  le 
piéme  ,  il  est  visible  que  plus  CD  sera  petite  , 
plus  la  ligne  DM  coupera  le  côté  AO  près  du 
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point  A.  On  voit  donc  qu'il  y  aura  une  diÉè^ 
rence  considérable  entre  les  rayons  des  arcs 
extrêmes  et  celui  de  Tare  moyen;  ce  oxiirend 
la  courbe  peu  agréable,  et  ce  qui  détermmedans 
ces  cas  à  la  former  d'un  plus  grand  nombre 
darcs. 

PROBLÔME      IV. 

639.  Connaissant  le  diamètre  AB  et  la  montée 
'CD  d'une  anse  de  panier  à  trois  arcs  de  600;  trou- 
ver  la  valeur  des  rayons  de  ces  arcs ,  sans  y  em^ 
ployer  d autre  expression  que  celle  des  mêmes 
lignes   données  AB  et  CD. 

S  0  L  U  T  I  e  2C. 

La  figure  fait  voir  que  le  rayon  AE  est  égal  â 
AC-— CE;  et  que  le  rayon  DG  ou  AF  est  égal 
à  ACh-.CF;  mais  chacune  des  lignes  CE,  CF 
est  égale  à  MO  à  cause  des  'triangles  semblables 
:AEM,  ACO  ;,  ainsi  tout  se  réduit  à  avoir  Tex- 
pressioii  de  la  ligne  MO.  Pour  y  parvenir,  du 
point  L  je  mené  LK  parallèle  à  CA ,  et  LI  per- 
pendiculaire à  la  droite  AO;  ce  qui  donnera 
d'abord  le  triangle  OKL  équilatéral ,  et  par  con- 
séquent l'angle  KLO  de  60%  et  sa  moitié  ILO 
de  3o°,  lesquels  étant  retranchés  de  l'angle  OLM 
ou  DLC  de  76%  donnent  l'angle  ILM  de  45%  et 
.par  conséquent  l'angle  IML  aussi  de  4^°?  puis- 
que l'angle  I  est  droit;  donc  on  auraiM^=lL, 
et  MO  —  10  -f.  IM  =  \  OL  H-  ML  Tout  ceci 
bien  entendu ,  si  l'on  suppose  OL  =  a  ;  OI 
«eia  1  )  les  lignes  IL  ou  IM  seront  chacune  égales 


à  V^  3/«t  par  conséquent  OM  sera  égale  à  i  -+-\ 
\/  3  ;  mais  la  véritable  valeur  de  la  ligne  OL 
a  regard  des  lignes  AC  et  CD  est  d'être  égale  à' 
CA  —  CD  (par  construction);  on  aura  dono 
cette  proportion  %  :   i  H-  \/  3  :  :  OL  ou  CA 

—  CD:OM  =  (CA— CD)x-i-^^;doncAM 

ou  AE  =  AC  —  CE  =  AC  —  ( CA/—  CD) 

X  '-y^i  et  AF  ou  AC  -f-  CF  est  égale  à  CA  -h' 

(  CA  —  CD  )  X  '  '^/^.  Ainsi  Ton  aura  la  valeur 

idu  rayon  de  Tare  moyen ,  et  celui  de  chacurt 
4esarcs  extrêmes  ;  par  la  seule  connoissance  du 
demi- diamètre  ,  et  de  la  montée  CD.  C.  Q.. 
F.  T.  et  D, 

Corollaire    I. 

640.  §i  l'on  ^rend  pour  valeur  approchée 
de  v/3  là  fraction  ~ ,  .dont  le  dénominateur  esti 
le  quarré  de  n ,  et  dont  le  numérateur  ne  sur-, 
passe  que  de  deux  unités  le  quarré  de  19  ,  on 
aura,  avec  assez  de  précision  pour  la  pratique , 
v/3  =  5?;  au  moyen  de  quoi  il  sera  facile  de^ 
trouver  de  nouvelles  expressions  des  rayons.  AE 
ou  BF  et  GD  des  arcs  extrêmes  ,  et  de  Tare 
moyen.  On  aura  donc  AE  =  AC — |fCA-4-^CD; 

à  cause  de  ^^  — --^=r  —^^  ou  bien  en 
réduisant  AE  =  '^^Py4CA^  -^^  même  on  trou- 
vera pour  la  valeur  du  rayon GD,2^-^^^lii£^  ça 


2>a5  ii'çbRS  ï)B  eloMiSTsié' 

Substituant  ^  pour  ~^  dans  l'expression  du' 
même  rayon  GD  trouvée  d- dessus  égale  à  CA-+| 
(CA~CD)x(i4^). 

COROLiAIStË      IL 

641*  Si  Von  porté  la  montée  CD  àur  le  diame^ 
Ire  AB  de  l'anse  de  panier  de  A  en  P  ,  on  aura, 
CP  =  0L=  CA—  CD  ;  donc  à  cause  de  CE=:* 
OM ,  on  aura  EP  =î2  MR  ;  maïs  MK  est  égale  à 

(CA— CD)  X  -î^^.  Car  on  a  MR  ==-.  MJ  —  IK 

s=  ^/  3  —  1  ;  et  faisant  la  proportion  suivante 
a  !'  v^  3  —  1  •  •  ÛK  :  RM,  on  trouvera  RM  = 
9^JL^lszl^  ouRM=  (CA— CD)  x  ^^  '• 

Donc  CP  :  ^É  ::  CA  —  CD  :  (CA— CD)x 

^  ''^'^  ::  2  :  y/  3 —  1  »  d'où  l'on  peut  tirer  une 

nouvelle  manière  fort  simple  de  déterminer  lesr 
centres  E  ,  F  des  arcs  extrêmes.  Pour  cela  on 
|irendraïa  fraction  £f,  dont  le  numérateur  n'est 
au-dessous  du  quarré  de  26 ,  que  d'une  unité,  et 
qui  donne  ff  pour  une  valeur  très  approchée  de 

,v/  3 ,  donc^    ^  *  sera  '^  ;  ainsi  la  ligne  EP  sera  à 

GP  dans  la  raison  de  1 1  à  3o;  ce  qui  se  déduit  sur 
le  champ  de  la  proportion  qu'on  vient  de  voir, 

de  laquelle  oh  tire  PE  =  (  C  A— CD  )  x  ^^\ 

ou  PE  =  ^P.x  v^  ^  -^  '>  en  mettant  pour-^—^' 
sa  valeur.: 


CoROLtAlKB      IILi 

'64a.  Puisque  nous  avons  trouvé  OM  ou.  CE 
'égale  à  (  CA— CD)  x  ~^  >  ou  à  cause  que 
CP=3sCA  —  CD,  par  construction;  il  s'ensuit 
que  l'on  aura  CE  =  CP  x  '-^^V^  ou  l  CP  ^. 
iCP  X  vAi  ou  enfin,  en  faisant  passer  CP  sou^ 

le  radical ,  on  aura  CE  =  ^  CP  -+•  vi^P .  ce  qui 
fournît  cette  nouvelle  construction* 

Ayant  porté  la  montée  CD  de  A  en  P,  sur  le. 
diamètre  AC;  sur  CP  comme  diamètre  décrivez 
le  demi -cercle  CTP.  Divisez  le  ravon  CR  en' 
deux  également  en  S  ;  puis  ayant  élevé  la  per-; 
)endiculaire  ST ,  joignez  PT ,  dont  vous^pren- 
Irez  la  longueur ,  que  vous  porterez  de  H.  en 
E ,  et  le  point  Ë  sera  le  centre  de  Tare  ex- 
trême. ' 

Cette  construction  suit   évidemment  de  ce 

-   ■ 

qu'on  vient  de  voir  ;  car  on  aura  PT  =  v/^CP^' 
ou  iCP  y/  3  ;  donc*  CR  W-  RE  =  ^CP  r*^ 
iCP  v/3. 

P  R  O  B  L  â  M  E       IV. 

643.  Connoissant  le  diamètre  AB  et  la  montée 
CD  d'une  anse  de  panier ,  dont  les  trois  arcs 
ont  chacun  60°;  trouyer  la  longueur  de  ceua 
anse. 

Solution. 

Supposant  que  le  rapport  de  la  circonférence 
^u  diamètre  est  celui  de  22  à  7   {fig.  1^1  )  j' 


fl 

sachant  de  plus  que  tout  arc  de  60°  est  le  lîer^ 

de  la  demi-circonférence  ;  on  aura  pour  la  lon.- 

'   "  '  '        r  ri 

gueur  de  Parc  moyen  MN,  MDN  =  îy-x  y  ;  de 

même  la  valeur  des  deux  arcs  extrêmes  AM  et  BN" 

sera  ~-^  x  "  ;  donc  la  longueur  de  Tanse  de 

panier  sera  — r-^ x  y.  Mais  on  a  trouve  a-. 

dessus  AE  =  CA  -.  (  AC  —  CD  )  x  i4iv^  j  et 

ÀF  ou  GD=:  ACh-(AC  —  CD)  x^-^^îdonc 

aAE^GD  =  3AC  — (AC-r-CD)xi-i-^., 

Si  l'on  met  dans  cette  expression  ^f  pour  v/3,  elle 

j      •       ..o  A#-»         ï5AG        i5CD        33AC— i5AO+.r5CD 

devient  3  AC 1 r-  ou  ■■     : 

réduisant  et  prenant  le  tiers  de  cette  somme  ,  puis 
multipliant  par  y,  on  aura  pour  dernière  "exprès* 

sion  de  la  longueur  de  1  anse  de  panier — 

6  AB -4*10  CD        ^      .    \     ^'  111  ..i..^ 

OU -^- î  c  est-a-dire  ,  qu  elle  est  à  très 

feu  près  égale  â  six  fois   le  diamètre ,  plus  1 

dix  fois  la  montée  j  le  tout  divisé  par  sept.  C.  ^ 

<^.  F.  T  et  D. 

^Des  anses  de  panier  à  cinq  centres. 

644*  Nous  supposerons  dans  cet  article,  que 
les  anses  de  panier  à  cinq  centres  sont  composées 
de  cinq  arcs  db  cercle,  dont  les  deux  extrêmes 
seront  de  60°  chacun ,  ayant  toujours  leurs  cen- 
tres dans  le  diamètre  AB;  que  les  arcs  suivants  > 
serpnt  chacun  de  i5°;  eniui  que  Tare  du  milieu 

qui 


\ 


<)tu  sera  divisé  en  detix  également  par  la  montée 
prolongée  sera  de  3o^  ;  ce  qui  fait  toujours  und 
iomme  de  i8o^ 

Comme  la  courbe  ADB  (y%.  102),  est  toujours, 
construite  symmé triquemment ,  les  centres  G  et  L 
des  arcs  moyens  doivent  toujours  être  à  distancet 
égales  de  ceux  des  arcs  extrêmes ,  et  sur  les  prti» 
longements  de  leurs  rayons.  Ainsi  le  triangle 
COL  fi>rmé  par  les  rayons  de  ces  arcs  extrêmes  ^ 
sera  équilaterah  De  plus ,  Tangle  du  milieu  de? 
vaut  être  de  3o%  comme  on  Ta  déjà  dit ,  les  an^ 
gles  OKG  j  OKL  qui  en  sont  chacun  k  moitié  4 
teront  aussi  de  lâ^'idonc,  à  cause  des  angles 
OGK ,  OLK.  égaux  à  leurs  opposés  au  sommet 
MGP  9  N|^Q  que  nous  supposons  aussi  de  i  5^  ; 
les  triangles  GOK ,  LOK.  seront  bosceles  ;  ce 
qui  donnera  OG ,  OL ,  OK  toutes  égajes  entre 
elles.  D'où  il  suit  encore  9  à  cause  du  triangle 
équilatéral  GOL ,  que  OR  =  ^  GO  v^  3  ou  i  KO 
%/  3.  Cela  posé  il  sera  facile  de  résoudre  les 
problêmes  suivants.  .... 

PaoblImb    L 

6j^5.  Le  diamètre  AB ,  ht  montée  CD  ^  avec 
les  rayons  AE  >  BF  des  arcs  extrêmes  d'une 
anse  de  panier  à  cinq  contres  étant  donnés*^ 
Récrire  cette  courbe. 

SOL0TIOK« 

Puisque  les  arcs  èittrêmes  doivent  être 
thacun  de  6o<>  ;  il  est^  visible  que  leturs  rfiyons 
ME^  NF  étant  prolongés^  donneront  le  triangle 

Ll 


536  nçoHS  »E  GitoMirinxi 

éauilatéral  EOF  ^  et  détennineroiit.sur  la  montétt^ 
Cb  prolongée ,  le  point  O  qui  doit  être  égale- 
ment éloigné  des  points  K ,  G  i  L  où  doivent 
être  les  centres  des  arcs  moyens ,  et  de  Tare  da 
milieu  PDQ,  Tout  se  réduit  donc  à  trouver  sur 
OD  prolongée ,  la  valeur  de  la  ligne  OK.  Pour 
y  parvenir ,  je  remarque  d'abord  que  Ton  aura 
OK  -4-  OD  x=  KG  M-  GMj  mais  GM  =  OM  — 
GO;  et  OM  est  égale  à  AF  à  cause  des  lignes £F^ 
A£  respectivement  égales  aux  lignes  EO,  £M  ; 
donc  on  aura  OK  -Ht3D  =  GK-4-  AF  —  GO  ; 
ou  bien  encore  OK  -t-  OD  =:  GK  ^  AF— OK  ; 
donc  en  ajoutant  OK  de  part  et  d'autre ,  et 
retranchant  OD  aussi  de  cnaque  membre ,  on 
aura  aOK  =  GK  -I-  AF  —  OP.  Comme  la 
ligne  GK  dépend  de  la  valeur  de  la  ligne  incon- 
nue  OK  ;  je  cherche  encore  à  exprimer  GK  par 
le  moyen  de  cette  ligne ,  afin  de  n'avoir  que 
la  seule  inconnue  OK,avec  les  quantités  connues 
•AF  et  DO.  Pour  cela  je  Êds  atlendon  que  le 


triangle  isoscele  KOG  donne  KG  =  a  KO 
a  KO  X  OR  (n''.  1161)  y  et  mettant  pour  OR  sa 


ji 


^aleur^  KO  >/  3 ,  on  aura  KG  =  a  KO  H-  KO 

\/  3 ,  donc  KG=:KO  x  y/a-H  v/3  ;  ainsi  met- 
tant cette  dernière  valeur  de  KG  dans  la  der- 
nière équation  ,  nous  anrotis  a  OK  ==  KO  x 

y/  3  -H  AF  ~  OD;  et  retranchant  de 

chaque  membre  KO  x  v/2i"+-\/3;  on  aura 


aKO  —  KO  X  v/a-H>^3  =  AF  — OD  ; 


1 

1 


I 

^        Idonfc  ko  t=  — ^^  ^  ^^   - ,  et  par  conséquent 

i  a  —   y/a  +  \/  3 

la  position  dès  centres  dé  Tare  du  milieu^  el 
{  des  ^cs  moyens  9  devient  donnée.  G.  Q4  F*i 
f       T.  et  D. 

*  C  O  AOL  L  A  I  RB; 


'l 


!54éL  On  voit  que  pour  que  le  problème  soît 
possible  >  il  Samt  que  le  rayon  dé  rare  extrême 
soit  tel  que  la  différence  de  ce  rayon  au  diamer 
>  *  Ire  de  Tanse ,  sôît  plus  grande  que  la  ligne  OD. 
I  V  De  plus ,  si  Fpn  prend  la  fraction  |§  au  Heu 
^  du  nombre  5  auquel  elle  est  égcde  ,  dont  le  dé*, 

nominateur  est  le  quarré  de  i5,  et  dont  le  nu- 
mérateur est  d'une  unité  seulement  moindre 
que  le  quarré  de  26,  on  aura  sans  erreur  sensible 
2|  pour  y/ 3,  et  par  conséquent  f|  pour  le  nom* 
bre  2  •+•  v^  ^  multipliant  encore  le  numérateui; 
et  le  dénominateur  par  1 5 ,  afin  d'avoir  un  quarré 


au  dénominateur ,  on  trouvera  que  a  -H  v/  5 
est  très  exactemient  égal  à  ^|.  Le  numérateur 
de  cette  fraction  se  trouvant  encore  d'une  seul0 
unité  aiiji^essous  du  quarré  de  29 ,  on  aura  ^ 


pour  y/an-  v^3  ^  et  retranchant  cette  fraction 
dii  nombre  2  ou  de  ff,  on  aura  ^  pour  la  valeur 

y         ■    Il  11  II  !■ 

de  la  quantité  2  — v .  2  -H  \/  3  ,  par  laquelle 
îl  faut  diviser  AF  —  OD.  On  prendra  donc  la 
différence  des  lignes  AF  ,  OD  que  l'on  multî-: 
pliera  par  1 5  ;  puisque  diviser  par  une  frac* 
tion ,  c  est  multiplier  par  l'inverse  de  cette  frac- 
tion *,  et  l'on  aura  la  valeur  précise  de»  li^es 

Ll  ij 
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,0G ,  OL I  OK I  qui  sont  toutes  égales 
tre  elles. 

PnOBlâMB       IL 

■ 

»  647.  Connoissani  le  diamètre  AB  (  fig.  «19a  ) , 
la  montée  CD  d'une  anse  de  panier  à  cinq  ceA- 
très  ,  avec  le  rapport  des  rayons  de  l'arc  extrême 
au  rayon  GM  de  Parc  suivant,  que  nous  sup- 
poserorti  égal  à  <elui  des  lignes  dortnéès  BS, 
TKi  trouver  lei  centres  de  cette  courbe. 

SOLUTXOIC. 

)^ous  supposons  toujours  qu6  les  arcs 
extrêmes  sont  de  60"",  que  les  arcs  suivants  sont 
de  i5  degrés,  et  que  celui  du  milieu  est  de 
3o**;  cela  posé,  quelle  que  soit  la  longueur  du 
rayon  inconnu  ÂË  ,  on  aura  toujours  la  propor- 
lîon  RS  :  TV  ::  AE  :  GM;  d'où  Ton  û:e  GM 

£=  £A£i  en  désignant  par  les  lettres  m  et  n 

ies  lignes  RS  et  TV  ;  mais  la  ligne  OG  =  OM 

-^GM=AÏ^  — GM=aAC  — AE--Ï.AE. 

ne 

pê  plus ,  on  a  aussi  OG  =»  1 5  DI  ;  Aivan^  ce 
que  nous  avons  trouvé  à  la  fin  du  dernier-  pro-      j 
Jblème  ;  ou  à  cause  que  Dl  =  AF  —  OD  ^  on      J 
aura  encore  OG  =  (  AF  —  OD  )  x  1 5.  Egalant      I 
ces  deux  valeurs  de  la  même  ligne  OG ,  on 

formera  cette  équation  2AC —  AE— £  AE  = 

(AFt-OD)  k  i5.  Pour  n'avoir  dans  cettt  égalité 

que  la  ligne  inconnue  AE ,  etdes  lignes  totalement 

4;omiues  «  je  cherche  à  exprimer  \»s  lignes  AF  et 


'y 


t>Dj  par  le  moyen  des  lignes  connues  AC ,  CD  ; 
et  de  la  ligne  AEque  je  veux  découvrir;  et  d'a- 
bord je  VOIS  que  AF=  gi  AC  — AE.  La  ligne  OD 
étant  composée  de  GO-i-CD;  siPonmetpourCO 
sa  valeur  aéterminée  par  la  proportions  :  v/  3  ;: 
OE  ou  EF  :   CO  ,   on  aura  d'abord  CO   =:' 

(,AC--aAE)X^3  ^^  ^ç  _^ ^  y/  3  ;  OU  eufiu 

€0=5  (AC— AE  )  X  îf,  en  mettant  celte  frac- 
tion à  la  place  de  \/  $,  Donc  (  AF  -^  OD)  x  i5* 

=(2AC-^AE— CD  — î^^^2L^)xi5^^ 

Fabant  les  multiplications  indiquées ,  on  trou} 

^vcra  que  (AF — OD)  x  1 5  =  3o  AC  ^  1 5  AE--, 

1:5  CD  —  a6  AC  •+•  26  AE ,  ce  qui  se  réduit  à, 

4  AC +.11  AE  *-r- 1 5  CD  :  donc  on  aur^r  toujours 

^AC  — AE  — îiS=4AC^iiAE— i5CDj 

d'où  il  est  facile  de  tifer  la  li^e  inconnue  AE,* 
Pour  y  parvenir ,  on  n'a  qu'à  mre  passer  dans  1q 
second  membre  de  l'égalité  tous  les  termes  afTec-^ 
tés  de  A£^  et  dans  le  premier  toutes  les  quaii^i^ 
tités  connues  ,  et  l'on  trouvera  après  les  prans* 

positions  i5  CD  —  AB  =?  la  AE  -+-  —-;  donc 
4F=  il — ~ — :  La  ligne  AÇ  étant  connue  ^ 

déterminée  ;  le  point  O  devient  aussi  donné  de 
position ,  et  par  conséquent  aussi  la  ligne  ODest 
donnée  de  grandeur.  Portant  donc  la  ligne  AF. 
de  O  en  I  sur  OD ,  on  fera  les  lignes  OG,  0L« 
OK  chacune  égale  à  i5  DI ,  comme  au  prot 
blême  précédent*,  et  l'on  tracera  la  courbe  d% 
mandée.  C.  Q,  F.  T.  çt  Pt  Jt#l  iij 


> 


Prob^léme    III. 

648.  Ze  diamètre  ÀB,,  la  montée  CD  (Cgi^- 
H92) ,  e^  /e  rajon  ><£  d'un  arc  çxtréme  (f  une 
itwwiC  de  panier  à  cinq  centres  ^  étant  donnés  ^ 
irowet  la  longueur  de  cette  courbe. 

Solution. 

Les  deux  arcs  AM  et  BN  étant  chacun  de  6c? ^ 
leur  longueur  sera  égale  aux  deux  tiers  de  la 
dexni-cîrçonférence ,  qui  auroit  pouf  rayon  AE  ^ 
Éiînsi  elle  est  égale  AE  x  "  x  |  ==**  AE.  Les  arcs 
MP  et  NQ  étant  chacun  de  i5%  leur  somme  vaur 
dra  Sp"",  -et  sera  égale  à  la  sixième  partie  de  11 
demi  -  circonférence ,  qui  auroit  GM  pourrayon.1 
Elle  vaudra  donc  ^  x  |  GM ,  ou  5J  GM  \  enfin 
Varc  du  milieu  PDQ  sera  1q  sixième  de  la  demîi 
circonférence  qui  auroit  KD  pour  rayon  :  donc 
la  longueur  de  cet  arc  sera  y  x  g  x  KU  =5J  KD; 
ainsi  la  longueur  totale  de  Tanse  sera  ^  AE  H- 

|iGMH-iiKP,  ou(^^H^^tlSP)x  V.  Une 

s'ad^t  donc  plus  que  d'exprimei'  les  lignes  GM 
0t  yK  par  le  moyen  du  diapielre  ABj ,  et  de  I4 
montée  CD  ;  mais  le  rayon  GM  =  OM  —  OG, 
et  KD  est  é^al  à  KO  H:-  OC  h-  CD  ;  ainsi  metr 
tant  ces  différentes  valeurs  dans  Texpression  que 
Ton  vient  de  trouver ,  on  aura  pour  la  longueui 

de  lare  ^, y — ^ —  x  yj  ou  à  cause 

^ue  OM  =  Ao  ""^  AU  ;      '      '    3  '  ^  V* 

Enfin^puisqwe  pÇ  =pCÇx  v/3ouQ-  -ae j  jj  y/3 , 


A  Ton  prend  ^  pour  {/S^  on  aura  après  cette 

substitution  ADB  = r^ — -^-^^3 — -^.-^ 

X  7}  faisant  les  multiplications   indiquées  j  on 

trouvera  ADB  = 3i$        —  ^  ^  ^^  ^  ^^* 

à'dire  que  pour  avoir  la  longueur  d'une  anseï 
de  panier  à  cinq  centres  «  dont  les  arcs  extrê^ 
xpes  sont  de  00'',  les  arcs  moyens  de.iSg 
et  Tare  du  milieu  de  3o** ,  il  faudra  ajouter  e/n 
semble  vingt-huit  fois  le  diamètre,  quinze  foÎM 
la  montée,  et  dix-neuf  fois  le  rayon  de  F  arc  ex^ 
iréme  ;  multiplier  le  tout  par  onze  y  et  diviser, 
le  produit  par  Zi&f.  C.  Q.  r.  T.  et  Z>. 

Des  anses  de  Panier  à  sept;  centres^ 

649.  Lorsque  la  courbe  a  sept  centres^  il  faut 
tonnoitre  au  moins  deux  rayons  des  arcs  extrê^ 
mes  pour  que  le  problème  soit  déterminé  ;  en* 
core  est-il  susceptible  d'une  infinité  de  solutions 
différentes  suivant  les  nombres  de  degrés  que 
Ton  donne  à  chaque  arc  de  cercle  dont  la  csurbe 
doit  être  composée.  On  augmente  le  nombre 
des  arcs  à  mesure  que  la  montée  devient  plus 
petite  à  Tégard  du  oiametre  ;  afin  que  la  cour^ 
Dure  de  Fanse  de  panier  variant  plus  insensî* 
blement ,  la  forme  de  cette  colirbe  approche 
davantage  de  celle  d'une  véritable  ellipse,  et; 
devienne  par  conséquent  plus  gracieuse.  Lois-^ 
que  la  montée  est  tant  soit  peu  au-dessous  de 
la  moitié  du  demi  -  dian^etre ,  on  pourra  conn 
struire  une  courbe  agréable  en  donnant  aux  arci 

Uiy 


ê  ^ 


extrêmes  40"^ }  aux  deux  suivants  20  degrés  chir. 
cun;  aux  deux  autres  encore  iS";  enfin,  Zo""  k 
celui  du  milieu  ;  ce  qui  fait  toujours  une  somme' 
de  i8o\  On  pourroit  aussi  donner  ao  degrés  à 
tou$  les  arcs  intermédiaires  aux  arcs  extrêmes  ; 
mais  dSins  cette  distribution  des  arcs  9  celui  du 
milieu  se  trouve  d'un  rayon  beaucoup  plus  long 
que  les  autres  ;  ce  qui  rend  sa  courbure  trop 
insensible ,  et  diminue  la  solidité  de  la  voûte , 
dont  les  clavaux  n'ont  pas  assez  de  coupe. 
Ainsi  nous  croyons  qu'il  vaut  mîçux  adopter  la 
première  combinaison  ;  on  peut  aussi  donner  à 
diacun  des  arcs  d'ime  anse  de  panier  à  sept 
centres  22 1  degrés;  alors  celui  du  milieu  seraae 
45''«  Cela  posé ,  le  prpbléme  suivant  dépendra  à- 
peu-près  ces  mêmesprintipesque  lesprcçédents; 

■ 

65o.  Connaissant  le  diamètre  j4B  (£g.  ipS),  e$ 
la  montée  CD  à^ une  anse  de  panier  à  sepicenr 
très,  te  rayon  extrême  et  celui  de  Tare  suivant; 
construire  lacourbè,  ou  ce  qui  revient  au  mémCj, 
déterminer  les  rayons  des  arcs  moyens. 

.     Solution. 

Le  rayon  A£  de  Tafc  extrême  étant  donné  ^ 
ainsi  que  le  nombre  de  ses  degrés  que  nous  sup- 
posons de  40'',  la  ligne  MF  sur  laquelle  on  doit 
prendre  le  rayon  de  Tare  suivant  deyîent  aussf 
donnée  de  position  ;  et  parceque  Tdn  supposa 
connu  le  rapport  de  ce  second  rayon  avec  le 


premier  >  le  centre  F  du  second  arc  devien^ 
donné  de  position.  Il  n'est  pas  niôins  évident 
qu'en  supposant  l'arc  MN  de  ao'',  la  ligne  NFO 
$ur  laquelle  on  doit  prendre  le  centre  du  troir 
sieme  arc,  devient  luie  ligne  donnée  de  gran- 
deur et  de  position.  Par  conséquent  le  point  0* 
f)t^  cette  ligne  prolongée  coupera  la  montée  CD 
aussi  prolongée ,  sera  aussi  donné  de  position  ; 
et  le  trianfile  LOI  sera  équilatéral  ;  puisque  l'an- 
le  CLF  étant  extérieur  au.  triangle  ELF  ,  vaut 
lui  seul  les  deux  angles  intérieurs  opposés  LEP, 
de  40%  et  LFE  de  ao°î  les  lignes  AL ,  CL  et  CO 
seront  toutes  données  et  connues^  ainsi  que  les 
lignes  EL ,  LF  et  EF  ;  il  n'y  a  donc  plus  que  la 
position  des  centres  G  et  g  des  arcs  contigus  à 
l'arc  moyen ,  et  celle  du  centre  R  de  ce  même 
arc  moyen  qui  soient  inconnues^  et  parcequo 
cet  arc  doit  être  de  3o*  ;  sa  moitié  DKP  sera 
de  1 5°;  ce  qui  donne ,  comme  au  problême  pré* 
cèdent,  le  triangle  GOK  isoscele;  ainsi  tout  se 
réduit  à  trouver  la  râleur  de  la  ligne  OK.  Pour 
y  parvenir  je  remarque  d'abord  que  l'on  aura 
OK -+-  OC^ CD  ==  GR  H-  GF-+.FM;  àcause 
de  l'écalité  continuelle  des  rayons  KD ,  KP  j 
OP,  GN;  FN,  FM;  de  plus,  on  aura  comme  CÎ7 

Rêvant  GK  =:;0K  x  v/a-t--\/3;  et GF=?FQ 
•—  OG  ou  FO  —  OK  î  remettant  ces  valeurs  de 
CK  et  de  FO  ^  dans  notreprcmiere  égalité  ,  on 

aura  OK  ^  OC  -f-  CD  =  OK  x  v/â^M/i; 


FO  —  OK  H-  FM  ;  ^ant  pasiser  dans  I9 
pilemier  membre  tous  Its  termes  affectés  do 
pKi  et  dans  le  second  lp$  quantités  connues 


BèÈ.       ,;  LEçojrs  Di  oiouirxtm   • 

QC  4-  CD  ,    on   trouvera   a  OK  —  OK  W 


V/2  H-v/3,  =  FM  H-  FO  ^  OD;  d'où  Toa 
lire  sur  le  chanip  J^^O^  fmh-fo-^gd^  ^^j^j^ 


à  cause  que  2,  —  \/  2  h-  y^  3  =  ^  ;  KO  =5 
(FM-t-FO— OD)  X  i5.  D'où  Ton  voitque  pour 
que  le  problême  soit  possible ,  il  faut  nécessaire- 
ment que  Ton  ait  FM  --h  FO  plus  grande  que 
lu  isomme  des  lignes  CO  et  CD.  C  Q.  F, 
T.  et  D. 

S  O  H  O  L  I  B, 

ÇSi.  Supposant  toujours  connus  les  rayord 
%E  f  FM  des  arcs  extrêmes  ,  on  pourroit  donner 
3&^-k  chacun  des  mêmes  arcs  ,  ^4''  à  chacun  des 
arcs  suivants  9  iS""  aux  deux  çontigus  à  Tare 
pioyen,  et  34.  d^és  .à  celui  du  milieu.  Dans 
ce  cas  le  triancle  LOI  sera  tquJQurs  équilatéral  ; 
mais  }e  triafigie  GOK  n'es(  plus  îsoscele  ;  néan* 
moins  le  proolême  se  réduit  de  la  même  ma* 
nierç  à  déterminer  la  valeur  de  la  ligne  OK,  par 
le  moven  de  laquelle  on  connoitra  les  lignes 
ÔG ,  Ôg.  Comme  la  valeur  absolue  de  la  ligne 
OK.  deviendroit  uq  peu  co^ipliquée  9  si  on  vou* 
|oit  y  arriver  par  une  solution  directe  ;  et  que 
cl'ailleurs  on  peut  trouver  les  rapports  de  toutes 
les  lignes  dont  on  a  besoin  dans  ces  sortes  de 
problèmes  par  les  tables  des  sinus ,  dont  Fexao- 
titude  est  plus  que  suflîsanle ,  même  pour  les 
pratiques  les  plus  délicates  *,  nous  allons  indi<i 
quer  ici  la  manière  de  résoudre  ces  questions 
^ar  le  moyen  des  mêmes  tables^ 


Soîl  donc  OK  la  ligne  înconnue  qu*il  faut  dés- 
eouvrir.  A  cause  du  triangle  GOK  dont  tous  les 
angles  sont  connus  ;  savoir  GKO  de  ia%  OGKl 
de  i8%  et  GOK  de  iSo^î  on  aura  les  deux  pro^ 
portions  suivantes,  Ji/i.  iS"*  :  siru  la**  ;  :  OK.  ï^ 

GK  =  ^^Xtîô^-  î  ^^^^  puisque  l'on  a  toujours 


OK-HOe-+-CD  =  GK-f.GFH-FM,  et  que 
d's^illeurç  GF = FO —  OG  ;  remettant  ces  valeurs 
dans  l'équation,  on  aura  d'abord  OK-f-  OD 


.11».  «8o. »-   FQ^    '  -'.in.  i8o^ HFM..t.t 

faisant  passer  tous  les  termes  affectés  de  OK  dans 
le  premier  membre  de  Tégalilé,  on  trouver£^  après 

avoir  ô^é  OD  de  chacun;  OK  ■  ^^  ^  '^- *^' 


êin.    18^ 


OK  X  m.  180  +  QK  y  jm>  11?  >-  OK.  X  Jw»  3o*> pQ 

rf-  FM  —  OD.  D'où  l'on  tire  sur  le  champ»  c» 
multipliant  tout  par  sin.  iS""»  et  divisant  pat 
sin.    18°   -H  sin.  .  la""  — •   s\n.    Sa"",  OK  = 

■  .  **"  1 /^j — 1^^'"'  'a'o'Qp  trouvera demômequtf 
la  ligne  OG  qui  donne^le  centre  de  l'arc  eontiguà 

1  arc  moyen,  est  égale  à  ^  wSa-^-^ia^-i^.ao-^ 
Ces  mêmes  expressions  peuvent  servir  à  déter«( 
miner  géométriquement  les  lignes  OK,  OG,  puis* 

lue  l'on  a  géométriquement  les  sinus  dey  arcg 

te  3o%  18^  et  l>^    ' 


'  Comme  les  qnses  de  panier  à  sept  œntres  ,  ^et 
dont  les  arcs  sont  tous  de  22  ^  degrés  ,  excepté^ 
dsîui  du  milieu  qui  doit  être  de  45"*,  sont  d'une 
£inne  plus  agréable;  les  commençants  pourront 
s'exercer  à  résoudre  le  problême ,  en  suivant 
les  principes  que  «l'on  vient  d'exposer.  Le  cal- 
cul n*a  rien  de  difficile,  pt  J'analyse  çst:  tpujours 
à-peu-près  la  même,  .     f 

.On  s'y  prendroit  à-peu-près  de  la  même  ma- 
nière pour  construire  des  anses  de  panier  à  9  et  à 
|i  centres;  et  quoique  nousn'ayous  parlé  ici  que 
des  arcs  surbaissés  ^  on  pourroit  appliquer  aisé- 
ment les  mêmes  solutions ,  soit  numériques ,  soit 
géométriques  aux  arcs  en  anse  de  panier  surmon* 
tés;  puisqu'en  réunissant  les  deuxmoidés  d'une 
anse  de  panier  surbaissée ,  de  mauiere  que  le 
demi  grand  axe  soit  commun  «  on  formera  un 
arc  surmonté  de  même  longueur.  Terminons 
cette  théorie  par  une  considéradon  qui  peut 
contribuer  à  la  rendre  encore  plus  utile  dans  la 
pradque.  Quel  que  soit  le  nombre  des  arcs  de 
cercle  dont  ces  courbes  sont  composées ,  elles 
seront  en  général  d'autant  plus  solides  en  con- 
èlruCtion  à  l'œil  et  d'autant  plus  agréables ,  que 
Ibs  différences  cntrç  les  rayons  ae  ces  mêmes 
arcs  serpnt  moins  considérables;  de  maniera 
qu'elles  ne  passent  pas  brusquement  d'une 
trop  forte  courbure  ,  à  une  presque  insensible, 
^ous  ne  pouvons  pas  appliquer  cette  recherche 
çux  différentes, courbes  que  nous  venons  dç  dé- 
crire, parcequ'elle  nous  conduiroit  à  des^  ex» 
pressions  assez  compliquées,  elquidépendentdet 


|>findpes  du  calcul  différentiel.  Cependant , 
comme  les  anses  de  panier  à  troi»  centres  sont 
employées  fréquemment  ;  et  que  la  solutioli 
du  problême  conduit  à  une  opération  extrême- 
ment simple^  nous  joindrons  ici  le  problème 
suivant,  avec  ^a  construction ^  qui  peut  être 
suivie  par  tous  les  praticiens.  On  est  redevabU 
de  cette  idée  heureuse  à  M*  Tabbé  Bossuu  Le 
calcul  par  la  méthode  des  maximîs  m'a  condtiit 
au  même  résultat. 


Problème. 


-  6Si.  Sur  un  diamètre  AB,  et  sur  une  monaéê 
CD;  construire  une  anse  de  panier  à  trois  centrés; 
€è  dont  le  rayon  de  l'arc  edctrême  dijjfere  là  rnoifps 
lifu'ii  est  passible  du  rayon  de  l'are  iHoyMi 
(  planche  iCIII^  fig.  1 89.  ) 

S  o  L  u  T 1  o  k;i 

Des  extrémités  du  diamètre  AB  au  sommet 
de  la  montée  CD  ,  soient  tirées  les  lignes 
AD ,  BD  ;  sur  le  milieu  E  de  Tune  de  ces  li- 
gnes ,  soit  élevée  une  perpendiculaire  indéfinie, 
terminée  en  O  au  prolongement  de  la  montée 
CD.;  ayant  ensuite  pris  sur  cette  même  ligne 
une  partie  DI  égale  à  AC  —  CD  ;  et  formé  sur 
cette  droite  prise  pour  diagonale  un  parallélo- 
ffamme  DLIK  ;  on  portera  Fun  de  ses  côtés  DL 
le  O  en  G  au-dessous  du  même  point  O ,  et 
ce  dernier  sera  le  .centre  de  Tare  moyen.  Pour 


'6j^       jtftçoNS  B£  GiSoBciSTiiiË,  etd< 

âYoîr  les  centres  des  arcs  extrêmes;  du  poiM 
G  ainsi  déterminé ,  on  abaissera  sur  les  drolr 
tes  AD ,  BD  les  perpendiculaires  GFD ,  G/£f 
qui  donneront  par  leurs  intersections  F, /sut* 
le  diamètre  AB  les  centres  des  arcs  extrêmes;  et 
Ton  achèvera  la  courbe  comme  toutes  les  autres 
décrites  précédemment 

Nous  ne  pouvons  donner  ici  la  démonstration 
de  cette  solution;  mais  d'après  la  constructionque 
Ton  vient  d'exposer  ,  il  seroit  facile  de  calculer 
la  valeur  des  rayons  AF,  GD  et  la  valeur  des 
arcs^  AM,  MDm  et  mB;  d'où  Ton  déduiroit  la 
longueur  de  la  courbe  développée.  Les  com- 
mençants pourront  s'occuper  de  cette  recherche»- 
Je  finirai  par  observer  que  je  ne  sçais  pas  pour- 
quoi les  ingénieurs  ont  préféré  ces  sortes  de 
courbes  à  la  véritable  ellipse  ^  plus  facile  à  dé-: 
crîre,  plus  agréable  et  plus  solide;  ainsi  que 
j'espère  de  le  démontrer  lorsque  je  pourrai  pur 
plier  la  nouvelle  édition  de  mes  SectionsConiques4 


FIN. 
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